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1. Wstep

Modelem matematycznym 1 eksperymentalnym powierzchni wy-
miany ciepta rozwinig¢tej przy uzyciu plaskich zeber jest uktad
plyt réwnolegiych. Ze wzglgdu na szerokie zasbosowanie plas~
kich zeber w przemysitach elektrotechnicznym (chlodzenie rdze-
ni transformatoréw, prostownikéw stykowych itp.) i elektroni-
cznym (chzodzenie lamp mocy) oraz w wielu imnych np. chtodni-
ctwie termoelektrycznym ~ wymiana ciepia .w ukiadzie pilyt row-
nolegiych byta przedmiotem prac wielu autoréw. W wigkszoscl _
przypadkéw byly to prace eksperymentalne. Z prac teoretycznych
najbardziej znane sa: rozwazania teoretyczne W. Elenbaasa (1]
oraz rozwigzanie numeryczne réwnan tzw. "konwekeji niedcidli-
wej" J.R. Bodoia i J.F. Osterlego [2]. v

W rozwazaniach Elenbaasa zostaly przyjete z géry zardwno
funkcje rozktadu predkosci, jak réwniei temperatury. Zawarte
w nich trzy stale dowolne byiy wyliczone drogg speinienia réw-
nah ruchu i energii na brzegach przyjetego modelu, w pozosta-
tyn zad obszarze przyjete funkcje nie speiniaty réwnah ruchu
i energii.
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Rozwigzania Bodoia i Osterlego nie posiadaja znamion ogbl-
noéci w odniesieriu do rozkiadéw predkosci, temperatur oraz
lokalnego wspbiczynnika przejmowania ciepia, tzn. dla kazdego
rozpatrywanego przypadku obliczenia nalezy prbwadzié indywi-
dualnie, _ ‘

Intencja niniejszej pracy jest scatkowanlie uproszczonego
réwnania energii, rozpisamnego dla konwekecji swobodnej w prze-
strzeni pomiedzy réwnolegiymi, ogrzanymi ptytami. Stworzy to
oczywisécie, mozliwoéci dla okreélenia petnego pola temperatur,
wyznaczenia lokalnych wspéiczynnikéw przejmewania ciepta oraz
podania ogélniejszej zaleZnoécl opisujacej vymiane ciepta w
rozwazane]j geometrii.

2. Rozwazania teoretyczne

Przytaczana zazwyczaj w literaturze postaé réwnania energii
jest nastepujgca

2 2 2
u3T+vBT+WaT=a6T‘+6T+6T. (1)

3 2 2 2

ax 3y 4

Efektywne scatkowanie réwnania
(1) jest mozliwe jedynie przy jego
uproszczeniu. Dla rozpatrywanego
modelu zostang przyjete ponizsze
zatozenla upraszczajgce:

1. Zagadnienie jest traktowane
jako ptaskie, tzn. proces przebie-
ga w ptaszcazyinie x,y (rys.1),2ad—
ne zmiany w kierunku osi gz nie
I sg brane pod uwage. Uczynienie ta-
Y kiego zalozenia jest dopuszczalne

pod warunkiem dostatecznie duzego
0 wymiaru plyt w kierunku z.

Z 2. Biorac pod uwage fakt ste—
Rys. 1. Model rozwaianej bilizacji profilu predkosci w kie-
geometrii runku osi  x na niewielkim po-

x|
iFw
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czatkowym odeinku ksanatu [2], jak réwnies symetrie kanalu
wzgledem osi x, traktuje sie predkoéé w kierunku y Jako
réwng zeru.

3. Przyjmuje sie¢ powszechnie stosowang nieréwnosé:

3% 5 2T
ay2 6x2 :

4, Wymiana ciepia jest ustalona w czasie.
5. Piyty sag izotermiczne.
Uwzgledniajac powyzsze zatoZenia otrzymuje sie:

2
aT ‘ 9~ T
—a—-i—zo, 8—22—'—'0’
v =0,
—2-32T=o
ax

. W ten sposdb réwnanie (1) upraszcza sie do

22

]

=]

a7
uﬁ— a

. - (2)

ot

Wygodnie Jest wprowédﬁié nastgpujace podstawienia:

+ _ 4 s™u
u =
1 6ot ’
+ 16 x
X =
1 G6rt ’
2
y+ =‘j§1’
- T-m,
= — ’
Tw T.
T -T 4
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W rozpisanych zaleZnosciach oznaczajg:

8 - szerokosé kanatu,

1 - wysokosé kanalu,

v - lepko$é kinematyczna,

T - temperatura czynnika w przestrzeni miedzy piytami,
T, - temperatura piyt, :

T,, — temperatura czynnika przed wejéciem do kanatu,

-Gr - liczba Grashofa,
Wszystkie wielkoSci oznaczone krzyZykiem sa bezwymiarowe.
Wprowadzajac powyzsze ozmaczenia do réwrania (2) uzyskuje
sie je w postaci bezwymiarowej

+ 2t
PI' u+—aT = o T

gdzie %:: Pr - liczba Prandtla.

Scalkowanie réwnania (3) wzgledem T+(x+, 5 wymega
znajomosci ut. Rozpatrywanie réwnania energii w oderwaniu -
od réwnanla ruchu stwarza konlecznodé zatozenia z géry zales-~
noéci ut od wspélrzednej yf.‘ Z praktycznego punkitu widze-
nila najwygodniej jest przyjaé ptaski profil predkodei u' =k =
= const, mnie precyzujgc na razle wartosci liczhowej stalej k.
Jdak si¢ okazuje takle postgpowanie nie prowadzi do zbyt duzych’
btedéw w calym, waZnym dla zastosowan technicznych, zakresie
zmiennosci grupy GrPr s/l. ’ )

W dalszym ciggu rozwigzywane bedzie réwnanie

art _ port

Prk — = 4
ax* 5;:2 )

wraz % warunkami brzegowymi:

a) ot

o, giy x" =0,
b) T+ = 1, gdy v o= + 1,

c)

3 -+
ai* =0, gly 3 =o0.
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Przewidywane Jest rozwigzanle o postaci

mt(xt, y') =1 - x(xH) 1D, (5)
skad
2t
ar* : a°m ”
==XY oraz o =-XY.
axt C 8yt

Po wstawieniu do réwnania (4) uzyskanych réwnosci i pro-
stych przeksztaicenia otrzymuje sie

”

X _ ¥ : '
Pr kg =. (6)

Lewa strona réwnania (6) zalezy wyiacznie od xf, zad

strona prawa jest funkcja tylko zmienne] y+, zatem réwnanie
(6) jest.réwnowazne dwém réwnaniom rézniczkowym zwyczajnym:

‘

Pr kX =2, (72)

+ =-uc (70)
Réwnanie (7a) posiada rozwigzanie
2
X = exp <%-f%—i-i§ . (8)
Rozwigzanie ogélne réwnania (7b) jest nastepujace:
Y =0, sin/1y+ + Cy COS/Ly+ . (9a)
-Ze wzgledu na warunek brzegowy (c) musi byé C, =0,
wige | .
Y =G 003/1y+. (9p)

Spelniénie warunku brzegowego (b) prowadzi do wartoéci
wiasnych

a= (2 n+1)—]2£. | (10)
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Uwzgledniwszy réwnosci (5), (8), (9b) 1 (10) otrzymuje sie
rozwigzanie szczegélne réwnania (4) w formie

2_2 : '
_ ) _ : & B
ot -1 - Coexp <— (2 2"]'&1131,” x| cos(2 n + 1) Jé v (11)

Rozwigzania ogdélnego nalezy poszukiwaé w postaci sumy na-
stepujgcego szeregu:

= 2.2 ;
L [ Z_A(z nt1) %P [-— (2 n+'II,r' T x+]cos(2 n+’l)%y+. t2)
N=

Zbieznosé szeregu (12) moze byé udowodniona pod warunkiem
odpowiedniego doboru wspdiczynnikéw A(2 n+1 j° Nalezy tak do-
braé wspéiczynniki, aby warunek poczgtkowy (a) byl speiniony.
To prowadzl do zwigzku nastepujgcego:

-0, gdy x" =0,

tzn. musi .byé'
ZA(Z n+]) 08 (2_n+1)% v o= 1. (13)
n=0

Zaleznodé (13) bedzie speiniona, jesli wspdiczynniki
A(\z n+1) bedg wspdiczynnikaml szeregu Fouriera

A, cos%y"’+,s\3 cos%—” y++A5 cos%’ ¥y o+ cen

Sa wigc one okreslone nastgpujgco:

+1 !

Aep ﬁ_,_q) = %/ £ (y')cos (2 n+ 1) % v ayt.
. -7 .
Biorgc pod uwage prawa strong réwnania (13) memy £(y*)=1,
czyli : .

+1

i}

1 : I+ 5 4
Lo a41) E/cos @n+1)Ty & =

-1
g +1
=ﬂ_2n+—1751n (.2n+’l)£2 y+

= 5oy O

v
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Obecnie mozZna juz podaé rozkiad temperatury bezwymiarowej
w rozwazanym modelu

2 2
= 1 How(- gppe #)o0s £ 77~ em(- 2o <) oo 2 v+

+'% exp( ;lzl-5kerr +> cos—% A +}. (143)

Dla temperatury wyrazonej w stopniach zaleznoéé (14a)
przeksztatca sie¢ w:

A | 2 '
P=m - % % lexp (..____JL______,> E
w 7 [ 41 k Grt Pr S

1 ) 37
- x| cosZ2X y +
5° ( 41 k Gr+Pr 8

( R A xZ < > cos 5;‘ T = eoee +]. (14b)
\ 41k arter |

Szereg przemienny . (14b), z: wzgledu na rosnace wyktadniki
poteg przy funkcji eksponencjalnéj, jest szeregiem szybko-
zbieZnym.

Méjac wyznaczone pole temperatur, mozna obecnie przystapié
do bardziej ogbdlnego opisu wymiany ciepia w rozwaZanea geo-
metrii.

- Iloéé ciepla odprowadzona przez czynnik z piyty izoter—
micznej o Jjednostkowe] diugoscl wynosi

1

Q =2 (ai) .1 ax, : (15)
0 2

gdzie: A - przewodnos¢ cieplna czynnika.

Po zrézniczkowaniu szeregu (14b) i przeprowadzehiu opera-
c¢ji catkowania, zgodnie z (15), otrzymuje sie
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2 2 .
h-wmlcglb sl )
+ 5|1-expl-—F—"— ) |[+m|1-exp(- =L T )| +.ceetf. (16)
9[ xp<4kGr+Pr 25 P\ dxerp ,
Z drugiej strony i1losé pobranego cieplta moZna zdefiniowaé,
wprowadzajac pojecle wspdiczynnika prze;jmoWania ciepta

T T + 2
Q=¥ oo_ll-lkaGrPr‘,l_exp(_ Eall >+
8 T 4 k Gr'Pr

Q 4t a('l‘w - T )11, - (17)

Liczba Nusselta posiada jako wymiar charakterystyczny sze-
roko$é ‘kanazu ' '

7 pordéwnania zaleznosci (16) i (17) przy hwzglednieniu
(18) otrzymuje sie .

2 2
Nu =4—2k-Gr+Pr 1-exp -<—”—+>+% ’l[ 1 - exp <— ——-9——£¥‘>J +
T . 4k Gr™ Pr _ 4 kGr

+£5['I —_exp (-ﬁ%)]+ cees +] | (19)
Wielkoéé wprowadzonej staltej k moZna wyznaczyé z warunku
stosowalnoéci réwnania (19) w przypadku gdy’ Grt— 0, wéwczas
3 *)
Nu = Gr¥Pr, -
wiec
*%)

bk _ 1.8
,2 2R 20

* Wyprowadzeniée tej zaleznosci podano w uzupeinieniu na
str. 11. ‘

**)Wedlug» rozwiniecla w szereg Fouriera:

1 =]—f’§ [1 +1/941/25+1/89 + v un + 1/(29 +1)2+_..] , 9=0,1,2,3..



stad _
4k =1, (20)
]
Podstawiajac wynik (20) do réwnamia (19) otrzymuje sie
ostatecznie poszukiwany wzdér opisujacy wymiane ciepta drogg

swobodnej konwekcji w przestrzeni miedzy réwnolegiymi, izoter-
micznymi piytami :

Nu =—1§Gr+Pr ‘1-exp <—i->+j— [’l-exp < 937r >]+
30 ertpr) 2 Gr+Pr
+—1— 1 - exp —25ﬂ“2—+ seee T . (21)
25 Grter ’

3. Zakohczenie

Cel niniejsze] pracy, postawiony na wstepie, zostal w po-
‘przednim rozdziale osiggniety. Uzyskano opils peinego pola tem-
peratur (14b). Daje on mozliwoéé okreslenia lokalnych wspbi-
czynnikéw przsjmowania ciepta w dowolnym misjscu Sclanki ogra-
niczajgce] kanat. Jednoczesnie wykorzystanie wzoru (14b) poz-
wolilo na uzyskanie ogdlnej zaleznosdci (21) opisujacej wymliane
ciep?a w rozwazanych warunkack.

Dokonane na rys.2 pordévnanie prowadzi do wniosku, Ze roz-
biesnoSci miedzy uzyskehymi wynikami, a wynikami prac Elen~
basisa oraz Bodola i Osterlego nle przekraczajg 10%, gdy war-
t046 parametru GrPr s/l < 200. Warto jednakze nadmiénié, se
ze wzgledu na warunek optimum wymiasny ciepia pizy projektowa-~
niu dtugich zeber [1,3], jest zawsze godny polecenia przedzial
zmiennodci grupy GrPr-s/l1 w granicach od 40 do 70.

Z’przedstawionej pracy mozna wyciagngé jeszcze jeden in-
teresujgcy wnlosek. Okazuje si¢, Ze wymiang ciepia przy swo-
bodneJ konwekcji w rozpatrywanym modelu moZna zastgpié, przy
zachowaniu znacznej doktadnosci, poprzez jednowymiarowe nie-

ustalone przewodzenle ciepla 0 odpowiednio przyjetej skali
czasowe].
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Je$li prazyjmie sie

4 »
.7-+ = P:: K + C, (22)
wtedy
ar* _ oart a7t 1_art
= g = . 2
axt art ax* Pr k .+ (23)
40
Nu
20 !
1.0 _
. . ‘_/
0.8 .
%
_ e/
0.6
y /4
// 7/
oX Y’ 4.
y/
=== BODOIA | OSTERLE
s wm W, ELENBAAS
—— WG.WZORU(2M)
o2 1 . _
- 10 20 ' 40 60 80 100 - 200
' GrPr s/L
v : —
Rys.2. Poréwnanie graficzne zaleznoéci zwynikami innych au-

torédw

Wprowadzajqc powstze'do uproszczonegd roéwnanla energii
(4) otrzymuje sie



art _ 5°m
ar+ 3y+2 : (24)

" Réwnoéé (24) wraz z warunkami poczatkowym i brzegowymi:

gdy v =0 t0 ™ = 0,

gdy v o=+ to 7 = 1,

gdy yh =0 to = 0,

‘stanowi opis matematyczny procesu nagrzewania sie cienkiego

preta izolowanego bocznie, gdy temperatura preta w chwili po-
czatkowej Tt = O jest zerowa, natomiast dla czasu ¥ >0

kohce preta sg utrzymywane w temperaturze ot - 1,

1.

2.
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5. Uzupeinienie

Okredlenie zaleznosci,wedtug ktérej przebiega wymiana ciepia
w uktadzie piyt roéwnolegiych, w przypadku gdy konwekcja  jest

W peini rozwinieta

Gdy wysokdéé kanatu L —=c, co oznacza, %Ze Gr'-— O,

~wtedy konwekcja jest w peini rozwinieta i nie obserwuje sig
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sadnych zmian w kierunku osi x. Wszystkie rézniczki wzgledem
x wystepujace w réwnaniach koriw,ekcji swobodnej znikaja, a
7+ = 4. Réwnanie ruchu Jjest w takich warunkach speinione
przez paraboliczny profil predkosci

=4 (- §R). (1)

Bilansujgc ciepto czynnika na szczycie kanaiu mozna napi-
saé
. S
Q= oC f'um_mw)dy. @)
0

Po wprowadzeniu pod znask caiki wielkosci bezw.ymiarowych
mamy:

Qt = 8 Qs +=/u+’.[‘+ ay*, (3)
.QCP (T = Teo) V1 Gr y
= , ' 4
T TIT, - T.. (4)
S
Nu = 0(7\—. (5)

Wstawiajac (3) i (4) do zaleznosci (5), po prostych prze-
ksztatceniach otrzymuje sie

Mu = & Q" Gt Pr.
Dla przypadku konwekcji w peinl rozwinietej, Q+ mozna

okreslié wprost z catki (3), poniewasz T = 1, a

4 =%j(1 - y+2) dy+ =_']2_(+_?y+3)
g

Zatem
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Teopernueckuil aHajiu3 cBOGOIHOR KOHBEKHWM B IPOCTPAHCTBE
. MexJy NapalielbHHME, HE30TePMUYECKMMU IJIHTKaMHU

KparT®oe CoOLZepXxaHUE

[IpOEHTEIPHPOBAHO YPaBHEHUE JHEPIHU, DacCHHCaHHoOe LJIA Oa-
palilelbHHX, HE30TEPMUIECKUX INIUTOK. [loayuuiach obmas 3aBUCR-
MOCTL U306pasypmad TenIooOMeH.

Pasznoriacvye MexIy pesydbTaTaM¥ IOJIYUYEHHHMHM 2BTOPOM ¥ De-
syapraTaMu Dienbasca, a Takxe Bozoa m Ocreple He OPeBHMAET
10%, mpu nmapamerpax GrPr-YL < 200.

IIpz »TOM MOAYUHIOCH, UTO KOHBEKNUOHHHE TeniooOMeH B pac-
cMaTpuBaeMoff MOZedu MOXeT GHTH HDOIMeHEH IPOLESCCOM HeCcTamuoHap-
HO# TenJOmPOBOIZHOGTH TOHKOI'O HBOJUPOBAHHOTO COOKY CTEDEHS.

Theoretical analysis of free convection
between parallel, isothermal plates

Summary

The energy eguation for free convection flow between pa-
rallel, isothermal plates was inteSrated and general relation-
ship describing heat transfer was found.

The discrepancies between the author’s results and the
eariier results of Elenbaas and Bodoia and Osterle do not ex-
ceed 10% for GrPr.s/l < 200.

It was found that free convection heat transfer in the in-
vestigated conditions can be replaced with a non-steady heat
conduétionrprocess in a thin rod with isolated side surfaces.



