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= wymiar charakterystyczny liniowy.

1. WSTEP

W niniejszej pracy przedstawiono bezposrednia metode, o-
barta na zasadzie wariacyjnej, za pomocg ktérej mozZna rozwig-
zywaé zadania nieliniowe.

W pierwszej czesci pracy brzeprowadzono formalny dowdd na
istnienie catki wariacyjnej w prazypadku zagadnien nielinio-
wych. Autor niniejszego opracowania, wykorzystujac publikacje
innych badaczy, ustosunkowal sie do mnich krytycznie i wysungt
szereg zastrzezen i -uwvag merytorycznych w rozdziale poéwieco-
‘nym aktualnemu stanowi zagadnienia. W nastepnych czgsSciach
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tej pracy omdéwiono konstrukcje ‘rozwigzan pfzybliZonych oraz
przebieg obliczen. Przebieg obliczet zilustrowano przykladami

/

1iczbowymi.

'2. AKTUALNY STAN ZAGADNIENIA. KRYTYCZNE 0MOWIENIE SFORMULOWAN WARIACYJNYCH

Réwnania opisujgce przeplyw ciepia - jak wiadomo — mogg byé
sprowadzone do zagadnieh wariacyjnych w réiny sposéb. Prace
z tej dzledziny mozZna podzielié na dwie zasadnicze grupy. Do
Jednej grupy nalezg prace, w ktérych rachunek wariacyjny sto-
sowany jest poprawnie, w drugiej natomiast znajdujq sie pra-
ce, ktére nie majg nic wspdlnego - poza mylacg nezwg - z ra-
chunkiem wariacyjnym. Do pierwszej grupy naleza prace wyko~
rzystujgce transformacje Laplace?a. Propozyeje bparte na tej
idei byly wysuwane przez wielu autoréw, jak np. [1], [2], [3],
[4], [5]. Powaznym ograniczenienm stosowalnodeci tej metody
Jest to, %Ze mozna postugiwaé sie nig tylko w przypadku za-
1 éadnieﬁ 1iniowych; Inne ujgcia tego zagadnienia przedstawione

sa w [6], [7], [8]). Nowe ujecie polega na tym, 2Ze pewne wy-
.brane zmienne niezalezne traktuje sie Jako'parametry. Catka
wariacyjna, zgodnie z przyjety terminologig, nazywa sie w tym
przypadku calkg wariacyjng ograniczong lub czgSciowg. Niejas-
ne sformutowania zawarte w pracach (6], [7] zostaly uzupei-
nione i skorygowane w pracy [ 8]. Uzupeinienia dotyczg przede
Wszystkim zasad konstruowania funkeji ’przybliZajqcych oraz
- warunkéw poczgtkowych., Metody oparte na zasadach przedstawio-
nyech w [6], [7], [8] sprowadzajy zagadnienia opisywane réwna-
niem rézniezkowym czqstkowym, z odpowiednimi warunkami brze—
gowymi, do uktadu réwnan réZnicquwych zwyczajnych. Nalezy
zauwazyé, ze podana metoda redukcji réwnan rézniczkowych ZWy—-
ezajnych, przy wykorzystaniu zased rachunkuy - wariacyjnego. w
przypadku réwnah typu'eliptycznegb, Znane jest Jjako metods
Kantorowicza., Krytyczne komentarze i uwagi na temat sformuzo-
wania Rosena, przedstawione w pracy [7], uwzgl¢dniono w nowym
ujeeiu przedstawionym'w'[a]. MoZna wykazaé, Ze w przypadku
;agadnieﬁ liniowych obydwa podejdcia, tzn., za pomocg trans-
formacji i bezposrednie, sformulowane w [8], 88 sobie réwno-
wazne. Wyniki obliczen, uzyskane za pomocy jednej i drugiej
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metody, sg identyezme. Jednak metods bezposrednig mozna roz-
wigzywaé zagadnienia o wiele bardziej skomplikowané. Obie me-
tody opierajg sie na rachunku wariacyjnym i sa - z tego punk-
tu widzenia - poprawne. Nie mozna tego powiedzieé o drugiej -
gruple prac, dotyczacych metod obliczen przyblizonych zwigza-
nych z zagadnieniem przeplywu ciepta, takich np. jak metoda
Biota. W tej metodzie - jak i w metodach jej podobnyech - nie
istnieje calka wariacyjna, a w zwigzku 2z tym nie mozna orzec,
czy ma sie do czynienia z.extremum. Stosujac np. bezposrednio
metod¢ Galerkina uzyskuje sie identyczne wyniki. Jak wiadomo,
metodg¢ Galerkina mozna stosowaéd z pozytywnym skutkiem do przy-
bliZzonego rozwigzywania réwnah rézniczkowych - liniowyeh i
nieliniowych - réwniez i wtedy, gdy nie mamy do czynienia z
zagadnieniem wariacyjnym. ‘ '

Powaznym ograniczeniem metody Biota Jjest to, ze nadaje
si¢ ona tylko-do zagadnien Jednowymiarowyech, prazy czym roz-—
wigzanie sktada sie z dwu rozwigzah czedciowych., Oddzielnie
traktuje sie penétracje termiczng oraz dalszy - odbywajacy
sl¢ po pemetracji - przebieg zjawiska. W kazdym z tych etapdw
obowigzuje odrebua funkcja przyblizajaca. W modelach jednowy-~
miarowych konstrukcja funkcji przyblizajgcych nie nastrecza
trudnoﬂci, natomiast w wielowymiarowych modelach Jjest sprawg
bardzo trudng, o ile w ogdle Jjest mozliwa. Do wspomniane] po-
przednio grupy nalezy réwniesz metoda Djukicia i Vujanovicia
[9], ktéra podobnie jak metoda Biota jest tylko z nazwy meto-
dg warla¢yjng. Wymieniona metoda postuguje sie zasadg waria-
cyjng w sposéb niewtasciwy, W ujeciu przedstawionym w [9]
catka wariacyjna zawiera pewien parametr 1, ktory dopiero po
dokonaniu wariacji nad wyraieniem'podcalkowym dazy do zera..
W wyniku tej operacji otrzymuje sie réwnanie réZnicszWe, k6~
- re - co nalezy podkredlié - nie Jest warunkiem kdniecznym zZa—
tozonej caltki wariacyjnej. Dalszy tok obliczeﬁ przebiega po-
dobnie jak w metodzie zaproponbwanej brzez Biota. Stosujge up.
bezposrednio metode Galerkina uzyskuje sie identyczne wyniki.
Jak wiadomo, metody oparte na rachunku wariacyjnym (np. meto-
~ da Kantorowicza) i metoda Galerkina posiadaja te wazng wtag-
‘ nosé w zastosowaniach do zagadnieA brzegowych liniowych, ze
niezaleznie od wyboru metody do obliczen, w obu przypadkach
uzyskanym ukladem réwnah jest Jeden i tem sam uklad zwykiych
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réwnah rézniczkowych. Gdy natomiast meamy do czynienia z za~
gadnieniem nieliniowym, wymieniona wlasnosé nie wyétepuje.
W metodzie zaproponowanej w [9]_ nie widaé sadnej réznicy w
traktowaniu zagadnieﬁ_liniowych%i‘nieliniowych. W tym stanie
rzeczy autor uznal za celowe podaé wyprowadzenia odpowiednich

aleZnodci, . poprawne . i rgodne z ogdélnie przyjetymi zasadami
warlacyjnymi, ktére umozliwiaja pPrzedstawienie nieliniowego
zagadnienia,przeplywu,cigpia Jako zagadnienia'wariacyjnego.-

Uzyskano dwie rézne postacie calki_wériacydnej. .

Décydujqcy wpiyw na wybér Jednej z dwu postaci catki waria-
ceyjnej, do dalszych obliczen, majg warunki_brzegowe,

3. MATEMATYCZNY MODEL ZIAWESKA. SFORMULOWAME WARIACYJNE

. Rozwazaé bedziemy zagadnienie nieustalonego przeptywu
ciepta w ciele 0 objetosel V ofbczonej powlerzchnig F, przy
czym rozrdiniaé bedziemy trzy powlerzchnie czgdciowe, ktérym

- przyporzgdkowane sg odpowiednio rézne warunki brzegowe. Wy-
mienione powierzchnie czeSciowe speiniajs warunek

3
vF=fZFi.

Przeptyw ciepta odbywa sie na drodze przeﬁodzenia, prazy

czym zalozymy, se przewodnosé A oraz ciepto wiasciwe ¢
Jest funkeja temperatury., W ciele generowane 'Jesf cieplo za
pomocg zroédia, bedacego réwniez z&anq funkch temperatury o
intenSywqoéci w.

Przeniesienie wspomnianych rozwazah na przypadek przepiy-
wu ciepta na drodze konweke ji wymuszonej’ nie nastrecza zad-
nych trudnodeci i jest sprawg tylko formalng. '

Réwnanie rézniczkowe 6pisujace‘rozwa2ane zjawisko przyj-
mie postaé '

div[a()graa 1] + w[r]= ¢(T) chrp . (3.1)
Warunki brzegowe przyporzgdkowane temu réwnaniu 83 nagte=-
pujace: ' ' ' ’ ’

[T-Tk]F = 0, T >0, (3.2)
: |
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1@ am] =0, >0, (3.3
. Fa .
[A(T) -g%+ tx‘(@ium - Tﬂ‘r = 0, T>0. (3.4)
3

Warunek poczgtkowy natomiast

= 1,(§,7,8), T =0. - (es)

Jek wspomniano poprzednio, moZna uzyskaé dwie roézne i
réwnowazne catki wariacyjne.

8.1 nmsu POSTAC CALXI WARCY.NEJ

Aby w ten sposédd sformulowane zagadnienie wyrazié w jezy-
ka warlacyjnym, wprowadzimy funkeje pomocnicze, & mianowicie

. o
ATy = 2 +,fw<zs~)w, c(1) = ¢, +/ 7(¥)ad,  (3.6)
Ta To

przy czym obowigzuja nastepujgce reguly przeksztalcens:
grad 1 = o (T)grad T, A= @ (T)dT.. (3.7)

Podobnie dla innych wielkosei.
Dla tak postawionego zagadnlenia mo%na sformutowaé zada-

nie wariacygne, dotyczgce poszukiwania ekstremum pewnego funk-
caonalu, brzy czym catka wariacyjna przyjmie postaé

I<D>= A7) (graa 1) -
i

v

/W(I})Z(mw“F(x’y’z t)fc(v’)l(v*)dﬂdv at +
a T .

t T

+’f f[/d(zr)l(qr)dodr df+oc/ / / (0 -Tm)l(#)dﬂdﬁ‘ i

R N _

+ ZI'E..-.O = ‘m'inimum, (3.8)
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1 2
gdzie: 7| _, oznacza ZLt:O = 5.{(T-TP) av,
v

aT

natomiast Pr = F(x,y,2z,t).

Naste¢pnie dowodzi si¢, 2Ze réwnanie Eulera dla POWyZS2zego
funkejonalu jest wyjsciowym réwnaniem rézniczkowym tgcznie z
warunkami brzegowymi i warunkiem poczgtkowym. Przedstawiony
funkcjonat (3.8) ‘speinia - jak wykaZemy - warunek Eulera 1
silniejszy warunek Legendre’a. Zespél tych dwu koniecznych
warunkéw nie jest Jeszcze warunkiem wystarczajgeym na istnie-
nie minimum, Tworzgc pilerwszg warlacje 41 i korzystajqc Z
- podstawienia é%? = F(X,¥,2,5) oOtrzymemy

5I<T>E] f{(grad 1)22(2)a(2)5T + 22(T)grad T grad 0T -
&

t

f f_[q(cr)z(m)dm}dﬁ' ac +
2

0 | £

| +f{ fa-[(Tm-T‘a“)z(T)dcp]dF}dr +f [(T—Tp)é‘?](=o av .—_._o. (3.“9)

0 v v

- W(T)2(T)6T + %c(T):{(T)cST}dV ar+

Korzystajgc nastepnie z twierdzeh Gaussa —~ Ostrogradskie-
g0, a mianowicie

f[div(ZZJT grad T)]dV':flzﬁ grad T dT aF) (3.10)
v ‘ F '
przy czym

‘/[div(lad'T grad T)] av =
v

.E‘/ {22M(T)(grad T)ZJT + Zzgrad T grad T +
v

+ ladiv(grad T)dT]dV (3.11)

otrzymamy na podstawie (3.10) i (3.11) wyrasenie na drugi
czion w réwn. (3,9) :
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flzgrad‘. T grad 0T av =/ [123 grad T JT]d.F‘ +
v

- / [22 w(T){grad T)%6T + 22div(grad T)d"l]dv. (3.12)

Po wprowadzeniu ostatnio uzyskanej zaleznosci do réwn.

, 3
(3.9) oraz po wykorzystaniu zaleznosci F = E: Fi' otrzymamy
1

6I<T> {/{ c(M)A(T) - 2(T)w(T)(grad T)° -

- ZE(T)div(grad T) - w(m!)l('m)}q?_ dV]d'c +

t{ o _ :
+f f[l(T)ﬁ’ grad T]a(T)dT avrdT +
014

+‘f{ f [K(T)H grad T +‘q(Tﬂ1(T)dT dFdt +
F

[AD)T graa T + o (P2)]A(2)0T aFfar +

+f [(T-Tp)dtlr]zzddv = 0. . (3.13)

14

Korzystajgc nastepnie z zaleznodci
A(T)div [A(T)grad T] = 2(T)u(T) (graa T)? + 22(T)div(grad T)

oraz zaktadajgc ponadto, %Ze wariacja d'T/F1 = 0 otrzymamy
ostatecznie

JI<T>= f{f[d—T ¢(T) - dlv(z(T)grad T) - W(T)]?L(T)O'T avidr +

12

+j{ f [X(T)E grad T + q(T)]l(T)JT dF]d'E +
2
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+j I[A(T)E grad T + a(Tm_TI;)] (¢ )01 dF,}d‘L’ +
0 | F

av = 0. o (3.94)
T=0

+‘/_[(T—Tp)del

4

Do dalszych rozwazan zastosujemy metode I.W.Kantorowicza.
Aby Jja zastosowaé naleizy postuzyé sie lematem Lagrange'’s. Le-
mat Lagrange’a umozliwia napisanie zalieznosci

j[c(w) 3_2- div(A(T)grad T) - w(T)]A(T)dT av +
Y

+’:_/ [Z(T)E grad T + q(T)jl_?l(T)d’T arF +
2

+f [X(T)E grad T + a(Tm-Tg‘,):lz(T)o’T dF = 0. (3.15)
Fs :

Jak jest to widoczne bezposrednio z réwn. (3.15), pierw=
sze wyrazenie podcatkowe .odpowiada wyjsciowemu réwnaniu roéz-
niczkowemu, nast¢pne zas wyrazenia dotycza warunkéw brzego-
wych. Poniewaz w rozwazaniach natozono ograniczenie na waria-
cje dT/F1 = 0, wied wystepuja réwnies wyrazenla dotyczace
tylko dwéch nastepnych warunkéw brzegowych.

W rozwazanym przypadku speiniony Jest réwniez warunek Le-
gendre’a, a mianowicie:

_B_(G_L) _ 212 >0 i<ﬂ—> =12>0 L(—@—I‘—> =12>0

przy czym oznaczajg:
Wyrazenie podcatkowe réwn. (3.8)

T
L= ‘2’5 (grad T)2 fw(’l?’)ﬂ,(’l")d’lf + %Lfc(‘tr)%('lﬂ‘)d‘@

oraz : T

_oT e
T€ "'_0?" TrZ =
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Nalezy zauwazyé, 2ze funkcje, jak np. 2, C, W, g, mogg
mieé réwniez inng postaé, a mianowicie: :

L= 20(E,0,8)2,(T), |
C = ¢, (&,n,5)C, (1), (3.16)
W= Wy (40,0 W, (T),
a = a1(8,0,7)ay(T).

Postaé wymienionych-funkcji nie wpiywa na wywody, przy
czym obliczenia przebiegaja podobnie. Mozna wykazeé nastep-
nie, wychodzgc z rozwazah ogdlnych na podstawie réwn. (3.15),
ze podejscie wariacyjne i +tzw. Galerkinowskie, nie sg sobie
rownowazne w przypadku zagadnieh nieliniowych.

Jak wiadomo, metoda Kantorowicza i rozszerzona w tym sen—
sie metoda Galerkina posiada te waZng wlasno$é w zastosowaniu
do zagadnienr brzegowych liniow&ch, 2ze niezaleznie od wyboru
metody, W obu przypadkach okredlajgcym ukladem roéwnah jest
jeden i ten sam uklad zwyklych réwnan rézniczkowych liniowych.

»Wykéiemy na przykiadzie rozwazanego obecnie zagadnienia,
ze w przypadku zagadnied nieliniowych nie wystepuje identycz-
nos¢ uktadéw réwnaﬁ.ZaloZymy w tym celu, Ze rozwigzanie przy-
blizone mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej

n
Ty = 8,(540,8) + ;‘ as () o (£,7,%) (3.17)

[1=1,2,...,0].

Pierwszy czlon tego wyrazenia, a mianowicie 0y(&,n,%)
speinia niejednorodne warunki brzegowe, natomiast drugi czionm,

: n .
tzn. zzrai(f)qi(é,?,é) spetnia jednorodne warunki brzegowe.
1 . S

Zatozymy nastepnie, e skonstruowane wyrazenie speinia
warunki brzegowe, wymienione w réwn. (3.2), (3.3), (3.4).

Uktad réwnah Galerkina otrzymuae sie wykorzystujac réwn.
(3.1), a mianowicie
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| /L[Tn] g,aV = 0 (3.18)
' [1 = 152,...,0],

przy czym L[Tn] oznacza
- OTn

LETnJ = C(T,) 57 - div[}(Tn)gradrTn] - w(T ).  (3.19)

W przypadku, gdy obliczenia przeprowadzamy na podstawie

wzoru (5;15), ktéry uzyskano wychodzgc z zasad rachunku wa-
riacyjnego, to otrzymamy

1

fI<T>= f Lz ] A(T, ) gyav = (3.20)
) Y

1 =1,2,...,n].

Jak widaé z bezposredniego poréwnania réwn. (3.19) 1
(5.20) otrzymujemy na wyznaczenie Tn, w zaleZnoécibod za—
stosowanej metody, dwa rdzne ukiady réwnah rédzniczkowych ZWy-
czajnych. Wykazane réznice, =zalezme o4 zastosowanej metody,
sg przez badaczy tego . zagadnienia nie dostrzegane.

3.2. DRUGA POSTAG CAEKI WARIACYJNEJ

W wielu przypadkach, technicznie waznych, mozna zagadnie-
nie opisane réwnaniami  (3,1), (3. 2), (3.4), (3.5) przedstawié
w inny sposob Jjako zagadnienie wariacyjne. Zaleznodci Wypro-
wadzone w tym rozdziale 83 .szczegdlnie operatywne przy zagad-
nieniach Neumanna. Wigze sie +to: bezpodrednio z konstrukejg
rozwigzania przyblizZonego. Dalsze wywody przeprowadzimy przy
zatozeniu, ze réwn. (3.1) prayporzgdkowany jest tylko warunek
brzegowy (3.3).

Do dalszych wywoddéw konieczne jest wprowadzenie nowej
funkcji okreSlonej za pomocg zaleénoéci,

o . :
A _ :
_Ttyf-(t)dt (3.21)



Ujecie wariacyjne zagadniefd zwigzanyche.. 13

przy czym oznaczajg:
1r= T - TO' .
To = temperatura odniesienia (najnizsza
temperatura w pewnym puﬁkcie clata w
chwili 7 = 0).
Je$ll znana jest funkeja 4(t), to otrzymujemy mna pod-
stawie (3.21) zalezno&é
= H(v). : (3.22)

Zaktadamy ponadto, 2Ze mozna uzyskaé zalezﬁoéé_odwrotnq,
to znaczy ) '
V= F(0). : (3.23)
Po podstawieniu zalezmosci (3. 21) i (3.23) do réwn. (3.1),
(3.3), (3.5) otrzymamy

2,31V (grad @) + W[F(0)] = c[r(8)] QEFT(T@L] (3.24)

oraz
2, 38 4 q[F(@):l‘ >0, (3.25)
.F(@) = Fp(@), T = 0. (3.26)

Zadanie wariacyjne dla opisanego zagadnienia przyjmie po-
‘staé

St : -8 6
I<@>Eff[%(grad )2 -fw[F(w)] du+G(x,y,z,t)fc[F‘(w)] dt}dv at +
oy 0 . 0

0 ¥ T =0

'*'j{/[Q[F(“’)] dqu at +,%- |:F(®) - Fp]z ‘dV = minimum, (3.27)
F

przy czym obowigzuje zaleznosé -gg-: G(x,¥,2,t).

Podobnie jak poprzednio dowodzi sie, 2Ze réwnanie Eulera
Jjest wyjdciowym réwnaniem roznlczkowym tgcznle 2z warunkiem
brzegowym.
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Przedstawiony funkcjonal

Speinia warunek Eulera i sil-
niejszy warunek Legendre’a,

Zespél tych dwu warunkéw koniecz-
nych moze byé warunkiem wystarczajagym na istnienie minimum.
Tworzae nastepnie

bpierwszg wariacje i podstawiajgce oF
= G(x,y,2,t) otrzymamy :

3t =

t
dI<®>sf f[zograd ® grad 70 ~ W[F(0)]d0 +
0 v

t
+ ng@) c[F(e)] d'®:ldV}df +/ fQEF<®)]5® dFrdv +
F

0

+f{[F(®) - 7] J@}

y

av = 0. (3.28)

7=0

Do nastepnych przeksztalceﬁ.wykorzystamy twierdzenie Ostro-
gradskiego - Gaussa

/[div((f@ grad ®)] dv =/d@ﬁ’grad @4F . (3.29)
v F

Po podstawieniu (3.29) do (3.28) otrzymamy

t
fI< @>E/{/[%§®) C-[F(@)]-,lodiv(grad @)f-W[F(@):l]dN@ dv}dp +
0

14
ot

+/{f[;103' grad @ + q[F(.@)]J de dF}d’f +
o \F
+/{ [F(@) - Fp:|d_®}

av = 0. (3.30)
v

=0

. Postepujac podobnie Jak poprzednio,

Po wykorzystaniu le~
matu Lagrange’a, otrzymamy ostatecznie

./ [i%égl c[F(@X] - A,div(grad @) - W[F(@X”.J@ av +
y

+/[loﬁ‘ grad @ + q[F(@)J] de dar = o, (3.31)
E
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Zaleznosé wyprowadzona ostatnio jest szczegdlnie dogodna
przy zagadnienlach Neumanna. W zagadnieniach technicznych wy-
stepuje przewaznie liniowa zaleznosé okreslajgca A (V), a
mianowicie

APY = 2y - 2,0 (3.32)

Na tej podstawie

Aq
%/(z - A,0)dw = " - ——0’2 (3.33)

Zaleznosé odwrotng mozna przedstawié w postaci

| 2o 2 11®
1}’:1—1 (’I - 1 - 2. >' (5034)

(o]

Dysponujgc wyznaczong wielkoidcia @ mozna okredlié .

4. KONSTRUKCJA ROZWIAZANIA PRZYBLIZONEGD

4.1. ROZWIAZANIE CZESCIOWE

Metoda przedstawiona w tej pracy posituguje sle rozwigza-
niami pomocniczymi, ktére dotyczg czedci réwnania wyjsciowe-
g0, a mianowicie wydzielonej czedci eliptycznej. Wydzielounsg
czes$é roéwnania wyjsciowego (3.1) mozna zapisaé w postaci

div(grad T) = ZE: Am n, 1§mqn§ (4e1)

mnl=0
[m_,n,l = 1,2,...,N:|

ludb

div(grad 0) =

?{ij

%ﬂ,'ﬂ lgmrznz"’ (4.2)

m O

[m,n,1 = 4,2,...,x5].



T MSA ALaJSWon L

Wybér jedne] z dwa postaci uzalezniony jest od tego, ktéd-
re z dwu ujeé wariacyjnych_(3.8)nlub (3.27) zostanie wykorzy-
stane do rozwigzania Przyblizonego.

Prawa strona réwn. (4.1) i (4.2) przedstawia potréjny sze-
reg potegowy. Wspbdiczynniki Am,ﬁ 1 Wystepujgce w tym szere-
‘8u 8§ W plerwszym etapie - obliczen nie oznaczone. Wspomniane
wspdiczynniki, ktére 88 pewné funkejgqg 7, wyznacza sle w dal-
Szym toku obliczeh. Rozwigzania czg@éciowe uzyskujemy dolgcza~-
Jac kolejne wyrazy szeregu. Ofrzymujemy W ten sposéb cigg
rozwigzan czedciowych, Plerwszy wyraz ciggu uzyskuje sie¢ roz-
wigzujac réwn. (4.1) lub (4.2) dla m = n = 1 =0

W tym plerwszym rozwigzaniu powinny byé uwzglednione
wszystkie warunki brzegowe niejednorodne. Nasfepne rozwigza-
nia czgéciowe otrzymywane Sa, gdy prawa strona réwn. (4.1) 1
(4.2) zawiera kolejne potegi, a mianowicie m,n,1=1,2,...,N,
Przy czym warunki brzegowe przyjmowane 83 Jako jednorodne.
W wigkszoécl przypadkéw mozna uzyskaé rozwigzania &ciste tych
cze¢sclowych zagadnien, wiele z nich Jest dostepnych przy oka-
zji rozwigzywania innych probleméw. Dodatkowe szczegdly doty-
czace konstruowania rozwigzan cz¢Sclowych mozna znalesé w-
[8], Jak réwniez w rozdziale dotyczécym przyktadéw oblicze-—
niewych.

4.2. POSTAC DGOLNA RUZ-WIAZANIA- PRZYBLIZONEGD

‘Dysponujac rozwiqianiami czeSciowymi czedei eliptyczne]
réwn. (3.1), mozemy zapisaé rozwigzanie przyblizone w postaci
kombinacji liniowej

n- ‘ ‘ -
T = };Ai(twi(é,rz,g) | (4.3)
[1 = 04144 ,1].
Pierwszy wyrsz tej zaleznodci, a mianowicie Ao(f)wb(é,v,g)
speinia niejednorodne warunki brzegowe, nastepne ‘zag, tzn,

n .
EE-Ai(T)Wi(§,?:§) Speiniajg jednorodne warunki brzegowe.
7 _

W wyrazeniu (4.3) zalozono, ze wspbtczynniki Ai’ po-
czgtkowo wystepujace w szeregu potegowym jako nie oznaczone,
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8g nieznang funkcjg .- Wspdiczynniki Ai a wiasciwie funk-
cje, ktdére reprezentujs wspomniane wspbéiczynniki, wyznaczane
'sg z uktadu réwnah otrzymanych z (3.15) lub (3.31), przy czym
role funkcji 9y odgrywaé beda pochodne czgstkowe wyrazenia
(4.3) wzgleden wspdiczynnikow A;y, a mianowicie

8T -
$Ty = o3 = g0 Oy . (5.8)

W wyniku takiego postepowania otrzymamy, po Przeprowadze-
niu calkowania, nieliniowy uk?ad réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych, umozliwiajacy wyznaczenie Ai(f).

Uktadowi réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rze-
du przyporzgdkowane Sg pewne stale okreSlajace wartoéci po-
czgtkowe. Nalezy zauwazyé, e wartodci poczgtkowe tych réwnan
5§ W sposdb Scisty zWigzane z warunkiem poczgtkowym rozwaza—
nego problemu.

4.3. WARUNKI .POCZATKOWE

Stale catkowania przyporzgdkowane uktadowi réwnan Zwyczaj-
nych, ktére w sposdb Jjednoznaczny ‘okres$laja przyblizone roz—
wigzanie, sg wyznaczane g postulatu minimum calki kwadratu
odchylen, prazy czym jako odchylenie przyjmuje sie

Wymieniona catka przyjmuje postaé

f [z, - 7] 24V = minimum. (4.6)
. v ‘ '

W wyniku takiego postepowania otrzymuje sie ukzad ziozony
z "n" nieliniowych réwnah algebraicznych. W przypadku wiek~
Szej liczby pierwiastkéw od ™n" postulat minimum rozstrzyga o
wyborze pierwiastkéw. ' .

Opisane Postepowanie Sprowadza nieliniowe zadanie poczat—
kowo-brzegOWe do ﬁieliniowego zadania.pocZthowego; ra to de-
‘cydujgqce znaczenie dla uproszczenia i skrécenia czasu  obli-
czen numerycznych na maszynie cyfrowej.
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5. PRZYKEADY LICZBOWE-

Jako przyktad liczbowy, ilustrujgcy przebieg obliczen po-
stuzy zadanie dotyczgce nieustalonego przewodzenia ciepla w
plycie nieskoﬂczenie‘rozleglej 0 gruboéci G, ktérej tempera-~
tura poczatkowa Jest réwna zeru, natomiast jedna z ptaszczyzn
w miejscu § =0 Jest izolowana; temperatura drugiej ptasz-
czyzny w miejscu € =1 Jest stata i wynosi ¥ =1, W roz-
wazaniach zatozymy, ze przewodnosé températurowa ® jest funk-
¢ja liniowg zalezng od temperatury o postaci

® = 980(1 - %11}‘)0 . . (5-1)

W celach pordéwnawczych Opisane zadanie zostanie rozwigza-

ne metodg Galerkina oragz metodg wariacyjng, wykorzystujgc za-
leZznosci (3.15) 1 (3.31).

Réwnania wyjsciowe, opisujace dane zjawisko prazy Wspom—
nianych zatoZeniach, pPrzyjmg nastepujacg postaéd

0 v KA
ﬁl:('l - %,7) WJ=73TO' (5.2)

Warunki brzegowe przyporzgdkowane temu réwnaniu EEY

=0, ®
€=O ) §='|

Natomiast warunek poczgtkowy okres$la zaleznodd:

)'-.,g% =1, (5.3)

#p(g,o) =0, o0<é&gn, F, = O. (5.4)

5.1. METODA GALERKINA

Dla opisanego prazykiadu obliczeniowego roéwn. Galerkina
otrzymuje sie z zaleznoseci

/
dan av. '
2
Df GT‘Z' E[“ -2 ) ﬁ] dviag = o | (5.5)
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przy czym oznaczajg:

6, = FEs 0o = 21204,
v
3
39, =ﬁ5ﬁ.,' = (& —’1)5A1,
oraz
. 2 3
? o= + A, (€ -1) + 4, E67-1) . (5.6)

Wyrazenie (5.6) uwzglednia odpowiednie warunki brzegowe.
W jaki sposob uzyskano wyrazenie (5. 6) opisane Jest w [8] Po
wprowadzeniu wyrazenia (5.6) do (5.5) i przeprowadzeniu cai-
kowania uzyskuje si¢ nastepujgcy uktad réwnan rézniczkowych
Zwyczajnychs:

4 3 8 a2 _27
1) = 30008, - 20128, - 5 0AS - L A4, -

9 2 8 ; 7 i
~ A by - 75 Ay - 55 44 = 0, 5.9
5 9, L
2) - 5(1=%,)A, -—5—(1_%1 JAy - 5 A5 - 70 %A L, -
_ 27 7/ 9
- 56 %45 - 5 A, A1 = 0.

Wartosci poczgtkowe przypisane temu ukladowi uzyskano na
podstawie zaleznosSci podanych w § 4,3, a mianowicie:

/ ,[""p' - l?"n:].zdﬁ = minimum . (5.8)
0

Na tej podstawie otrzymujemy:
A, (0) = -3,4608;
Aq (0) 4,30719,

1}

W tablicy 1 zebrano wartosci liczbowe obliczed dla ros-
" nych wartosci wspbdlczynnika %, Na rys.q1 przedstawiono roz-—
ktad temperatury.
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F=4,0
¢ g
0,9 1 — e
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08 AL\ igii
_ =02 Fo=04|
o2 3,03 7/////
(] x,o ;%E:
:
0,6 ﬁ::os\/éf /// / -
. £=0,2 )
05 ——] — / / ]
0,4 *#" z0 //// ////
H,.n =04
NN 454
0.3 - A
02 ___—.//” %%/
" : 4 . F=
ety /% % Fo=004
04 -
. 70
N = "j‘_ﬁ. 2
0 .3 :——:;I d,i"
o f— ek
B T 05 & -
Ryse1. Rozklad temperatury w ﬁlaskiej pitycie
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Tablica 1
%, P § 0,0 0,2 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0?7 | o8] 0,9 1,0
0 0,01 10,0940(0,0753 [0,0244 }-0, 0330 |~0,0787 |-0,0931 -0, 0564 0,0515 10,2503 |0,5599 1,0000
) 0,02 |0,0530|0,0397 6,01@2 -0,0207 [-0,0377 |-0,0256 0,03060,1462'0,33620,6157 [1, 0000
‘0 0,05 (0,0019/0,0026{6,0087 | 0,0265 | 0,0622 ‘0,1219 0,2121 10,3386 |0,5081{0, 7264 1,0006
0 0,10 0,04130,0504|0,0777 | 0,1237 | 0,1887 | 0,2732 | 0,3775 0,502010,6470/0,8129 |1,0000
0 0,20 10,2220|0,2326(0,2621 | 0,309 0,3723 0;4499 0,5405)0, 6424 [0,7540]0,8737 |1, 0000
0 0,40 10,5232 10,5296 (0,5483 | 0,5779 | 0,6175 | 0,6658 | 0,7218 0,7844 10,8524 (6,9246 [1,0000
) 1,00 ]0,891510,893010,89721~0,9040 | 0,9130 | 0,9240 | 0,9367|0,9510 0,9664 |0,9829 |1, 0000
0,10 0,01 (0,0970/0,0758|0,0258 |-0,0335 |-0,0812 -0,0974 |-0, 0619 0,0454 (0,2447 (0, 5562 |1,0000
0,10 0,02 [0,0580,0,04390,0121 [-0,0218 |-0,0420 |-0,0330 | 0,0210 0,1356 [0,32650,609¢ |1,0000
0,10 0,05 10,0082(0,0076|0,0102 | 0,0234 | 0,0540| 0,1092 0,1959(0,3213 [0,4924 |0, 7163 1,0000
0,10 0,70 10,0404 [0,048210,0725 ] 0,1144 | 0,1751 | 0,2557 0,35760,4817 (0,629 10,8018 |1,0000
0,10 0,20 |0,207510,2167(0,2459 | 0,2909 | 0,3526 | 0,4295 0,52020,6238 [0,73910,86491,0000
0,10 0,40 10,49410,5007)|0,5197 | 0,5503 | 0,5913 | 0,6418| 0,7006 0,7669 |0,83960,9176 {1,0000
0,10 1,00 10,8685 |0,8701(0,8752 | 0,8833 | 0,842 0,9075 [ 0,9229 0,94010,9590|0,9790 |1, 0000
0,01 |0,10000,0783|0,1051 |-0,0340 0,083 -0,1016 |0, 0675 0,0393 10,2392 |0,5526 |1,0000
0,02 10,0830{0,0481|0,0140 (-0,0228 [-0,0465 |-0,0405 | 0,0112 0,1250 10,3168 [0,6032 |1,0000
0,05 0,013810,0117(0,0110| 0,0193 | 0,0447 | 0,0951 | 0,1785 0,3027 |0,4758 {0, 7055 11,0000
0,2
=0 0,0 |0,04050,047010,0679 | 0,1053 | 0,1611 | 0,2375 0,3365}0,4603 |0,6107 [0,7899 |1, 0000
0,20 |0,1934 0,202410,2ées 0,2722 | 0,320 0,4075| 0,498 [0,6032 [0,7224 |0,8548 |1, 0000
0,40 10,4650(0,471610,4908| 0,5219 | 0,5839 | 0,6160 | 0,6775 0,7474 |0,8251(0,9095 [1,0000
) 1,00 |0,8412 o;eusz 0,8493 ] 0,8588 | 0,8720 [ 0,8879 | 0,90640,9273 Jo,9500 0,9744 |1,0000
0,01 [0,10400,0818(0,0289 |~0,0336 ~0,1188 |-0,1051 ~0,07240,0337 |0,23390,5491 {1, 0000
0,02 |0,0680 [0,0522 0,0{59 ~0,0241 1-0,0510 [-0,0481 | 0,0015{0,1141 [0,3070{0,5967 |1, 0000
0,05 [0,0206 |0,0172|0,0127 | 0,0160 | 0,0360 0,0815 | 0,1613 [0,2841 |0,4590 |0,6947 |1,0000
0,30
? 0,70 10,0417 0,04680,0640 { 0,0963 | 0,1468 0,2185 | 0,31440,4375 [0,5908 |0, 7773 [1,0000
0,20 10,1807 [0,1888(0,2151 | 0,2537 | 0,3107 | 0,3841 0,4740|0,5805 (0,7036 |0,8434 |1,0000
0,40 [0,4360 |0,4424 |0,4615 | 0,4925 | 0,5348 | 0,5882 0,65190,7256 {0,8085 |0,9001 |1, 0000
1,00 10,8098 10,8123 |0,8194 | 0,8306 | 0,8460 | 0,8648 0,8868/0,9117 |0,9391 |0, 9687 |1, 0000
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5.2. ZASTOSOWANIE METODY WARIACYJNEY

To samo zadanie Opisane w § 5 zostanie rozwigzane za PO~

moca zaleznosei (3. 15)

Zastosowanie Wspomnianej zaleznoseci prowadzi do relacji

o 80
= 0 ‘
61:] TF: 13 [('l - ”1%)3?11]}(1 - %7 )00,a8 = 0
0 o
| [i = 0,1],
pPrzy czym oznaczajq:
' dv
2
0% = ary 08 = €2-1)dn,
o :
% = o Oy = €%y,

oraz

ho=1 ¥ Ao(r;a-’l) + A (§3-1).

(5.9)

Po wprowadzeniu 0h do (5.9) 1 brzeprowadzeniu catkowa-

nia uzyskujemy nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych:

29 67 i
+°”1[55AA “1.20-“~o*‘&'|_“'|2oAA t 726 AqAq| +

(5.10)

+ 54 (1-%1 3+ 3 4, (1-9)2 4

2111 602 ) 42, 4,3 189 5] _
+ 0|0 ASA + 375 4oh1 *+ q05 A5 + g5 AJ =

2) % Ao(1-9e,l) + ﬁ9— A,,M-ae,,) +
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5,2 126 81 .2
+ 9e,| (’1-981)[—5 A+ A, + 2= A,'] +

$1892 42, . 567 42, .37 3 g1 3]
+981[315 AoA1 + 586 A1Ao + 56 A5 + e Aﬂ] = 0.(5.11)

Wartosci boczgtkowe Wyznaczamy gz relacji
1

‘/ B% - WQJ2d§ = minimum, (5.12)
0
Na tej podstawie otrzymujemy:
'AO (O) = -3,4608;
41(0) = 4,30719,

WartosSci liczbowe rozwigzania ukiadu réwnatn (5.10),(5.11)
przy wartos$ciach poczgtkowych (5.12) zZebrano w tablicy 2,

I

5.3. ZASTOSOWANIE DRUGIE POSTACI CALKI WARIACYJNEJ

W celach poréwnawczych Przeprowadzono obliczenia, Wwyko-
rzystujagc druga postaé calki-wariacyjnej, mianowicie zales—
nosé (3.27), i

Jak wykazano w (3.34) istnieje zaleznoss migdzy U a ¢
0 nastepujgcej postaci

171:%1(1 -V - 2u). (5.13)

Réwnanie rézniczkowe (5.2) Przyjmie wige postaé

Lag-\"g%= 0. . (5.14)
0 V1 -2 ¥#,0 "o =

Warunki brzegowe po transformacji ulegng zmianie, a mia-
nowicie:

98] =0, o =1-£21- (5.15)
08 |e=0 ¢

Rozwigzanie Przyblizone, utworzone 2 rozwigzan czedcio-
wych, przedstawiamy w postaci kombinacji liniowej
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Rys.2, Rozkiad temperatury w piaskiej piycie (druga postas
caiki wariacyjnej)



Ujecie wariacyjne zagadnied zwigzanych,.. 27

n

® =( -%» Ao@a-“)*rAq(éB -.1).' (5.16)_

Zastosowanie nastepnie zaleznosci ‘(5.31) prowadzi do u-
kZadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych

. j 02 a oo, : ‘ (
- 9.3 =0 " {5.17)
2 oF i
& 1/1-2 %0, %o
I:i = 0’1]1
6®n

przy czym 9- =-5—— .

Wartosci poczgtkowe wyznacza sig¢ wychodzgc z podobnej za-
sady jak poprzednio. Prowadzi to do ukladu réwnah algebraicz-

nych;
il 1 - fi-2nge, _(621) —_dg =0, (5.18)
L (o] .

0

NG _d§= 0. (5.19)
- o) \/1-2w1®nF=o |

Wartoéci funkcji % zebrano w tablicy 3, wykres funkcal
dla réznych parametrow x1 przedstaw1ono na rys.z2.

6. UWAGI KONCOWE

Przy rbzpatrywaniu zagadnied zwigzanych 3z nieustalonym
przepiywem ciepia przyjmowano' dotychezas stalosé parametréw
fizycznych, W przedstawione]j obecnie bPracy zmienione zostaly'
dotychczasowe zatozenia, ‘umozliwiaaqc uzyskanie rozwigzah
przyblizonych w szerszej klasie zagadnien. Jak wykazano to w
pracy - zagadnienia-tego typu mosna przedstaw1é Jako zadanie
wariacyjne. Uzyskano dwie rézne postacie calki warlacyanej.'
Decydujacy wpiyw na wybor jednej 2z dwu postaci catki wariag-
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cyjnej do dalszych obliczen majg warunki brzegowe. Przebieg
obliczen zilustrowano trzema przyktadami liczbowymi.

Jednoczednie w tym miejscu chciatbym podziekowaé mgr.inz.

J.Zachowi za pomoc w wykonaniu niektérych przyktadéw liczbo-
wych,
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BAPUALIMOHHBIN IIOAXOJ K BOIIPOCAM CBS3AHHHIM
C HEJJMHEHHOM TENJIOITPOBOAHOCTLIO
B HEVCTAHOBHBIIEEMCS COCTOAHHUHU

KparTkoe COXTepPXaHHUe

lipeacTaslennnit B paboTe BapHaUVOHEHE OPEHIND MOXHO OPaK-
THYeCKHM MCHOJB30BATE JJA NOJYUEeHUS OPUOIMXEHHOrO pelleHus He-
JuHe#HHX BOUPOCOB TEIJIOIPOBOLHOCTH .

llocpencTBOM B2pPHaUMONHON TeXHHWKKH, OCHOBaHHOR Ha MeToze Kan-
TOPOBHYA, NPOCIeMy HeAUHeHHOIO IPAHMYHOTO SHAUCHMA MOXHO OPU-
BECTH K cHcCTeMe OCHKHOBEHHHX JuddepPeHUUaNBHHX ypaBHeHH#. Tou-
HOCTH IIPeRIaraeMoro MeTOola MOXHO OLEHHTh NIYyTEM CPaBHeHHR pe-
3yﬁbTaTOB PemeHHH BONIPOCOB UPHMEHAS BapPUANMOHHHE MeTOXN HJu
IpyTHE s

B Hacroameil paboTe u3IaraeTcs Takxe METOZL KOHCTDYUPOBaHUR
NPOOHHX QyHExIuKM. LIn uzAJdoCTPaluy¥ MeTON2 IDHBENEHH TDM YHCIeH-
HHX IIDHMeDpa.

A VARIATION APPROACH TO PROBLEMS INVOLVED- IN NON-LINEAR  HEAT CONDUCTION
IN TRANSIENT STATES

Summary

It has been proved in this paper that a partial non-linear diffe-
rential equation can be reduced to the variation problem. A non-linear
boundary value problem can be reduced with the application of = ‘the va-
riation technique based on the Kantorovich method, to a set of ordinary

differential equations,
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The accuracy of the methoed in question is estimated herein by com-
paring solutions to problems solved with +the application of the varia-
tlon method, and of the other method as well,

The method for the construction of trial functions has also been
presented herein. Three examples have been quoted in order to explain
the above method

Rekopis dostarczono w sierpniu 1974 »,



