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PODSTAWY PRZEWODZENIA CIEPŁA 

W OŚRODKACH ANIZOTROPOWYCH 

W pracy przedstawiono matematyczne i f izyczne podstawy 
przewodzenia c iepła w ośrodkach anizotropowych; między innymi 
omówiono prawo Fouriera, zagadnienia związane z symetrią ten-
sora przewodności c i ep lne j , wzajemnymi geometrycznymi relacja-
mi między kierunkami wektora strumienia cieplnego i gradien-
tu temperatury, a także termicznym oporem kontaktowym w cia-
łach anizotropowych. Przedstawiono różniczkowe równanie prze-
wodzenia c iepła łączn ie z odpowiednią transformacją osi współ-
rzędnych umożliwiającą sprowadzenie problemów anizotropowych 
do izotropowych. Podano również k ró tk i przegląd metod doświad-
czalnych używanych do określenia składowych tensora przewod-
ności c ieplnej oraz metod analitycznych i numerycznych stoso-
wanych dla znalezienia rozwiązań problemów anizotropowego 
przewodzenia c i ep ł a . 

1. ZJAWISKO ANIZOTROPII PRZEWODZENIA CIEPŁA 

Zjawiska anizotropowe właściwości fizycznych występują 

bardzo ozęsto w przyrodzie i technice. Przez a n i z o -

t r o p i ę rozumie s i ę zależność właściwości makroskopowo 

jednorodnego c ia ła od kierunku względem os i współrzędnych 

związanych z danym ciałem. Anizotropia obejmuje szereg rodza-

jów zjawisk mechanicznych, cieplnych, magnetycznych, elektry-

cznych i świetlnych. Do właściwości cieplnych wykazujących 



Charakter anizotropowy należą zjawiska rozszerzalności i prze-

wodności c iep lne j . 

Anizotropię przewodności c ieplnej zaobserwowano począt-

kowo w takich ciałach jak k r y s z t a ł y [ 4 ] , [ ϊ] , 
[26], [40], [41], [42]. Z powodu zwiększonego zainteresowa-

nia techniki właściwościami kryształów, oadania an izo t rop i i 

przewodności c ieplnej nierozerwalnie związane były z postępem 

w badaniach tego rodzaju c i a ł , a głównie z możliwościami tech-

nologicznymi uzyskiwania dostatecznie dużych monokryształów. 

Mimo, że c i a ł a p o l i k r y s t a l i c z n e 

wykazują właściwości izotropowe, specjalna obróbka mechanicz-

na (dla metal i - walcowanie, przeciąganie i c iągnienie) powo-

duje wytwarzanie s ię tzw. tekstury spowodowanej uporządkowa-

niem ziaren krystal icznych. Ciała tego typu tworzą drugą gru-

pę ośrodków wykazujących pewną anizotropię właściwości cie-

plnych. Do t rzec ie j grupy należą różnego rodzaju drewna posia-

dające odmienne wartości właściwości cieplnych w kierunku 

prostopadłym i równoległym do włókien. 

Do innych materiałów anizotropowych zal iczyć można mate-

r ia ły pochodzenia organicznego, np. s k a ł y o s a d o -

w e (różnego rodzaju łupki) [ 5 ] , [V]. Niekiedy pewne elemen-

ty urządzeń, wskutek Łeh specjalnej konstrukcj i , nabierają 

cech c i a ł anizotropowych, np. rdzenie transformatorowe Γ12] , 
[21]. 

Rozwój techniki w zakresie niskich i wysokich temperatur 

oraz wysokich c iśn ień , przyczynił s ię do zwiększenia użycia 

specjalnych warstwowych i z o l a c j i , materiałów konstrukcyjnych 

laminowanych oraz wzmacnianych włóknami tzw. к o m ρ o -

z y ^ t ó w [ 2 ] , [ 3 ] , [ 1 4 ] , [ 1 8 ] , [ 2 2 ] , [ 2 3 ] , [ 2 4 ] , [ 2 7 ] , 
[35]. 

Zaobserwowane stosunkowo niedawno zjawisko uporządkowania 

w faz ie G iek łe j , w pewnych granicach temperatur, dla niektó-

rych substancji ( c i e k ł e - k r y s z t a ł y wykazuje 

charakter anizotropowy. Ciekłe kryształy znajdują szerokie 

zastosowanie w technice e lektron iczne j , pomiarowej oraz po-

wszechnie występują w żywych tkankach [7]. 

Właściwości fizyczne c i a ł , związane nierozerwalnie z ich 

wewnętrzną strukturą, wyraźnie są czułe na wszelkiego rodzaju 



odkształcenia tyoh s t ruk tur . Odkształcenia te niejednokrotnie 

powodują powstanie an i zo t rop i i właściwośoi fizycznyóh tych 

subs tanc j i . Zjawisko an i zo t rop i i przewodzenia c iepła zaobser-

wowano więc, również, przy odkształceniach pewnyoh o i a ł sta-

łych oraz w c i e c z a c h p o d d a n y c h o i ą g -

ł e j d e f o r m а с j i [5], [25]. 

2. PODSTAWY TEORETYCZNE PRZEWODZENIA CIEPŁA 
W CIAŁACH ANIZOTROPOWYCH 

2.1. PRAWO FOURIĚRA PRZEWODZENIA CIEPŁA W CIAŁACH 
ANIZOTROPOWYCH 

Analogicznie jak dla c i a ł izotropowych prawo przewodze-

nia ciepła dla c i a ł anizotropowych można zapisać w.postaci 

[2], [8], [16], [21], [27], [40] 

q = - λ gråd Τ , ( 1 ) 

gdzie: 

q - wektor strumienie cieplnego, 

Τ - temperatura, 

К - tensor przewodności c i ep lne j , 

lub inaczej we współrzędnych kartezjańskich: 

= f x + fy + λχζ J z ' 

я 9T ^ - 8T ^ . 0Ť /.M 
~b = Ayx H " + АУУ W + V T i ' ( 1 ' 

, эт . j, ет , » 0τ 
" q z - \ x H + zy. I f + Λ ζ ζ Ш · 

Prawo to przedstawia podstawowe założenie o l i n i owe j za-

leżności każdej ze składowych strumienia ciepłego q w dowol-



nym punkcie rozpatrywanego ośrodka anizotropowego od składo-

wych gradientu temperatury w tym punkcie. 

Może być ono uzasadnione przez rozwinięcie w uogólniony 

szereg Taylora, w dowolnym układzie współrzędnych kartezjan-

skich lub krzywoliniowych, funkc j i wektorowej strumienia cie-

plnego w zależności od gradientu temperatury, a następnie 

ograniezeül|e rózwažaú ty lko do pierwszych dwóch członów roz-

winięcia (dodatek 1) . 

Z równania tego wynika również wniosek, że na ogół wekto-

ry strumienia cieplnego i gradientu temperatury n ie pokrywają 

s i ę . Wektor q odchyla .s ię zwykle w kierunku większej prze-

wodności c iep lne j c i a ł a . Fakt ten powoduje zatem wystąpienie 

w cia łach anizotropowych strumienia cieplnego, zarriwno pros-

topadłego, jak i równoległego do i s t n i e j ą ce j różnicy tempe-

ra tur . 

W wielu zagadnieniach obliczeniowych wygodniej jes t ope-

rować poj ęoiem oporu cieplnego. Wtedy prawo przewodzenia cie-

pła może być wyrażone jako 

grad Τ = - R q, . (2) 

gdzie 

Ř - jes t t e n s o r e m o p o r n o ś c i c i e -

p l n e j [θ], [26], |40] 

lub we współrzędnych kartez jáásk ich: 

ЭТ 
' Ι Έ " хжхЧ * гхуЧу + Γ χζ^ζ ' 

- I f " 3 r yx q * + ryyqy + W (2 ' ) 

0T 
- Ti" - Γ ζ ^ χ + r z y q y + *żz%· 

Hależy zwrócić uwagę na zjawisko sprzężenia między gra-

dientem teÉperatury w danym kierunku, a strumieniami cieplny-

mi w pozostałych kierunkach. Zjawisko to nie występuje w cia-

łach izotropowych. 



2.2. TENSOR PRZEWODNOŚCI CIEPLNEJ 

2.2.1. POSTAĆ TENSORA PRZEWODNOŚCI CIEPLNEJ DLA KRYSZTAŁÓW 
I CIAŁ NIEKRYSTAUCZNYCH 

Tensor przewodności c ieplnej Я występujący w równaniu 

(1) jes t tensorem drugiego rzędu. Składowe jego nazywane są 

składowymi przewodności c iep lne j Л 

Zmiana znaku gradientu temperatury w równaniu (1 ) , powo-

duje zmianę znaku strumienia cieplnego co oznacza, że 

przewodnośó cieplna c i a ł a w przeoiwnyoh kierunkach jes t taka 

sama. Zależność t a , słuszna dla c i a ł riiekrystalicznych w przy-

padku kryształów, prawdziwa jest" dla 21 spośród 32 klas krysz-

tałów posiadających środek symetr i i . Dla pozostałych jedenastUj 

klas krystalograficznych postać związku (1) uważana jest za 

poprawną, ponieważ wykonane eksperymenty potwierdzi ły nieza-

leżność tensora przewodności c iep lne j od kierunku przepływu 1 

c iep ł a · 

Symetria struktury materiału wywiera istotny wpływ na 

postać tensora Л powodująo pewne jego uproszczenie w przy-

padku odpowiedniego wyboru osi układu współrzędnych w stosun-

ku do osi krystalograficznych kryształu lub osi charakterys-

tycznych struktury mater ia łu [40]. 

Dla k r y s z t a ł ó w niezależność postaci tensora 

od kierunku przepływu ciepła równoważna jes t z wprowadzeniem 

środka symetr i i , co powoduje redukoję 32 k las symetr i i krysz-

tałów do jedenastu. 

Dalszą redukcję i l o ś c i k l as , które muszą być rozważane, 

powoduje ograniczenie wprowadzone na tensor przewodności cie-

plnej % przez wszystkie klasy symetr i i , posiadające osie sy-

metr i i rzędu wyższego n i ż rząd tensora. W ten sposób rozpa-

trywane 11 klas może być zastąpione 5 klasami. 

Dla poszczególnych układów krysta lograf icznych, przy od-

powiednim wyborze kierunków osi układu współrzędnych w stosun-

ku do głównych osi krystalograficznych uwzględniających wy-

stępowanie elementów symetri i w odpowiednich układach, postać 

tensora Я podano w tab l icy 1 [θ], [2б], [2?], [4 l] . 



Tablica 

Postacie tensora przewodności c ieplnej w różnych 

układach krystalograficznych 

Układ 
krystalograficzny 

i elementy sy-
met r i i 

t r ó j skośny, 

środek 

symetri i - ΐ 

jednoskośny, 

oś dwukrotna 2 

II do osi z , 

płaszczyzna sy-

metr i i 1 do 

osi z 

Postać komórki elementarnej 

a φ b Φ с , |1 Φ γ Φ 90е 

a jí Ъ φ c ,ot= β = W , JT/Ě901 

Postać = 
tensora Я 

λ11 Я12 λ13 

я21 λ22 л23 

λ31 Я32 λ33 

Л 1 1 Я 12 ° 
λ 2 1 λ 2 2 0 

Λ. 
зз 

oirtorombowy, 

dwie osie 2 

II do osi у i z , 

płaszczyzna sy-

metr i i 1 do 

osi z φ b £ c,<x= jß = <S = 90° 

0 
11 

о я 

с 

о 

22 0 

О я. 
33 

|tetragonalßy , 

oś czterokrotna 

symetri i - 4 

II do osi z 

Ш 
= o / b , л = β = γ = 90е 

*11 
λ12 

0 

Я11 
0 

0 
r\ и л. 

33 



cd. tab l icy 

Układ 
krystalograficzny 

i elementy sy-
metr i i 

trygonalny, 

oś trzykrotna 

symetri i - 3 

II do osi z 

Postać komórki elementarnej 

a = b = c CL = ß= f φ 90е 

Postać _ 
tensora A 

Я 12 0 

-1*12 Л 1 0 

о о л 
33 

heksagonalny, 

oś sześciokrot-

na symetri i - б 

II do osi z 

/ / 

i a 

A 

a s 'c jí b , <x = fl-= 90°, (i=120c 

N i Λ 12 0 

+12 *11 ° 

о о я. 
'33 

regularny, 

cztery osie 3 

i trzy osie 2 

wzajemnie 1 ш 
^1 

0 0 

0 λ11 0 

0 0 % 
11. 

a = b = с , ot= / 3=3 "= 90 

Dla m a t e r i a ł ó w a n i z o t . r o p o w y c h 

n i e k r y s t a l i c z n y c h , przy odpowiednim doborze 

osi układu równolegle do osi głównych»struktury, postać tenso-

ra przewodności c iep lne j ma zwykle t ę samą postać jak dla kry-

ształów układu ortorombowego, c z y l i : 



0 0 

0 λ 2 2 0 (3) 

О «0 л 3 3 

Przy tym często Я ^ = λ 2 2 dla o i a ł o dwóch charakterystycz-

nych osiach» C ia ł a , których tensor wyraża s ię w postaci (3) , 

a płaszczyzny ograniczające c i a ło są prostopadłe do osi cha-

rakterystycznych struktury nazywane są c i a ł a m i o r -

t o t r o p o w y m i . 

Dla c i a ł k o m p o z y t o w y c h laminowanych luh 

wzmacnianych włóknami i s t n i e j e wiele metod obl iczania w sposób 

mniej lub bardz ie j dokładny składowych Я 2 2 , tensora 

przewodności c iep lne j przy znajomości struktury mater ia łu , 

przewodności cieplnych oraz udziałów objętościowych poszcze-

gólnych jego składników [3], [14], [22], [35]. 

Dla c i e с z у poddanych ciągłemu odkształceniu przy 

ich przepływie tensor przewodności c ieplnej ma postać [25] 

Ä « Ä 0 7 - P j d , (4) 

gdzie: 

- przewodność cieplna dla cieczy nieodkształconej , 

izotropowej, 
as 
1 - tensor jednostkowy, 

. ßj - sta ły współczynnik zależny od struktury ruchu cie-

_ czy, 

ď - tensor prędkości deformacji . 

Tensor prędkości deformacji ma następującą postać 

gdzie: 

V , V.., V„ - składowe wektora prędkości płynu, 
χ у z 



S k ł a d o w e t e n s o r a Я dają s i ę łatwo wy-

raz ić w nowym układzie współrzędnych prostokątnych o cosinu-

sach kierunkowych C!^ względem starego układu współrzędnych 

prostokątnych jako 

A'ik = C i rCks^rs · (5) 

To samo prawo transformacj i stosuje s ię do tensora opor-

nośoi c ieplnej [в], [2б] , [27], [4θ]. 

2.2.2. ZAGADNIENIE SYMETRYCZNOŚCI TENSORA λ 

W wielu gałęziach f i z yk i kryształów, gdzie pojawia s i ę 

prawo (1) składowe Λ ^ są symetryczne 

* i j = A j i * 
(6) 

Z powyższego związku wynika, że j e ż e l i pod wpływem okreś-

lonego gradientu temperatury, np. w kierunku osi Οχ^, pewna 

i l ość ciepła przepłynie w kierunku osi 0x2 , to pod wpływem 

tego samego gradientu temperatury w ki'erunku 0x2 powinien 

wystąpić przepływ dokładnie te j samej i l o ś c i c iepła w kierun-

ku 0x^. 

Niespełnienie związku symetryczności (6) pociąga za sobą 

pewne konsekwencje. Między innymi wywołuje zjawisko spiralnego 

przepływu ciepła [θ], [4θ]. 

W celu wykazania możliwości występowania części rotacyjnej 

strumienia cieplnego, należy rozłożyć tensor na składową syme-

tryczną i antysymetryczną 

л 11 *12 λ13 λ13 • 0 λ Ϊ 2 μ λ 1 3 

%2Л Я22 я 2 3 
а- Я12 

α 8 

22 λ23 
+ -ÍA°2 0 А"з > (7) 

S i 
λ32 я з з Я13 λ23 я| 3 

Ч э -я|3 о ', 



Część symetryczną tensora przez odpowiedni obrót osi współ-

rzędnych można sprowadzić do postaci 

A 1 
0 0 

0 Λ 2 0 (8) 

0 0 A 3 

Osie po takim obrdcie na żywaje s i ę o s i a m i g ł ó w -

Ü У m i с z ę ś с i s у m e t r y c z n e j t e n s o r a ι, a składowe Λ 1 · 
A 2 , A^ odpowiednio s k ł a d o w y -

m i g ł ó w n y m i p r z e w o d n o ś c i c i e p l 

n e j w kierunkach osi głównych ξ , η , ζ . 
Wyznaczenie osi głównych części symetrycznej tensora Λ 

oraz jego składowych sprowadza s i ę do znalezienia wartości 

własnych części symetrycznej tensora λ , c zy l i rozwiązania 

równania 

([*«] -k E)s> °· (9) 

gdzie: 

№ L i j 
części symetrycznej ten-- macierz składowych 

sora Λ , 

- s t a ł a , 

- macierz jednostkowa, 

- wektor równoległy do osi głównych części syme-

trycznej tensora. 

Powyższe równanie wektorowe, równoważne układowi równań 

liniowych jednorodnych, można rozwiązać wyznaczając trzy war-

tośc i k.|, k 2 , k-j odpowiednio równe A ^ A ^ A ^ oraz okreś l ić 

składowe wektora a [21] ,· [27]. 

Położenie głównych osi przewodności c ieplnej w stosunku do 

osi krystalograficznych kryształu lub osi charakterystycznych 

к 

Б 

а 



Tablica 2 

Położenie elipsoidy przewodności oieplnej 

' względem osi krystalograficznych dla różnych 

układów symetri i kryształów 

układ trójskośny układ jednoskośny 

układ ortorombowy 

4*3* 

układ te tra- , try- lub 
heksagonalny 

układ regularny x ^ x g » ^ ~ o s i e krystalo-

graficzne 

ξ ł i?» ^ - osie główne ten-

sora przewodności c ieplnej 



struktury n iekrys tá l i c znej materiału anizotropowego dla posz-

czególnych układów podano w tab l icy 2. 

Po sprowadzeniu os i układu współrzędnych do osi głównych 

części symetrycznej tensora rozkład Я będzie wyrażony nastę-

pująco 

Λ12 λ13 

a 2 1 a 2 2 Ä23 

λ31 λ32 λ33 

Α1 Ο 0 

Ο Λ2 ο 

*a Aa 
12 -Λ13 

" ^ 2 0 

Λ3 Α3 

13 23 

Λ 
23 

( 1 0 ) 

Podobnie strumień cieplny można rozłożyć na strumień cie-

plny związany odpowiednio z symetryczną q s i ántysymetrycz-

ną ξ 0 częścią tensora Я . Dla ośrodków anizotropowych jed-

norodnych w układzie osi głównych przy skierowaniu grad Τ 

wzdłuż jednej z nich i zmienności funkcyjnej gradientu jedynie 

w zależności od współrzędnej związanej z t ą osią 

rot q = rot qa Φ- 0, (11) 

zatem część antysymetryczna tensora spowoduje w tym przypadku 

pojawienie s i ę wirowego' strumienia ciepła (przepływ ciepła w 

płaskie j anizotropowej płycie ze źródła punktowego). Ciepło 

płynie wtedy wzdłuż l i n i i spiralnych. W celu wykrycia sp i ra l-

nego przepływu c iepła podejmowano wiele badań eksperymental-

nych. Wszystkie zakończyły s ię niepowodzeniem (Soret 1893, 

1894, Voigt 1902). Zgodnie z wynikami doświadczeń część anty-

symetryczna tensora,, j e ś l i i s t n i e j e , j es t niezwykle mała i 

przepływ ciepła, ze źródła punktowego można uznać za zachodzący 

wzdłuż l i n i i prostych [θ], [26] , [40] . 

Stosunkowo niedawno symetryczność tensora Я uzależniono 

od ogóln ie jszej zasady Onsagera [16], dotyczącej mikroskopowej 

odwracalności zjawisk w termodynamice procesów nieodwracalnych, 

W roku 1945 Casmir zwrócił uwagę na pewne trudności w sto-

sowaniu zasady Onsagera; do równań typu (1) oraz na f ak t , ż e w 

doświadczeniu mierzy s ie właściwie dywergencję wektora q. 

Wynika stąd, że aby dodanie antysymetrycznego tensora do ayme-



tryoznej części tensora Я zgodnie z (6) nie było obserwowalne 

zamiast 

Ч ) - Я п = 0 ( 1 2 ) 

wystarczy by zachodziła zależność 

' V " V - О. (12M 
* 

składowe. A ^ są t u t a j funkcjami położenia. Przy przejściu 

z próżn i , gdzie przyjmuje s i ę , że tensor Я jes t symetryczny 

i równy tożsamościowo zeru (nie można stwierdzić przepływu 

ciepła w próżn i ) , do kryształu musi być spełniona zależność 

( 12 ' ) , a zatem i wewnątrz kryształu tensor ten powinien być 

symetryczny. 

W 1955 roku Crandall wykazał, że dla pewnego rodzaju c i a ł 

można dowieść symetrycznoścl tensora { l i } · 

2.2.3. ZAT P.Ż.N<W MIEDZY SKŁADOWYMI TENSORA OPORNOŚCI CIEPLNEJ 

A SKŁADÓW M I TENSORA FRZEWODNOSTT CIEPLNEJ [8], [40], [41] 

'Macierz składowych tensora oporności c iep lne j jest macierzą 

odwrotną względem macierzy Ja^^J , co wynika z postaci związ-

ków (1) i (2 ) , a współczynniki r ^ t e j macierzy wyrażają s ię 

przez współczynniki macierzy j j ^ j j j jako 

(-D i+3 AAi3 

r i j = |det [A i ; j] · 1 3 

gdzieś 

' i l ! l l Q o r u d e r z y [ ^ i j ] odpowiadający j e j elemento-

wi A 1 J t ' 

det jA^ j j - wyznacznik macierzy. 

Podobnie współczynniki macierzy Г Л ^ można wyrazić 

przez współczynniki macierzy oporności c iep lne j [ r t j ] j a k o 

( - D ^ A r , , , 
A,, - У - , :ч) 

id det p Ł J ] 



gdzie: 

Δ γ ^ - minor macierzy рг^^П odpowiadający j e j elemento-

Wi r L y 

det [ i ^ j j - wyznacznik macierzy. 

Współczynniki Л.^ stosowane są w zagadnieniach, w których 

dany jest kierunek gradientu temperatury, a r ^ , gdy okreś-

lony jest kierunek strumienia cieplnego. 

Dla układu osi głównych tensora 

1 1 1 
А 1 = 1 ц " ' л 2 51 Ř ^ · A 3 = . (15) 

2.3 KIERUNKI WEKTORÓW GRADIENTU TEMPERATURY 

I STRUMIENIA CIEPLNEGO W CIAŁACH ANIZOTROPOWYCH 

Składowe tensora przewodności c ieplnej Л^^ dają s i ę wy-

raz ić przez transformację (5) w nowym układzie osi współrzęd-

nych, a więc zachowują s i ę jak współczynniki pewnej formy dwu-

l in iowej 

E W « - 1· (16) 

Funkcja ta przedstawia powierzchnię zwaną k w a d r y -

k ą t e n s o r a Л . Osie symetri i t e j powierzchni są 

osiami głównymi tensora symetrycznego Я . 

W układzie osi głównych kwadryka tensora ma postać 

A ^ 2 +A 2 7 2 +Λ 3 ζ 2 = 1 (17) 

i ponieważ eksperymentalnie wyznaczone współczynniki A ^ są 

dodatnie, przedstawia powierzchnię e l ipso idy . 

Długości osi symetri i t e j e l ipso idy , zwanej e l i p -

s o i d ą p r z e w o d n o ś c i c i e p l n e j , wy-

noszą odpowiednio A ~ 1 / 2 , A ~ r / 2 . 

Położenie el ipsoidy przewodności c ieplnej względem osi 

krystalograficznych lub osi charakterystycznych materiału ani-



sotropowego przedstawione jest w tab l icy 2 dla poszczególnych 

układów symetr i i . 

Długość dowolnego promienia el ipsoidy łączącego początek 

osi układu współrzędnych z punktem na j e j powierzchni jes t co. 

do wartości równa odwrotności z pierwiastka kwadratowego skła-

dowej przewodności c ieplnej tensora w tym kierunku. 

Podobnie jak dla tensora Я można utworzyć powierzchnię 

charakterystyczną dla tensora Ř. J es t . t o el ipsoida zwana 

e l i p s o i d ą o p o r n o ś c i c i e p l n e j . 

Równanie t e j el ipsoidy ma w układzie osi głównych postać 

R ^ 2 + R2i?
2 + R3$2 = 1. (18) 

Długości j e j osi symetri i są odwrotnie proporcjonalne do 

długości osi el ipsoidy przewodności c iep lne j , co wynika z za-

leżności (15). 

Długość dowolnego promienia wodzącego el ipsoidy oporności 

c iep lne j łączącej początek układu współrzędnych z punktem na 

j e j powierzchni j e s t , co do wartości , równa odwrotności z . 

pierwiastka kwadratowego oporności c ieplnej w tym kierunku. 

Osie symetri i el ipsoidy przewodności c ieplnej pokrywają s i ę 

z osiami symetri i el ipsoidy oporności c i ep lne j . 

W c ia łach izotropowych powierzchnie izotermioznę (w przy-

pa'dku wypływu ciepła ze źródła punktowego w ośrodku nieskoń-

czonym) mają postać powierzchni k u l i , w c ia łach anizotropowych 

tego typu są one el ipsoidami o postaci 

2 2 2 

" Ä 7 ' + ^ + Ä 3 = c o n s t V ( 1 9 ) 

Wiele geometrycznych własności wektora strumienia cieplne-

go oraz gradientu temperatury wynika z rozważań el ipsoidy ty-

pu (19) J [8], [40]. 

Między innymi wartość przewodności c ieplnej w kierunku 

gradientu temperatury (grad T) wynosi 

V a d Τ - оС?Л1 + 0 ^ 2 + о Ф з » (20) 



gdzie 

- oznaczają cosinusy kierunkowe wektora grad Τ wzglę-

dem głównych osi el ipsoidy przewodności c i ep lne j . 

Podobnie wartość przewodności c ieplnej w kierunku strumie-

nia cieplnego jes t określona jako [θ] 

MmĄ + Ą+A 
A 1 Λ , A i 

(21) 

Położenie wzajemne wektorów q i - grad Τ względem izo-

term przedstawia rys. 1. 

Rys. 1 

Z własności e l ipso id (17) i (18) wynika, że j e ś l i kierunek 

grad Τ w punkcie (x.j, Xg, x^) jest znany, to kierunek wektora 

q w tym punkcie jes t prostopadły do płaszczyzny stycznej do 

el ipsoidy przewodności c iep lne j . Podobnie, j e ś l i kierunek wek-

tora q w punkcie (x^, x 2 , x^) jest znany, to kierunek gra-

dientu temperatury grad Τ w tym punkcie jes t prostopadły 

do płaszczyzny stycznej do elipsoidy oporności c iep lne j ΓθΊ, 
[41]. 



2.4. RÓWNANIE FOURIERA PRZEWODZENIA CIEPŁA 

W CIAŁACH ANIZOTROPOWYCH 

Dla c i a ł anizotropowych, zgodnie z analogią c i a ł izotropo-

wych, napisać można równanie Fouriera przewodzenia ciepła jako 

Μ . Μ , Μ , M J , [27]. 

div (Λ grad Τ) + Q = ξ с Щ- , (22) 

gdzie: 

Q - gęstość źródeł c i ep ł a , 

ę - gęstość c i a ł a anizotropowego, 

с - c iepło właściwe c ia ła anizotropowego, 

t - czas. 

W a r u n e k p o c z ą t k o w y , związany z równa-

niem (22), ma postać 

t = 0 , T(x, 0) = F(S), (23) 

gdzie 

χ - oznacza (x^, Xg, x-j), 

natomiast w a r u n k i b r z e g o w e na powierzchni S 

ograniczającej c i a ł o dla t ^ 0 określone są następująco 

Ź q x + oł(T - T«,) = - Q, (24) 
ÍH X i x i ' 

gdzieś 

η , - składowe wektora normalnego do powierzchni S, 

α - współczynnik przejmowania c iep ła . 

Zależnie od wyboru współczynników i α otrzymuje s ię 

odpowiednio warunki brzegowe typu D i r i ch le t a , Neumanna lub mie· 

szane. 

Równanie (22) nie ma postaci kanonicznej i w związku z tym 

występują duże trudności ze znalezieniem jego rozwiązania. 

Dla współrzędnych kartezjańskich, przy założeniu jedno-

rodności ośrodka anizotropowego i n iezależności tensora Я 

od temperatury, postać tego równania jes t następująca 



*11 · 0 • "22 2*12 2*13 + 
Эх ву ^ Эг 12 Эх 9у 13 эх Эг 

. л,, 92Т „ 0Т 
23 эТэГ = ( 2 5 ) 

Po sprowadzeniu równania (25) do postaci kanonicznej 

л A Э2Т 9T 
1 3ξ2 + Λ 2

 9ł?
2 + Λ3 f t " . (26) 

i zastosowaniu prostej reguły transformacyjnej można zreduko-

wać zagadnienia związane z ciałem anizotropowym do odpowied-

nich problemów dla c ia ła izotropowego ((wyprowadzenie t e j regu-

ły dla kartezjańskiego układu współrzędnych podano w dodat-

ku 2) . 

Transformacja ta jes t następującym przekształceniem l i n i o -
wym [8], [10J , [26]: 

Ч A 2 A 3 ) - 1 / 6 ( A , ) 1 / 2 x r , 

• j A g A j ) - 1 / 6 ( A 2 ) 1 / 2 X2> 

ч A 2 A 3 ) ' - 1 / 6 
( A 3 ) 1 / 2 x 3 . 

(27) 

Powyższą transformację można wyobrazić sobie jako jednorod-
ne odkształcenie, przy którym objętość elementu c ia ła anizotro-

powego pozostaje s t a ł a , bowiem 

d x i d x 2 d x 3 = d f dr? d$> (28) 

a zatem i l o ś ć ciepła Q wydzielającego s i ę w jednostce czasu 

na jednostkę objętości pozostaje niezmieniona. Po.zastosowaniu 

przedstawionego przekształcenia, równanie (26) przybiera formę 

następującą 



(29) 

czy l i postać równania dla. c i a ł a izotropowego o przewodności 

c iep lne j 

Znając rozwiązanie równania dla c ia ła izotropowego tworzy 

s ię jego obraz łącznie ze źródłami c iep ła , warunkami brzegowy-

mi, izotermami oraz l i n i am i przepływu o iep ła , następnie znie-

kszta łca jąc ten obraz, zgodnie z transformacją (27), otrzymuje 

s i ę obraz źródeł , warunków brzegowych, izoterm i l i n i i prze-

pływu c iep ła , który będzie odpowiadał rozwiązaniu zagadnienia 

dla ośrodka anizotropowego o wartościach głównych przewodności 

cieplnych Α ^ Α ^ , Λ ^ . Podczas t ak ie j transformacj i źródła 

c iepła zachowują swoją wydajność, a poszczególnym izotermom 

odpowiadają poprzednio określone temperatury. Składowe wektora 

strumienia cieplnego q transformują s i ę podobnie jak współ-

rzędne 

natomiast nie występuje taka transformacja wektora gradientu 

temperatury, który w obu przypadkach jes t prostopadły do izo-

term. 

Przedstawiona transformacja posiada jednak pewne wady. Za-

stosowana wspólnie z obrotem układu współrzędnych powoduje de-

formację granic rozpatrywanego obszaru i zwykle znacznie kom-

p l i ku je warunki brzegowe. W związku z tym stosowana jes t ty lko 

w przypadku, gdy obszar anizotropowy jes t nieskończony, lub 

gdy rozpatrywane c i a ł o ograniczone jest płaszczyznami prosto-

padłymi do głównych osi przewodności c i ep lne j . Zatem transfor-

macja (27) znajduje praktyczne z a s t o s o w a n i e 

ty lko dla p i a ł o c h a r a k t e r z e o r t o t r o -

p o w у m [8], [26]. 

Κ = (Λ, A . A , ) 1 / 3 

V 3 3 (30) 

(31) 



2.5. TERMICZNY OPÓR KONTAKTOWY DLA CIAŁ ANIZOTROPOWYCH 

Termiczny opór kontaktowy (TOK) w przypadku c i a ł anizo-

tropowych został opracowany jedynie dla c i a ł ortotropowych 

[зв] , t zn . dla c i a ł , których główne osie przewodności c ieplnej 

/ ρ - s / z О · » β О / / 

/ ηΐΤ,) / / 

Rys.2 

4 M 

S 10 20 50 400 200 500 

Rys.3 

pokrywają s i ę z osiami 

struktury przy A^ =Ag» 

odpowiednio dla powierz-

chni kontaktu dwóch c i a ł 

prostopadłej do osi OJ 

i równoległej do n i e j 

(rys.2 [38] Ь 

Przyjęto przy tym 

następujące za łożenia: 

a) transport energi i 

w kontinuum (kwantowe 

i atomowe efekty są po-

mi j a lne ) , 

ΐ>; rzeczywiste miej-

sca kontaktu, dwóch c i a ł 

są pod względem ciepl-

nym dobrze sprzężone, 



c) miejsoa kontaktu dwóch o l a ł mają ksz ta ł t kół i są izo-

lowane (odległości między miejscami kontaktu duże w porównaniu 

z ich średnicą) . 

Anal izę wpływu an i zo t rop i i na TOK przeprowadzono w opar-

ciu o transformację (27) przy uwzględnieniu wyników otrzymanych 

dla c i a ł izotropowych. Stwierdzono, że oprócz ozynników uwzglę-

dnua<iych dla c i a ł izotropowych (chropo*dtość powierzchni, twar-

dość powierzchni mater ia łu , obciążenie) na TOK wpływa poło-

żenie głównych os i przewodności c iep lne j 0§ , Oij, Οξ wzglę-

dem powierzchni kontaktu oraz stosunek wartości przewodności 

cieplnych. 

Na rys.3 [38l została przedstawiona zależność współczynni-

ka fcorekoji C, przez który należy pomnożyć TOK występując* 

na styku c i a ł izotropowych w celu lotrzymania wartości TOK 

dla styku c i a ł anizotropowych o takich samych wartościach 

przewodności cieplnych w kierunku prostopadłym do powierzchni 

kontaktu. 

Dla potwierdzenia doświadczalnego opisanego zjawiska brak 

w l i t e ra tu r ze dowodów. 

3. METODY DOŚWIADCZALNE OKREŚLANIA SKŁADOWYCH 
TENSORA PRZEWODNOŚCI CIEPLNEJ 

; 3.1. LICZBA KONIECZNYCH POMIARÓW DLA j,POSZCZEGÓLNYCH 
UKŁADÓW KRYSTALOGRAFICZNYCH [40] 

J e ś l i w doświadczeniu można dokonać pomiaru pojedynczej 

skjładowej tensora Я , to i l o ść wymaganych pomiarów, 

przy założeniu symetryczności tensora wynosi odpowiednio: 

dla układu: trójskośnego - 6, 

jednoskośnego - 4,4 

ortorombowego - 3, 

trygonalnego - 2, 

tetragonalnego - 2, 

heksagonalnego - 2, 

regularnego - 1. 



W przypadka kryształów układu ortorombowego, te t ra- , try-, 

heksagonalnego oiaz regularnego, a także dla innych nlekrysta-

lioznyoh c i a ł anizotropowyoh osie główne el ipsoidy przewodności 

o ieplnej pokrywają s i ę z o s i a m i к г у s t a 1' o r-

g r a f i c ζ η у m i lub c h a r a к t e r y s t y с z -

η у m i o s i a m i s t r u к t u г у } wówczas', w celu 

uproszczenia doświadozenia dobiera s i ę próbki o płaszczyznach 

przekroju odpowiednio prostopadłych do głównych osi przewod-

ności c i ep l ne j , Z wykonaniem odnowiědnich próbek nie ma więc 

speojalnyoh trudności . 

Dla kryształów układu jednoskośnego płaszczyznę przekroju 

wykonuje s i ę prostopadle do dwukrotnej osi symetri i lub równo-

leg le do płaszczyzny symetri i kryształu (jedna oś główna ten-

sora jes t równoległa do os i symetr i i , lub prostopadła do pła-

szczyzny symetr i i ) . Pozostałe przekroje dokonuje s ię w sposób 

dowolny prostopadle do poprzedniego przekroju . 

Dla kryształów układu trójskośnego wybór położenia prze-

kroju próbki jest dowolny. 

3.2. NIEKTÓRE METODY POMIARU SKŁADOWYCH TENSORA A 

Do eksperymentalnego wyznaczenia składowych tensora prze-

wodności c ieplnej stosowane są głównie tradycyjne metody sta-

cjonarne pomiaru Я dla c i a ł izotropowych. Różnioę stanowi je-

dynie l i czba pomiarów potrzebnych do znalezienia składowych 

tensora, konieczność zapewnienia minimalnych s trat oraz uwzglę-

dnienie zniekształceń pola temperatury na brzegach próbek, 

W doświadczeniach mierzy s ię gradient temperatury oraz war-

tość strumienia cieplnego. Źródło c iepła stanowi zwykle grzej-

nik elektryczny. W celu oceny strat bocznych dokonuje s i ę po-

miaru i l o ś c i c iep ła , które przepłynęło do chłodnicy albo przez 

pomiar wzrostu temperatury znanej ob ję tośc i cieczy lub przez 

i l o ść pary wytworzonej przy wrzeniu cieczy pód określonym 

ciśnieniem na skutek dopływu c iep ła . W celu zmniejszenia s t ra t 

próbkę umieszcza s ię w komorze próżniowej. Sposób powyższy 

stosowany jes t zwykle dla kryształów m e t a l i oraz dla 



m a t e r i a ł ó w l a m i n o w a n y c h lub w z m a c-

n i a n y c h w ł ó k n a m i [ΐβ] , [22], [4t>3· 

Dla c i a ł n i e m e t a l i c z n y c h dokonuje 

s ię zwykle pomiaru Λ,^ lub r ^ przez pomiar gradientu 

temperatury w dwóch c ia łach: jednym izotropowym o znanej prze-

wodności c iep lne j , drugim anizotropowym. Dąży s ię przy tym do 

zapewnienia dobrego kontaktu cieplnego obu materiałów [40] . 

Wśród metod niestacjonarnych pomiaru A stosowanych do c i a ł 

anizotropowych należy wymienić pomiary przy użyciu lasera tzw. 

" f l ash method" [33]. 

I s t n i e j ą również specjalne metody pomiaru przewodności cie-

plnej dla c i a ł anizotropowych. W wynika zastosowania tych me-

tod otrzymuje s i ę wartości i lorazu przewodności cieplnych 

wzdłuż głównych osi el ipsoidy przewodności c ieplnej A 1 , A g , A ^ . 

Do metod powyższych należą: 

a . M e t o d a d e S e n a r m o n t a [4°]» [4l] 

Płytkę z materiału anizotropowego, wyciętą prostopadle do 

głównych osi przewodności, pokrywa s i ę cienką warstwą wosku 

lub alkoholowanym roztworem kwasu elaidowego. Po zastygnięciu 

wosku lub kwasu na powierzchni próbki w j e j środek wprowadza 

s i ę źródło c iepła (np. przy użyciu sondy metalowej ogrzewanej 

e lektryczn ie) . 

Granica roztopionego wosku lub kwasu elaidowego ma ksz ta ł t 

e l ipsy . Po usunięciu źródła c iepła i zastygnięciu cieozy doko-

nuje s i ę pomiaru osi t e j elipsy otrzymując w wyniku względne 

wartości przewodności w dwóch prostopadłych kierunkach (zgod-

nie ze wzorem (19) główne osie el ipsy są proporcjonalne do 

Л l / 2 i = 1 ,2 ,3 ) . 

b . M e t o d a p ł y t e k b l i ź n i a c z y c h 

И , [41] 

Metoda ta jes t rozwinięciem metody poprzedniej . Przed przy-

stąpieniem do doświadczenia sporządza s i ę płaską p łytkę, któ-

rej dwie ściany są równoległe do płaszczyzny głównych osi e l ip-

soidy przewodności c iep lne j . Płytkę przecina s i ę na dwie równe 

częśc i , równolegle do boku AB, a potem, po obróceniu, łączy 

obie p ł y t k i wzdłuż boku CD ( rys .4 ) . 

Następnie p ł y tk i umieszcza s i ę , po uprzednim pokryciu war-

stwą roztworu kwasu elaidowego, między źródłem c iep ła , a chłód-
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n icą . Dopływ ciepła do elementu grzejnego regulowany jes t 

w ten sposób, aby zastygła warstwa kwasu top i ł a s ię powoli . 

Po dotarciu granicy stopionego obszaru do środka p ł y t k i wyłą-

cza s ię ogrzewanie i pozostawia s ię j ą do ostygnięcia . Topnie-

nie kwasu zachodzi równolegle do izoterm, po zastygnięciu za-

chowany jest ich ksz ta ł t ( rys .4 , [4o]). Ha specjalnym urządze-

niu obrotowym dokonuje s i ę pomiaru kąta w środku p ł y t k i między 

izotermami. ' 

Usytuowanie l i n i i połączenia dwóch części p ł y t k i w stosun-

ku do głównych osi przewodności oznacza s i ę przez kąt θ ' 

Pomiar kąta θ może być wykonany przy użyciu mikroskopu polary-

zacyjnego lub refraktometru całkowitego wewnętrznego odb ic ia . 

Wartość i lorazu Λ^/Αη wyznacza s ię z zależności 

otrzymanej z rozważań geometrycznych (dodatek 3 ) . 

Dokładność z jaką mogą być wyznaczone oba kąty wynosi jeden 

do dwóch stopni ; prowadzi to do kilkuprocentowego błędu przy 

wyznaczaniu wartości stosunku A^ /Ag . 

Wycinając w inny sposób płytkę z tego samego mater ia łu 

można pomierzyć podobnie Л^ /Л^ . 

Przedstawione metody pomiaru składowych tensora przewod-

ności c ieplnej Я pozwalają jedynie na wyznaczenie względnego 

stosunku składowych głównych tensora i muszą być uzupełnione 

przynajmniej jednym pomiarem bezwzględnej wartości A ^ w jed-

nym z kierunków os i głównych. 

t g * . - J (32) 



Powyższe metody opiera ją s ię aa znajomości kierunków po-

łożenia osi głównych elipsoidy przewodności luh możliwości ich 

niezależnego wyznaczenia (pomiar kąta θ ) a zatem stosowanie 

ich ogranicza s i ę do c i a ł anizotropowych niekrystal icznych lub 

krystal icznych układów ortorombowego, heksa-, try-, i tetra-

gonalnego. 

Przykładowe wartości składowych tensora przewodności cie-

plnej wyznaczonych eksperymentalnie dla wybranych ośrodków 

anizotropowych podano W tab l icy 3. 

Tablica 3 

Wartości składowych tensora przewodności cieplolej 

dla wybranych typów ośrodków anizotropowych 

V Typ 
ośrodka 

Nazwa 

Τ 

И 

A 1 

[ж] 

л2 

[ж] 

Аз 

[ж] 

Pozycja 
l i t e r a-
tury 

i.:·,: Ж 

Kryształ 
g r a f i t 

kwarc 

зоз 
зоз 

3551) 

б,,1* 
3551) 

6 ,5 1 ) 

89 

11,3 

[26] 

[11] 

Drewno 
sosna b ia ła 

jod ła 

333 

293 

0,1 

0,14 

0,1 

0,14 

0 ,25 1 ) 

0,35 1 J 

[19] 

[19] 

Skała 
osadowa 

łupek 368 1,51 2 ,30 1 ) 2,30 1 ) [is] 

Ciecze 
poddane 
c i ąg ł e j 
defor-
macji 

smar 
(szybkość de-
formacj i 
ω = 300 s-1) 

293 0,21 ^ 0,15 0,15 [25] 

Kompozyt 

włókna: Hb-Ti 
osnowa:żywica 
epoksydowa 

włókna:szkło 
osnową:żywica 
epoksydowa 
( laminat) 

276 

293 

1,28 

0,42 

1,28 

0 ,57 1 ) 

1б91) 

0,57 1 ) 

[18] 

[22] 

II do warstw, włókien lub kierunku ruchu (dla c ieczy) . 



4. METODY ANALITYCZNE I NUMERYCZNE 
ROZWIĄZYWANIA ZAGADNIEŃ PRZEWODZENIA CIEPŁA 

W OŚRODKACH ANIZOTROPOWYCH 

Rozwiązania anal i tyczne i numeryczne zagadnień przewodze-

nia c iepła w ośrodkach anizotropowych pojawiają s i ę sporadycz-

nie w l i t e r a t u r z e . Przeważająca część opublikowanych rozwiązań 

analitycznych dotyczy przypadku c i a ł ortotropowych, dla których 

równanie Fouriera ma postać kanoniczną (brak pochodnych miesza-

nych w równaniu przewodzenia c i ep ł a ) . Do tych przypadków sto-

suje s i ę często transformację opisaną w § 2, a następnie znaj-

duje s ię znanymi metodami rozwiązanie powracając przez trans-

formację odwrotną do zagadnień dla c i a ł ortotropowych [ίο] , 

[17], [21], - [24], [26]. [27] , [34], [36]. 

W przypadku ośrodków śc i ś le anizotropowych o postaci ten-

sora przewodności c iep lne j charakterystycznej dla struktur 

krystal icznych typu jednoskośnego lub trójskośnego rozwiąza-

n ie równania przewodzenia ciepła jes t t rudn ie jsze z powodu 

niekanonicznej jego postac i . 

Przedstawione w l i t e ra tu r ze rozwiązania obejmują jedynie 

niektóre typy c i a ł anizotropowych, jednorodnych i nieograni-

czonych. Stosowanymi metodami rozwiązywania są metoda z e -

s p o l o n e j lub s i n u s o w e j i с o s i n u -

s o w e j t r a n s f o r m a t y - F o u r i e r a dla 

obszarów nieograniczonych [28], [29] (prowadzi ona do równań 

różniczkowych zwyczajnych o współczynnikach zespolonych) oraz 

metoda sprowadzenia równania różniczkowego cząstkowego przez 

wprowadzenie odpowiednio przekształconego argumentu do równa-

nia różniczkowego zwyczajnego (zagadnienie D i r ich le ta dla 

nieograniczonego, anizotropowego kl ina [12]). 

Wśród metod numerycznych stosowanych do znajdowania roz-

wiązań zagadnień anizotropowego przewodzenia c iepła wymienić 

należy m e t o d ę e l e m e n t u s k o ń c z o n e -

g o [1], [б] , [15], [31], [32], [39]. Przykłady zastosowań 

t e j metody do problemów anizotropowych znaleźć można w pozy-

cjach l i teraturowych [ЗО] , [3 l ] , natomiast pó łana l i tyczną 

metodę elementu skończonego, wykorzystującą specyficzny cha-

rakter o i a ł o geometrii obrotowej, w pozycj i [28]. 



M e t o d a r ó ż n i c s k o ń c z o n y c h dla 

zagadnień anizotropowych stosowana może być bezpośrednio do 

równania różniczkowego Fouriera [20j lub do równania całko-

wego odpowiednio sformułowanego, przy użyciu zmodyfikowanej 

Do innych metod numerycznych zal iczyć ponadto trzeba 

m e t o d ę p r o b a b i l i s t y c z n ą M o n t e 

C a r l o , w której przy rozwiązywaniu zagadnień anizotro-

powych, następuje kierunkowa preferencja ruchu wędrującej 

cząs tk i próbnej zarówno w procedurze stałego jak i zmiennego 

kroku. 

Zastosowanie t e j metody do zagadnienia Dir ich leta podaje 

artykuł [29]. 

W powyższych metodach numerycznych użytkownik często spo-

tyka s i ę z problemami zb ieżnośc i , związanymi zarówno ze spe-

cyf iczną postacią układu równań bilansowych dla ośrodków ani-

zotropowych, jak również z odpowiednią wielkością wymiarów 

elementów s i a t k i , l i c zbą elementów oraz ograniczonymi możl i-

wościami obliczeniowymi maszyn cyfrowych. 

Część z tych trudności daje s ię częściowo usunąć przez 

zastosowanie odpowiedniego przekształcenia układu współrzęd-

metody potencjału dla ośrodków anizotropowych 



Dodatek ϊ 

Uzasadnienie prawa Fouriera 

Przyjmując, że q = q. (grad T) oraz rozwi ja jąc q w uogól-

niony szereg Taylora w otoczeniu punktu Μ zależności funkcyj-

ne j , dla którego grad Τ = 0 otrzymuje s i ę 

qN(grad T) = qM(0) ł A q M ( 0 ) + A2!qM(0)fl + . . . , (1) 

gdzie: 

Δ oznacza uogólniony przyrost f unkc j i wektorowej q, 

N j es t punktem należącym do otoczenia punktu M. 

Po ograniczeniu s i ę do pierwszych dwóch wyrazów rozwinię-

c ia oraz za łożeniu , że q(0) = 0 

q (grad Τ)« Aq(0 ) . (2) 

Stąd dla krzywoliniowego, ortogorfelnego układu współrzęd-

nych poszczególne współrzędne wektora q wyrażone są wzórem 

q3 (grad V k q 3 (0 ) ; (|rad T) k , ( 3 ) 
gdzie 

q3(o) - pochodna kowariantna wektora q w punkcie 

grad Τ = 0. 

Wprowadzając oznaczenie 

Ak = q d (o) (4) 

do równania (3) oraz uwzględniając, że 

(grad T)k = g k l U - , (5) 

gdzie: 

- współrzędne tensora metrycznego kontrawariantnego, 

u^ - współrzędne układu krzywoliniowego, 

otrzymano postać prawa Fouriera w ośrodkach anizotropowych 

„j a j „k i Э-Т , c\ 
q - k e ärq·-' ( ) 

Aby znaleźć postać tego prawa we współrzędnych fizycznych 

należy we wzorze (6) uwzględnić współczynniki Lamego. 

We wzorach ( 3 ) , ( 5 ) , ( 6 ) stosowano umowę sumacyjną E ins te ina . 



Dodatek 2 

Reguła transformacyjna sprowadzająca 

ośrodek ortotropowy do izotropowego 

Równanie Fouriera dla ośrodków anizotropowych w kartezjań-

skim układzie współrzędnych ma postać 

gdzie: 

Q - objętościowa gęstość źródeł c i ep ł a , 

§ - gęstość ośrodka anizotropowego, 

с - c iep ło własoiwe, 

Τ - temperatura, 

χ ,xk - współrzędne kartezjańskie J « 1, 2 , 3 

к - 1, 2, 3 , 

^ jk " a k ł a d o w e- ' tensora przewodęośoi c iep lne j (dla ośrod-

ków ortotropowych (3 jí k) = 0 ) , 

t - czas. 

Równanie (1) ma pozostać niezmiennicze względem dowolnego 

liniowego przekształcenia układu współrzędnych, a zatem zarów-

no pierwszy jego człon określający dywergenoję strumienia (q) 

jak i-drugi przedstawiający objętościową gęstość źródeł cie-

pła (Q) powinien,pozostać niezmieniony* Przyjmująo postać prze-

kszta łcenia liniowego współrzędnych jako Uj = o^ (brak 

sumowania po j ) oraz przyrównując wyrazy określająoe dywer-

genoję q i objętość elementarną (Q niezmienne) dla układu 

rozpatrywanego i przekształconego oraz żąda jąc , aby ośrodek 

był w jprzetransformowanym układzie współrzędnych izotropowy 

otrzymuje s i ę następujący układ równań: 

( о ^ Г 2 К = Я ^ = A j , j = 1 ,2 ,3 , 

(2) 
a i a 2 α 3 = 1 ' 



gdzie: 

Α . - składowe tensora przewodności c ieplnej dla ośrodka 
J 

ort otropowego, 

К - zastępcza przewodność cieplna ośrodka izotropowego. 

Z rozwiązania układu równań (2) wyznaczono 

a j = ( * j ) 1 / 2 · K - A 2 A 3 ) 1 7 3 . (3) 



Dodatek ϊ 

w 

Uzasadnienie stosowania zależności (32) do wyznaczania 

stosunku przewodności cieplnych metodą płytek b l i źn iaczych 

Korzystając z - postaci równania powierzchni izotermicznych 

nieograniczonym, płaskim ośrodki anizotropowym (wzór (19), 

rys.1) kierunek normalnej do powierzchni izotermicznej Τ = 

= const wyznaczono jako 

Λ 1 ( 1 ) 
m VÄg Щ * 

Kąt θ nachylenia osi układu p ły tk i pomiarowej do osi głów-

nych przewodności c iep lne j związany jest ze współrzędnymi 

punktu na izotermie w sposób następujący 

1 

zatem 

x0 Α . Λ , 

m = tg (8 + * ) ^ д ^ т ф ^ 0 ' ( 3 ) 

tg (Θ +0 ) - tg θ = tg© i · ^ · - 1J. (4) 

Po odjęciu stronami od równania (3) wyrażenia tg θ otrzy-

muje s i ę 

/ /S 

Dla wartości A 1 niewiele różniącej s i ę od wartości A ^ 

kąt 0 dąży do zera i wówczas korzystając z przybl i żeń 

s in 0 - 0 i cos ( θ + 0) cos 0 

kąt nachylenia izoterm do osi układu współrzędnych, związanych 

z krawędziami p ł y t k i pomiarowej można wyznaczyć z zależności 

\ s in (2Θ) 1 ) . !(5) 
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ОСНОВЫ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ АНИЗОТРОПНЫХ СРЕД 

К р а т к о е с о д е р ж а н и е 

В работе приводятся математические и физические основы те-
плопроводности анизотропных сред, а в частности закон Фурье, 
рассматриваются вопросы, связанные с симметрией тензора тепло-
проводности,. взаимными соотношениями между направлениями век-
тора тейловбго потока и градиента температуры, а также с те-
пловым контактным сопротивлением в анизотропных телах. Приво-
дится дифференциальное уравнение теплопроводности с учетом 
соответствующего преобразования системы координат, обеспечива-
ющего сведение анизотропных задач к изотропным.Дается также 
краткий обзор экспериментальных методов, используемых для опре-
деления составляющих тензора теплопроводности, а кроме того 
также и аналитических и численных методов, используемых при 
решении проблем анизотропной теплопроводности. 



FUNDAMENTALS OF HEAT CONDUCTION IN ANISOTROPIC 
MEDIA 

S u m m a r y 

This paper discusses mathematical and physical fundamentals 
of heat conduction in an isotropic media dealing with Fourier s 
cons t i t u t i ve law, symmetry of conductivity tensor, mutual geo-
metr ica l re la t ions between heat f l ux vector and temperature 
gradient direct ions as wel l as the thermal contact resistance 
i n anisotropic bodies. I t presents heat conduction d i f f e r e n t i a l 
equation with an appropriate coordinate axis transformation 
enabling to transform anisotropic problems to isotropic ones. 
I t gives also a short survey of the experimental methods used 
to determine the conductivity tensor components together with 
the ana ly t i ca l and numerical methods applied for f ind ing so-
lu t i ons of anisotropic heat conduction problems. 
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