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PODSTAWY PRZEWODZENIA CIEPELA
W OSRODKACH ANIZOTROPOWYCH

W pracy przedstawiono matematyczne i fizyczne podstawy
przewodzenia ciepta w ofrodkach anizotropowych; miedzy innymi
oméwiono prawo Fouriera, zagadnienia zwigzane z symetrig ten~-
sora przewodnosci cileplnej, wzajemnymi geometrycznymi relacja-

© mi migdzy kierunkami wektora strumienia cieplnego 1 gradien=-
tu temperatury, a takze termicznym oporem kontaktowym w cia-
tach anizotropowych. Przedstawiono rdézniczkowe rdwnanie prze-
wodzenla clepka tagcznie z odpowiednig transformacjg osi wapbt-
rzednych umozliwiajacg sprowadzenie problemdw anizotropowych
do izotropowych. Podano réwniez krétki przeglad metod doswiad-
czalnych usywanych do okredlenia skiadowych tensora przewod=-
nodci cieplnej oraz metod analitycznych i numeryczhych stoso-
wanych dla znalezienia rozwigzad probleméw anizotropowego
przewodzenia ciepta. , :

1. ZJAWISKO ANIZOTROPII PRZEWODZENIA CIEPEA

Zjewiska anizotropowe wiadciwoéci fizycznych wystepujg
 bardzo ozesto w przyrodzie i technice. Przez aniz ob-
t ropie rozumie si¢ zaleznosé wrasciwoscli makroskopowo
jednorodnego ciata od kierunku wzgledem osi wspéirzgdnych
zwigzanych z danym ciatem. Anizotropia obejmuje szereg rodza-
jéw zjawisk mechanicznych, cieplnych, magnetycznych, elektry~
cznych 1 dwietlnych. Do wtasciwosei olgplnych wykazujgcych



charakter anizotropowy nalezg zjawiska rozszerzalnoéci i prze~-
wodnos$ci cieplnej,

Anizotrople przewodnosci cleplnej zaobserwowano poczat-
kowo w takich ciatach jak kry sz taty [4], [7],
[26], [40], [41], [42]. Z powodu zwiekszonego zainteresowa-
nia techniki wtasciwosciami krysztayow, padania anizotropii
przewodnoéci cieplnej nierozerwalnie zwigzane byly z postepem
w badaniach tego rodzaju ciakt, a gidwnie z mozliwoSciami tech-
nologicznymi uzyskiwania dostatecznie duzych monokrysztatdw.

Mimo, ze cliazta polikrystaliczane
wykazuja wtasciwoéci izotropowe, specjalna obrdbka mechanicz-

"na (dla metali - walcowanle, przeciaganie i ciggnhienie) powo=
duje wytwarzanie sie tzw., tekstury spowodowanej uporzadkowa-
niem ziaren krystalicznych; Ciaka tego typu tworzg drugs gru-
pe odrodkdéw wykazujgcych pewna anizotropie wtadciwosci cie-
plnych, Do trzeciej grupy nalezg rdéznego rodzaju drewna posia-
dajgce odmlenne wartoSci wiasSciwos$ci cieplnych w kierunku
prostopad¥ym 1 réwnolegiym do widkien,

. Do innych materiaidéw anizotropowych zaliczy¢ mozna mate-
riaky pochdzenia organicznego, np. skaty osado-

w e (réznego rodzaju 2upki) [5], {8].-Ni€kiedy pewne elemen~-
ty urzadzed, wskutek ich specjalnej konstrukcji, nabierajg
cech ciat anizotropowych, np. rdzenie transformatorowe {j2],
[21]. | . '

Rozwdj techniki w zakresie niskich i wysokich temperatur
oraz wysokich cidnied, przyczynit sig¢ do zwigkszenia uzycia
specjalnybh warstwowych izolacji, materlaldw konstrukcyjnych
laminowanych oraz wzmacnianych widknami tzw, kompo -
=y téw [2], [3], [4], [e], [22], [23]. [24], [27],
[35]. - _

‘Zaobserwowane stosunkowo niedawno zjawisko uporzgdkowania
w fazie clektej, w pewnych granicach temperatur, dla niekté6-
rych substancji (c i ek te -k rysztaty wykazuje
charakter anizotropowy. Ciekte krysztaiy znajdujs szerokie
zastosowanie w technice elektronicznej, pomiarowej oraz po-
wazechnie wystepuja w sywych tkankach [7].

Wtadciwodci tizyczne ciat, zwigzane nlerozerwalnie z ich
wewnetrzng strukturg, wyrainie sg czuke na wszelkiego rodzaju



odksztatcenia tyoch struktur., Odksztatoenia te niejednokrotnie
powodujg powstanie anizotropii wtadciwodol fizycznysh tych"
Substancji..Zjawisko anizotropii przewodzenia clepta zaobser~
wowano wiec, réwnies, prazy odksztalceniaéh pewnych olatr sta-
Iychorazw cleczach poddanych ociag-
¥ e j defo rmacji [5], [25].

2 PODSTAWY TEORETYCZNE PRZEWODZENIA CIEPLA
W CIALACH ANIZOTROPOWYCH

21 PRAWO FOURIERA PRZEWODZENIA CIEPLA W CIALACH
ANIZOTROPOWYCH

Analogicznle jak dla clat izotropowych prawo przewodze~
nia ciepia dla ciak anizotropowych mozna zapisaé w. postaci

(2], [e}. [els [21] [27], [40]

§=-% grad 7, {1)

gdzle:

- wektor strumienia ~ieplnego,

- temperatura,

- tensor przewodnosci cieplnej,

lub inacze] we waplirzednych kartezjanskich:

i3 o)

~x = Ay %§'+ Ay il t Ay 5%’0
_ . 8T T 9T .
may = A Ay By, O ()

. ar i aT
“dz = Az 3% * hzy y * Aoz 97 °

Prawo to przedstawia podstawowe zatozenie o llnipowej za-
leznodci kazdej ze skitadowych strumienia cieptego T w dowol=-



nym punkcie rozpatrywanego oérodka anizotzmpowego od sklado-
wych gradientu temperatury w tym punkcie.. :

Mo%e byé ono uzasadnione przez rozwiniecie w uogdlniony
szereg Tayldra,.W'dOWOlnym'uklédzie waplirzednych kartezjaﬁ-
skich lub krzywoliniowych, funkcji wektorowe] strumienta cie-
plnego w- zaleZnoéci od gradientu temperatury, a nastepnle
ograniezenﬂe rozwazan tylko do pierwszych dwéch czlonéw rOZ-
winigecis (dodatek 1). _

2 réwnenia tego wynika réwnies wniosek, %e na ogdét wekto-
ry strumieniarcieplnego 1 gradientu temperatury nie pokrywajg
sie. Wektor q bdchyia.sie zwykle w kierunku wiekszej prze-
wodncéci-cieplnej ciata., Fakt ten powoduje zatem wyStgpienie
w clatach anizotropowych strumienia cieplnego, zardwno pros-
topadZego, jak i réwnoleglego do istniejgcej réznicy tempe-
ratur.

W wieln zagadnieniach obliczeniowych wygodniej jest ope-
rowaé pojeciem oporu cieplnego., Whtedy prawo przewodzenia cie~
pta moze byé wyrazone jako

grad T = -R3, . : (2)

gdzie _ .
R -jest tensorem opornofci cile-~

piney [e], [2¢], [4r]

lub we wspdirzednych kartezjadskich:

- 9% = rquz + r.xyqy_ + rxzqu'
a7 ‘ i Y
~ 9y T Tyx%x * TyyYy * Tyzlar (29
a7

=Pz = Taxlx t Tayly t Tuzlpe

Nalezy zwrécié uwage na zjawisko sprzezenia miedzy gra=-
dientem teMperatury w danym kierunku, a strumieniami cieplny-
mi w pozostatych kierunkach. Zjawisko to nie wystepuje w cia-
tach izotropowych.



2.2. TENSOR PRZEWODNOSCI 'CI_EPLNE_J

22 1. POSTAC TENSORA PRZEWODNOSCI CIEPLNEJ DLA KR?§ZTAmW
. I CIAL NIEKRYSTALICZNYCH v :

Tensox przewodnoéci cieplnej R wystepujqdy w réwnaniu
(1) jest tensoren druglego rzedu, Skiadowe jego nazywane 8g
‘skadowymi przewodnosci cieplne} ”13'» .

Zmiane znskn gradienta temperatury w rdwnaniu (1), powo~
duje zmiang znaku strumienia cieplnmego ﬂﬂ,, 60 ozhacza, 3e
przewodnoéé cleplns ciata w przeciwnych. kierunkach jest taka
same. ZaleZnodé ta, sluszna dla ciat niekrystalicznych w przy-
padkn krysztatéw, prawdziwa jest dla'21 gposréd 32 klas krysz-
tatréw posladajgeych £rodek symetrii. Dla pozostalyah Jedenasty,
klas krystalograficznych postadé zwiazku (1) uwazana jest za
' poprawng, ponlewaz wykonane eksperymenty potwlerdziky nieza-
leznoéé tensora przewodnodcl oiaplnej od kierunku przepiywu
1foiepta.

o Symetria struktury materiatu wywiera ilstotny wpiyw na
postaé tensora A powodujgc pewne jego uproszczenie w przy-
padku edpowiedniego wyboru osi uk?adu wspéirzednych w stosun-
ku do osi krystalograflcznych krysztalu lub oai charakterys-
- tyeznych struktury materiaiu [40].

Dla krysztatdw niezaleznosé postaci tensora
od kierunku przepiywu clepta réwnowazna jest z wprowadzeniem
. 8rodka symetrlii, co powoduje redukoje 32 klas symetrii krysz=<
tatéw do jedenastu.

~ Dalszg redukcj)e ilosci klas, kidre musza byé rozwazane.
powoduje ograniczenie wprowadzone na tensor przewodnosci cie-
plne} i przez'wszystkie klasy symetrii, posiadajgce osie sy=-
metrili rzedu wyzszego ni% rzgd tensora. W ten.sposdéb rozpa-
trywane 11 klas moze byé zastgpione 5 klasami,

Dla poszczegélnych uktadéw krystalograficznych, przy od-
powlednim wyborze kierunkéw osi ukadu wspSirzednych w stosun~-
ka do gidéwnych osi krystalograficznych uwzgledniajscych wy~-
stepowanie elemantéw symetrii w odpowiednich ukxadach, postaé
tensora A podano w tablicy 1 [8] [26] [27] [41]
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Postacie tensora przewodnosci cieplnej w

r

Tablica

n

éznych
uktadach krystalograficznych
Ukzad . _

krystalograficzny ' Postaé -
i" elementy sy~ Postad komérki elementarnej tensora A

metrii '

Y S
tréjskosny, 1172 ™3
Srodek 1 Aoy hop o3
symetrii - T eI IRETRET!

a#ébtc,arp g #90°
jednoskodny,

. 0§ dwukrotna 2 Mg Pz O
I do osi z, "“21 Ay, O
ptaszczyzha sy- 0o 0 A
metrii L-do ,v - o 33
osi z a#b#c,a= p=90°, ¢£90°
ortorombowy, : _
dwie osie 2 b Ay, 0 0
Il do o8l y i z, &Y . 0 A o
ptaszczyzna sy- ) /A o 22 =
metrii I do ¢ 0 R33
osi z afbftec,a=p=g=090°
, ® A, A

| ketragonalny, PP e 11 %2 0
Y] czterokrgﬁna 4 A '112 A4
symetrii = 4 o ©° 2

do osi z 33




cd. tablicy

a=b=t,a=p=q=290°

Uk ad
krystalograficzny < . Postaé _
i elementy sy~ Postaé komérki elementarne] tensora 1
metrii
trygonalny, b.’ ﬁﬁ Aqp O
0§ trzykrotna " A A, O
|| do osi z ﬂ'33
a=b=c¢ a,:vﬁ=rd‘;é90°
heksagonalny, b Ry Rqp O
0§ sze$ciokrot- T +H2 ﬂ11 0
na symetrii - 6 é 'dc 0 0
I do osi z - ,
. o) 0
a=c¢#b, =g= 90", {5,=1Z)
‘regularny, b by 0 O
cztery osie 3 ~ o 0 %11 0
i trzy osie 2 : a
Do (7
| wzajemnie 1 - » 11

Dla

materiatdw
hiekrystalic znyc h ,
0osi uk*adu rdéwnolegle do osi giéwnych.struktury, postaé¢ tenso-

ra przewodnosci cieplnej ma zwykle te samg postaé jak dla kry- .

sztatéw uktadu ortorombowego, czyli:

anizot.ropowych
przy odpowiednim doborze




Ay3

Przy tym czesto ﬂ11 = A22 dla clax o dwdéch charakterystycz~
nych osiach, Ciata, ktdrych tensor wyraza sie w postaci (3),

a ptaszczyzhy ograniczajace cilako sa prostopadte do osi cha-
rakterystycznych struktury nazywane 83 ciatami or -
totropowymi.,

Dlg ciaz X ompozy t owych laminowanych lub
wzmacniénych widknami istnieje wiele metod obliczania w sposéb
mpniej lub bardziej dokadny sktadowych A11, h22’ h33 tensora
_.przewodnoéci cieplnej przy znajomodci struktury materialn,
przewodnoscl cleplnych oraz udzlaiéw objetosciowych poszcze-
gélnych jego skiadnikéw [3], [14], [22], [35].

Dla cieczy poddanych ciggtemu odksztatceniu pray
ich przepitywie tensor przewodnosci cieplnej ma postaé [?5]

bad |

= a1 - pd, (4)

gdzie: . -

‘ ﬂb ~ przewodnosé cieplna dla cieczy nleodksztatconej,
izotropowej,

7 - tensor jednostkowy,

_ﬁI - staty wspdtczynnik zalezny od struktury ruchu cie~

czy,
d =~ tensor predkodci deformacji.
Tensor predkosci deformacji us nastepujaéa_postaé

-

v v, oV v, ov)\]
___x 1 X 1 —z
x 2( x* 9y) 2(92 + Bx>
= av - v v oV,
k| 1
d = '2‘( 7y a(T% +2 |,
3V [0V av_. av
l l 2 Z
.LZ Bz M Zx) 2 (52 + 9S> 7z
v ' .
gdzle:
Vyo Vy, V, - sktadowe wektora predkosci piynu.



Sktadowe t ensora i daja si¢ *atwo wy-~-
razié w powym ukadzie wspdéirzednych prostokatnych o cosinu-
sach kierunkowych Cﬁj wzgledem starego uktadu wspéirzednych
prostokgtnych jako

Mg = C; 20k gtrge (5)
L}

To samo prawo transformacji stosuje sie¢ do tensora opor-
noéoi cieplnej [8] [26] [27] [ﬁo]

' 2.2.2. ZAGADNIENIE' SYMETRYCZNOSCI' TENSORA 1

W wielu galeziach fizyki krysztaidw, gdzie pojawia 31g
prawo (1) sktadowe ij sq symetryczne

x‘ij = 7\.:”_- ‘ . . (6)

Z powyzszego zwigzku wynika, %e jezell pod wpiywem okres-
lonego gradientu temperatury, np. w kierunky osi Ox1, pewna
1108¢ clepka przeptynie w kierunku osi Ox2, to pod wpiywem
tego samego gradientu temperatury w kierunku Ox2 powinien
wystgpié przeptyw doktadnie tej samej ilofci ciepta w kierun-
ku Ox1. '

Niespeinienie zwigzku symetrycznodci (6) pocigga za sobg
pewne konsekwencje. Migdzy innymi wywokuje zjawisko spiralnego
przepiywu ciepta [§], [40] ‘

W celu wykazania moZliwoéci wystepowania czesci rotacyjnej
strumienia cieplnego, nalezy roztozyé tensor na sktadowg syme-
tryczng i antysymetryczng

0 ﬂa ~A8

Aq M2 M 1 Mo MY 13
8
hoq Rop Ro3| = "12 20 o3| + |HAT, O n23 ’ (7

8 <] 8 ’ a a 1 ,
| M3 P2 Rz | | M3 a3 s A3 ha3 O




gdzie: N ﬂ » A
s s+ - A
s i i a i i
Mj=—”7—Ls ;\ij=_L_2__J_,

Czeéé symetryczng tensora przez odpowiedni obrdt osi wspdi=-
rzednych mozna sprowadzié do postaci

¢

Ay O O
0 A, O |. (8)
0 0 Ag

Osie po takim obrdcie nazywajg sig osiami g dw-
ymi czegdci symetryczne] tensora
, - @a skladowe /\1,/\2,/\3 odpowiednio sk tadowy -

i gtéwnymi przewovdnodcl ciepl~
e ] w kierunkach osi giéwnych ¥, np, {. _ .

Wyznaczenie osi gidwnych czesci symetrycznej tensora A
oraz jego sktadowych sprowadza si¢ do znalezlenia wartodcl
wtasnych czescli symetrycznej tensora'i , ©6zyll rozwigzania

5B B >Ib

réwnania
8 _ =
([7‘13] -k E> a=0, : (9)
gdzie:
[n?j] - maclerz sktadowych Kij czgéci symetrycznej ten-
gora A,
~ stata,

macierz Jednostkowa,
- wektor réwnolegty do osi giéwnych czeéci syme-
trycznej tensora. ‘

Powyszsze réwnanie wektorowe, réwnowazne uktadowi rdéwnad
liniowych jednorodnych, mozna rozwigzaé wyznaczajac trzy war-
todci k1, ks k3 odpowiednio rdwne /\1,/\2,/\3 oraz okre$lid
sktadowe wektora a [21]; [27].

Potozenie g¥dwnych osi przewodnosSci cieplnej w stosunku do
osi krystalograficznych krysztatu lub osi charakterystiycznych

[T e I
]



Tablica 2

Potozenie elipsoldy przewodnosci cieplne]
‘wzgledem osi krystalografioznych dla réznych
uktadéw symetrii krysztatdw

uktad trdjskodny uktad jednoskosny

uktad ortorombowy _ uktad tetra-, try- lub

. heksagonalny
§xs§ . ) 4 x3»g
SAS
—t o
: )g ) *q,E
ukZad regularny' . Xq9Xp9 Xy - osie kryétalo-
raficzne . '
N AT &

Es 0, Y - osie gidéwne ten-
sora przewodnosci cieplne]




struktury niekrystdlicznej materlatu anizotropowego dla posz-
czegblnych uktaddéw podano w tablicy 2.

Po sprowadzeniu osi uk?adu wspéirzednych do osi gidwnych
czeScl symetryczne) tensora rozkzad Z bedzle wyrazony naste-
pujaco

F - 8 a
My Mo A3 Ny 00 0 A A3

. a a

. a a
Aah3a ) [0 0 A M3 a3 0

Podobnie gtrumied cieplny moZna roztozyé na strumied cie-
plny zwigzany odpowiednlo 2z symetryczna Gs'i_antysymetrycz-
ng g czedcla tensora Z . Dla odrodkdw anizotropowych jed~
norodnych w ukiadzie osi gidwnych przy skierowaniu grad T
wzdtuz jednej z nich i zmiennodci funkcyjnej gradientu jedynie
w zaleznodci od wspditrzedne] zwigzanej z t§ osig

rot § = rot §° # O, (11)

zatem czesé antysymetryczna tensora spowoduje w tym przypadku
pojawienie sig wirowego strumienia ciepia (przeplyw ciepta w
piasklej anizotropowej piycie ze Zrédta punktowego). Ciepio
ptynie wtedy wazdius 1linii spiralnych. W celu wykrycia spiral-
nego przeptywu clepta podejmowano wiele badan eksperymental-
nych. Wszystkie zakoriczyty sig niepowodzeniem (Soret 1893,
1894, Voigt 1902). Zgodnie z wynikami doswiadczen czedé anty-
symetryczhna tensora; jedli istnieje, jest niézwykle mata i
przepiyw ciepla ze 4rddia punktowego mozna uznaé za zachodzgcy
wzdtuz 1inii prostych [8], [26], [40]. )

' Stosunkowo niedawno symetrycznodé temsora A uzalezniono
od pgélniejszej zagady Onsagera [}6], dotyczgcej mikroskopowej
odwracalnos$ci zjawisk w termodynamice procesdédw nieodwracalnych.

W roku 1945 Casmir zwrdcit uwage na pewne trudnodci w sto-

sowaniu zasady Onsageraido réwnad typu (1) oraz na fakt,ze w
doswiadczeniu mierzy sie wiasciwle dywergencje wektora q.
Wynika stad, ze aby dodanie antysymetrycznego tensora do syme-



trycznej_czeéci tensora i zgodnie z (6) nie byko obserﬁowalne.
zamiast

wystarczy by zachodzila zaleznosé

a( -Rsy) :
i F ik FRAY (120
i

sktadowe. h sa tutaj funkecjami poloZenia. Przy przejéciu

z prézni, gdzie przyjmuje sie, 2e tensor n jest symetryczny

i réwny tozsamosciowo zeru (nie mozna stwierdzié przepiywu
ciepta w prézni), do krysztaiu musi byé spekniona zaleznosé
(12'), a zatem i wewngtrz krysztatu tensor ten powlnien byé
symetryczny.

W 1955 roku Crandall wykazat, 2e dla pewnego rodzaju ciat

mozna dowiesé symetrycznosci tensora [tﬂ

223, ZATRZNOSG MIEBZY SKEADOWYMI TENSORA OPORNOSCI CIEPLNEJ .
A SKLADOWYMI TENSORA FPRZEWODNOSCY CIEPLNEJ [8], [40], [411 -

'Maclerz sktadowych tensora opornosci cieplnej jest ﬁmc;erza
odwrothng wzgledem macierzy ﬂi , Co wynika z postaci zwigz~
kéw (1) i (2), a wspSiezynniki Efj tej macierzy wyrazaja sie

przez wspdiczynniki macierzy [ﬂi jako
rij = d T Py ’ (13)
o 1)
.gdzle:s
[Sﬁid - minor maclerzy - [hij] odpowiadajacy jej elemento-

wi A
det [ﬂ J:l - wyznacznlk macierzy.
Podobnie wspdtczynniki macierzy Fﬂij] mozna wyraz1é
przez wspStczynniki macierzy opornosci cieplne] [r ] jako

(-1)1*d Ary
13 T T det [rij]‘

"14)



gdzle: : }
Arij - minor macierzy [?ii] odpowiadéjqcy Jjej elemento-
wi T4 '
~det Ty - wyznacznik macierzy.

Wspbiczynniki nij stosowane sg w zagadnieniach, w ktdérych
dany jest kierunek gradientu temperatury, a rij’ gdy okres-
.lony jest kierunek strumienia cieplnego,

Dla uk¥adu osi giéwnych tensora

1 1 R » -
/\1=-§T’ A2=T2,, A3=E‘. (15)

23 KIERUNKI WEKTOROW GRADIENTU TEMPERATURY
I STRUMIENIA CIEPLNEGO W CIALACH ANIZOTROPOWYCH

Sktadowe tensora ‘przewodnosdoci cieplne} nij dajg sige wy~-
razié przez transformacje (5) w nowym ukiadzie osi wspolrzed-
nych, a wiec zachowujag si¢ Jak wspélczynnikl pewnej formy dwu-
liniowej

Z, Ry g%ixg = 1, (16)
L

Funkdja ta przedétawia powierzchnie zwang kwa dry-
k g "tensora A . Osie symetrii tej powierzchni sg
osiami gtéwnyml tensora symetrycznego A,
' W uktadzie osi gkéwnych kwadryka tensoras ma postad

/\1§2 +/\272 +1\3§2 =1 (17)

1 poniewaz eksperymentalnie wyznaczone wspbiczynniki j\i sg
dodatnie, przedstawia powierzchnie elipsoidy.

Drugosci osi symetrii tej elipsoidy, zwanej el ip-
soidg przewodnosci cieplnej, wy-
noszg odpowiednio /\ -1/2 Z\ =1/2 1\31/2 .

Potozenie elipSOLdy przewodnosci cieplnej wzgledem osi
krystalograficznych lub osi charakterystycznych materiatu ani-



uotropowego przedstawione. Jest w tablicy 2 dla poszczegolnych
uktaddéw symetrii. :

Dzugosé dowolnego promienia elipsoidy. %gczgcego poczgtek
osi uktadu wspdirzednych z punktem na Jej powierzchni jest co.
do wartoscl rdéwna odwrotnosSci z pierwiastka kwadratowego skia~
dowej przewodn0501 cieplne] tensora w tym kierunku.

Podobnie jak dla tensora ﬂ._mozna utworzyé powierzchnieg
charakterystyczng dla tensora R, Jest.to elipsopida zwana
elipsoidag opornosgci cieplnedj.
Réwnanie tej elipsoidy ma w ukadzle osi gtdéwnych postaéd

Ryt% + Ry + Ry = 1. (18)

Dkugoéci jej'osi symetrii sg odwrotnie. proporcjonalne do
dzugosci osi elipsoidy przewodnodci cieplnej, co wynlka Z za-
leznodci (15). '

Diugosé dowolnego promienia'wodzqcego elipsoidy opornosci
cieplnej %gczgce] poczgtek ukladu wspdirzednych z punktem na
Jej powlerzchni jest, co do wartosci, réwna odwrotnosci =z
pilerwiastka kwadratowego opornosdci cieplnej w tym kierunku.

Osie symetrii elipsoidy przewodnoééi cieplnej pokrywajag sieg
.2 osiaml symetrii elipsoidy opornosci cleplnej.

W ciatach izotropowych powierzchnie izotermiczne (w przy-
paﬁku‘wyplywu clepta ze Zrddia punktowego w osrodku nieskon-
czonym) majg postaé powlerzchni kuli, w ciatach anizotropowych
tego typu sg one elipsoidami o postaci

x2 x2

+—+~3— = const. (19)

Wiele geometrycznych wlasnoéci wektora‘strumienia cieplne~
go oraz gradientu temperatury wynika z rozwazan e11p501dy ty-

pu (19) | [8], [40].
Miedzy innymi wartosé przewodnodci cieplnej w kierunku
gradientu temperatury (grad T) wynosi

o . 2 2
agrad P = oCPN + A, + oC3N (20)



gdzie ‘
oci - oznaczaja coslnusy kierunkowe wektora grad T wzgle-
dem gkéwnych osi elipsoidy przewodnosci cieplnej.
Podobnie wartosé przewodnos$ci cieplnej w kierunku strumie-
nia cieplnego jest okreslona jako [8]

2 2 2
oA N N o

Potozenie wzajemne wektoréw § i - grad T wzgledem izo~
term przedstawia rys.1. ' '

e~ )

() X3)

-~y

Rys.1

Z wiasnodci elipsoid (17) i (18) wynika, Ze jesli kierunek
grad T w punkcie (x1, X5, x3) jest znany, to kierunek wektora
g w tym punkcie jest prostopadly do ptaszczyzny stycznej do
elipsoidy przewodnosci cieplnej. Podobnie, jes$li kierunek wek-
tora @ w punkcie (11, Xo) x3) jest znany, to kierunek gra-
dientu temperatury grad T w tym punkcie jest prostopadiy

Eo ptaszczyzny stycznej do elipsoidy opornosci cieplnej [8],
41].



2.4. ROWNANIE FOURIERA PRZEWODZENIA CIEPLA
W CIALACH ANIZOTROPOWYCH

Dla ciat anizotrOpowych, zgodnie z analogig cial'izotropo-
wych, napisaé mozna réwnanie Fouriera przewodzenia ciepta jako

[, (6], T2, (=€) (]

div (R_gradT)+Q=gcg—'§, | (22)
gdzie:
Q - gestosé #rddek ciepta,
0 - gestosé ciata anizotropowego,
¢ - ciepto wiasciwe ciata anizotropowego,
t - czas, - : :
Waruhnek poczgtkowy, zwiqéany z réwna-

niem (22), ma postaé

t = 0, (%X, 0) = F(R), (23)

gdzie

X - oznacza (x1, xz,‘iB),
patomiast warunki Dbrzegowe na powierzchni S
ograniczajgcej ciato dla t > O okreslone sSg nastepujaco

3
éqxinxi +a(T - Twe) = ~ 9o ' (24)

" gdzie:
ny - sktadowe wektora normalnego do powierzchni S,
i ,

o - wspdtezyanik przejmowania ciepla.‘
Zaleznie od wyboru wspéiczynnikéw n_ 1 o otrzymuje sig
i

odpowiednio warunki brzegowe typu Dirichleta, Neumanna lub mie:
szane. B
Réwnanie (22) nie ma postaci kanonicznej i w zwigzku z tym
wystepuja duze trudnoéci ze znalezieniem jego rozwigzania.

Dla wspétrzednych kartezjarskich, przy zatozeniu jedno-
rodnodci oérodka anizotropowego i niezalezno$ci tensora A
od temperatury, postaé tego réwnania jest nastepujgca -



2 2 2
2°T 8T .o 2 - 3T a7
5+ 7l2 - + 22 + 224 +
M 9x<- 2 oy 33 gg2 T2 9x 9y '3 9x 92
oa, BT, 81, ' (25)
Py, T 0 E S

Po sprowadzeniu rdéwnania (25) do postaci kanonicznej

2 2 2

8°r. 9°T. 9°1 or :
N + A +A = Qo (26)
Tog2 T2 o2 773 52 8¢9

i zastosowaniu prostej reguty transformécyjnej mozna zreduko-
waé zagadnienia zwigzane z ciakem anizo’.ropowym do odpowied-
nich probleméw dla ciala izotropowego (wyprowadzenie tej regu-
ty dla kartezjatiskiego ukzadn wspélrzgdnych podano w dodat-
ku 2), . . ' »

Transformacja ta jest néstepujqcym przeksztatceniem linio~-

wym [8] ’ [10} ' [26]

e (AL V=176 (172
§ = (MAa AT (a2 g,

< =176 B
P = (A AAD TS (A2 g, (27)
_ N Ay =1/6 12 4
. v .
wayészaItrangformécje_moZna wyobrazié sobie jako jednorod~
ne bdksztalcenie, przy ktérym objetosé elementu ciata anizotro~-
powego pozostaje stata, bowiem

- dX,dX,dX, = df dp ag, | | (28)

a zatem ilosé ciepta Q wydzielajgcego sie w jednogtce czasu
na jednostke objetosci pozostaje niezmieniona. Po.zastosowaniu
przedstawionego przeksztatcenia réwnanie (26) przyviera formeg
nastepujgcg



2 2 2
a7 9°T - T
X + + = Q¢ zF (29)
<;x$ axg 3x§j> g et

czyli postaé rdéwnania dla ciata izotropowego o przewodnodci
cieplne} ' -

K= A A /\3)1/3. S 30)

Znajac rozwigzanie rdéwnania dla clata izotropowego tworzy.
si¢ jego obraz zgcznie ze Zrédiami ciepia, warunkami brzegowy-
mi, izotermami oraz liniami przeptywu ciepka, naatepnie zhie=-
ksztazcajgc ten obraz, zgodnie z transformacjg (27), otrzymuje
sie obraz Zrédet, warunkéw brzegowych, izoterm 1 linii prze-
piywu ciepta, ktdry bedzie odpowiadal rozwiqzaniu zagadnienia
dla osrodka anizotropowego o wartoéciach giéwnych przewodnoéci
cieplnych /\1./\2,/\3 Podczas takiej transformacji frédia
ciepta zachowujg swojg wydajnos$é, a poszozegdlnym izotermom
odpowiadajg poprzednio okre$lone temperatury. Sktadowe wektora
strumienia cleplnego g franszrmuja‘sie podobnie jak ﬁspél-
rzedne ’ _ o ’

93 ' : . :

TL% - .x§_1 , | (31)
natomiast nie wystephje taka transformacja wektora gradientu
temperatury, ktéry w obu przypadkach jest prostopadly do izo-
“term,

Przedstawlona transformacjarposiada jednak pewne wady. Za=-
stosowana wspélnie z obrotem ukiadu wspéirzednych powoduje de~
'formacje granic rozpatrywanego obszaru i zwykle znacznie kom-
plikuje warunki brzegowe, W zwigzkn z tym stosowana. jest tylko
w przypadku, gdy obszar anizotropowy jest nieskotficzony, lub
gdy rozpatrywane ciaio ograniczone jest ptaszczyznami prosto-
padiymi do g¥déwnych osi przewodnodci cieplnea. Zatem transfor-
macja (27) znajduje praktyczne zastosowanie '

tylko dla ¢ia% o charakterze ortotro-
powym [8], [26].»



2.5. TERMICZNY OPOR KKIN1J\KJt“NY’IHJ\ CIAL' ANIZOTROPOWYCH

Termiczny opdr kontaktowy (TOK) w przypadku cia anizo-
tropowych zostat opracowany Jedynie dla cia% ortotropowych
[35], tzn. dla ciat, ktérych giéwne osie przewodnosSci cieplhne]

S‘A3) '?‘AQ)

/ PR | / TR0
k(A shs)
‘ Rys.?2

pokrywajg sie¢ z osiami

c ‘ struktury prazy /\1 =/\2,
odpowiednio dla powierz-
chni kontaktu dwéch ciatk
prostopadiej do osi Of
i réwnolegkej do niej
(rys.2 [38]).-

Przyjeto przy tym
nastepujgce zatozenia:

a) transport energii
w kontinuum (kwantowe
i atomowe efekty sg po=-
mijalne),

b) rzeczywiste miej~-
sca kontaktu. dwéch ciak
s8g pod wzgledem ciepl-
Rys.3 nym dobrze sprzezone,

1 do O¢

1 H 1 L 3 v
v 5 40 20 50 400 200 500 AofAy



c) miejsca kontaktu dwéch clat majg ksztait két 1 sg izo-

- lowane (odlegtofci miedzy miejscami kontaktu duze w pordwnaniu
z ich Srednicg).

Analize wpiywu anizotropil na TOK przeprowadzono w opar-
cin o transformacje (27) przy uwzglednieniu wynikéw otrzymanych
dla ciat izotropowych. Stwierdzono, %Ze opréez ozynnikéw uwzgle-
dnuaaych dla clat izotropowych (chropowatosé powierzchni, twar-
dodé powierzchni materiatu, obciqzenie) na TOK wpiywa poto~-
zenie gtéwnych osi przewodnoéci cieplnej 0g, Oq, 0% wzgle-
dem powierzchni kontakiu oraz stosunek wartoscl przewodnoéci
cieplnyth. .

Na rys.3 [Bé] zostata przedstawiona zaleznosé wapbtczynni-
ka korekoji C, przez kitdry nalesy pomnozyé TOK wystepujacy
na styku ciat izotropowych w celu otrzymunia wartodéci TCOK
dla styku clial anizotropowych o takich samych wartosciach
przewodnodéci cieplnych w kierunku prostopadtym do powierzchni
kontaktu.

. Dla potwierdzenia doéwiadczalnego opisanego zjawiska brak
w literaturze dowoddw.

3. METODY DOSWIADCZALNE OKRESLANIA SKIA\IN)VVYC&I.
TTHQSC&LA.IECZEVV(HDFKIQSI CIEPLNE]

| 3.1. LICZBA KONIECZNYCH POMIAROW DLA |POSZCZEGOLNYCH
UKLADOW KRYSTALOGRAFICZNYCH [40]

Jedli w doswiadczeniu mozna dokonadé pomiaru pojedynczej
sﬁ&adowe; nij tensora ﬂ , to ilosé wymaganych pomiardw,
przy zatozeniu symetrycznosci tensora wynosi odpowiednio:

dla ukadu: trdjskosnego - 6,
' jednoskosnego - ;
ortorombowego - 3,
trygonalnego - 2,
tetragonalnego - 2,
heksagonalnego - 2,

regularnego - 1.



W przypadku krysztaidéw uktadu ortorombowego, ‘tetra-, try-,
heksagonalnego oraz regularnego, a takze dla innych niekrysta-

' 'lioznyoh clat anizotropowych osie gléwne elipsoidy przewodnosci

oieplnej pmmrywajg sle z osiami krystaloe
graficznymi lub charakterystycsz-
ny m‘ivf:o-q lami struk t‘u.i-y 3 wéweczas, w celu
uproszozenia doéwiadozenia dobiera sie¢ prébki o ptaszczyznach
_przekroju odpowiednid piostopadtych do gtdéwnych osi przewod-
noéci’ cieplnej. Z wykonaniem odnowiednich prébek nie ma wiec
specjalnych trudnodeci. :

Dla krysztaldw ukzadu: jednoskoénego plaszozyzne przekroju
wykonuje sie prostOpadle do dwukrotnej osi symetrii lub rdwno-
legle do ptaszczyzhy symetrii krysztaku (jedna oé giéwna ten~-
sora jest réwnolegta do osi'symétrii, lub prostopadia do pta-
szczyzny symetrii). Pozostale przekroje dokonuje sige w sposdb

. dowolny prostopadle do pOprzedniego przekroju,

Dla krysztatéw uktadu. tréjskoénego wybdr potozenia prze=-

kroju prébki Jest dowolny.

3.2, NIEKTORE METODY POMIARU SKEADOWYCH TEN— RA 1

Do eképerymentalnego wyznaczenié skladowych tensora prze-
wodnoéci cieplnej stosowane sg gléwnie'tradycyjne metody sta-
cjonarne pomiaru A dla cial izotropowych., Réznice stanowi je-
dynie llczba pomiaréw potrzebnych do znalezienia sklédowych
tensora, koniecznodé zapewnienia minimalnych strat oraz uwzgle-
dnienie znieksztakced pola temperatury na brzegach prébek,

W doswiadczeniach Mierzy si¢ gradient temperatury oraz war-
toéé strumienia cieplnego. Zréd¥o ciepta stanowi zwykle grzej=
nik elektryczny. W ceiu“oceny strat bocznych dokonuje sig po=-
miaru ilodci ciepta, ktdre przepkyneto do ch¥odnicy albo przex
pomiar wzrostu temperatury znanej objetosci cieczy lub przez
-1108¢é pary wytworzonej przy wrzeniu cieczy pod okreélonym
cisnieniem na skutek doptywu clepta. W celu zmniejszenia strat
prébke umieszcza sie w komorze prézniowej. Sposéb powyzszy
stosowany jest zwykle dla krysztatdw me t a 1 i oraz dla



materiatdédw laminowanych lub wzmac-
nianych wiéknami [18], [22], [40].

Dla ciatk niemetal icznych dokonuje
sie zwykle pomiafu Kij lub rij przez pomiar gradientu
temperatury w dwdch cliarach: Jednym izotropowym o znanej prze-
wodnoscl cieplnej, drugim anizotropowym. DaZy sig¢ przy tym.do

‘zapewnienla dobrego kontaktu cieplnego obu materiadw Eﬂﬂ

Wérdd metod niestacjonarnych pomiaru n stosowanych do cilat
anizotropowych nalezy wymienié pomiary ﬁrzyvuZyciu lasera tzw,
"flash method" [35]

Istniejg réwniez specjalhe metody pomiaru przewodn0501 cie-
plnej dla cial anizotropowych. W wyniku zastosowania tych me-
tod otrzymuje sie wartodci ilorazu przewodnosci cleplnych
wzdiuz gtdwnych osi elipsoidy przewodnodci cieplnej /\1,/\2,/\3.

Do metod powyzszych nalezg:

a. Met oda de Senarmonta [90] [41]

Piytke z materiaiu anizotropowego, wycietq prostopadle do
giéwnych osi przewodnoscl, pokrywa sie¢ clenka warstwg wosku
lub alkoholowanym roztworem kwasu elaidowego. Po zastygnigciu
wosku lub kwasu na'powierzchni prébki w jej $rodek wprowadza
sig ¢rédio ciepta (np. przy uzyclu sondy metalowej ogrzewanej
elektrycznie). .

Granica roztopiohego wosku lub kwasu elaidowego ma ksztalt
elipsy. Po usunieciu Zrédta ciepta 1 zastygniecia cieczy doko~
nuje sie pomiaru osi tej elipsy otrzymujad w wyniku wzgledne
warto$ci przewodnosci w dwéch prostopadiych kierunkach (zgod-
nie ze wzorem (19) gidwne osie elipsy sg proporcjonalme do
AN/2 1= 1,2,3).

b. Metoda pitytek DbDliliZniaczych
(o], [+ | | |

Metoda ta Jest rozwinieclem metody poprzedniej. Przed przy-
3tgpiepiem do doswiadczenia sporzgdza sig¢ prasks piytke, kid-
rej dwie sciany sg rdéwnolegie do ptaszczyzny gdwnyoh osi elip-
soidy przewodnosci cileplnej. Piytke przecina sig¢ na dwle rdwne
czgdci, réwnolegle do boku AB, a potem, po obrdceniu, Zgczy
oble pxytki wzdtus boku CD (rys.4).

Nagtepnie piytki umieszcza sieg, po uprzednim pokryciu war=-

_stwa roztworu kwasu elaidowego, miedzy Zrédiem ciepta, a chtod-



S ¢
Rys.4

nica. Dopityw ciepia do elementu grzejnego regulowany jest
w ten sposdb, aby zastyga warstwa kwasu topita sig powoli.
Po dotarciu granicy stopionego obszaru do Srodka plytki wy g~
cza sie ogrzewanie i pozostawia si¢ Jjg do ostygniecia. Topnie-
nie kwasu zachodzi rdwnolegle do izoterm, po'zastygnieciu za=-
chowany jest ich ksztalt‘(rys.4, [40]). Na specjalnym urzadze=-
niun obrotowym dokonuje sie pomlaru kqta w srodku ptytkl miedzy
izotermami,
Usytuowanie llnii pokgczenia dwéch czefci prytki w stosun-
ku do gidéwnych osi przewodnodci oznacza sie przez kat © ,
Pomiar kgta 8 moze byé wykonany przy uZyciu-mikroskopu‘polary—
zacyjnego lub refraktometru catkowitego wewnetrznego odbicia,
Wartosé ilorazu A;M, wyznacza sie z zaleznosci

tgd = % sin 28(7(2' - D, _ (32,)

otrzymahej sz rozwaZaﬁ:geometrycznych (dodatek 3).

-Doktadnos$é z jakg moga bjé wyznaczone oba katy wynosi jeden
do dwdch stopnij; prowadzi to do kilkuprocentowego bledu przy -
wyzhaczaniu. wartosci stosunku A ﬁ\z.

Wycinajac w inny sposéb piytke z tego samego materiaia
mozna pomierzyé podobnie A ﬁA

Przedstawione metody pomiaru skladowych tensora przewod~
hodcl cieplne} a pozwalajg Jedynie ha wyznaczenie wzglednego
stosunku skadowych giéwnych tensora 1 muszg byé uzupetnionse
przynajmniej jednym pomiarem bezwzglednej wartosci /\i w Jjed=-
nym z kierunkdéw csi gidwnych.



Powyzsze metody oplerajg si¢ na znajomosci kiérunkdéw po-
Yozenla osi giéwnych elipsoidy przewodnosci lub mozliwosci 1ch
niezaleznego wyznaczenia (pomiar kata 8 ) a zatem stosowanie '
ich ogranicza sie¢ do ciat anizotropowych niekrystalicznych lub
krystalicznych uktaddw ortorombowego, heksa=-, try-, i tetra-

gonalnegoe.

Przykladowe wartoéci skiadowych tensora przewodnosci cie-
plnej wyzhaczonych eksperymentalnie dla wybranych odrodkdw
anizotropowych podano w tablicy 3.

Tablica 3

Wartodci sktadowych tensora przewodno$ci cieplnlej

dla wybranych typéw osrodkdéw anizotropowych

. Typ N " T2 A3 P?Jz;yc,ja'
" oérodka azwa W W W litera-
B ) | =] | =] | ==
ol _
-' grafit 303(355") |3557) | s | [24]
Krysztal kwarec 3036,6  |6,5" |11,3 [11]
| - sosna biata |333 0,1 10,1 09251) [19]
Drewno jodza 29310,14 10,14 0,351 []9]
Skata rupek 368|1,51 |2,30" | 2,30 | [19]
Ciecze
poddane amar -
|etaszes g;ﬁggfé de- 129310,211]0,15 | 0,15 | [25]
| nac3t | @ =300 s=1)
' wiékna: Nb-Ti D
osnowa:sywical|276]1,28 1,28 169 [1'8]
Kompozyt epoksydowa
widkna:szklo ) )
osnowa:zywica 1 1
epoksydowa - 293,0’42 0,57 0,57 [?2]
(lamipat)

1)

| do warstw, widkien lub kierunku ruchu (dla cieczy).



4. METODY ANALITYCZNE I NUMERYCZNE
ROZWIAZYWANIA ZAGADNIEN PRZEWODZENIA CIEPLA
‘"W OSRODKACH ANIZOTROPOWYCH

Rozwigzania analityczne 1 numeryczne_zagadnieﬁ przewodze~
nia ciepta w osrodkach anizotropowych pojawiajg sie sporadycz-~
nie w literaturze. Przewazajaca czes$é opublikowanych rozwiazad
analitycznychbdotyczy przypadku ciat ortotropowych, dla ktdrych
réwnanie Fouriera ma postaé kanoniozng (brak pochodnych miesza~-
nych w réwnaniu przewodzenia ciepka). Do tych przypédkéw gto~
suje sie czesto transformécje opisang w § 2, a nastepnie znaj~
duje sie znanymi metodami rozwigzanie powrécajac przez trans-
formacje odwrotng do zagadnien dla ciak ortotropowych Eﬂﬂ
[, [, [ed], [e6], 2], [l D6l.

W przypadku osrodkéw Scisle anizotropowych o postaci ten-
sora przewodnoéci cieplnej charakterystycznej dla struktur
krystalicznych typu jednoskos$nego .1ub tréjskoénego rozwigza-
nie réwnania przewodzenia ciepia jest trudniejsze z powodu.
niekanonicznej jego postaci..

Przedstawione w literaturze rozwiazania obejmuja jedynie
‘niektdre typy ciax anizotropowych, jednorodnych i nieograni-
czonych. Stosowanymi metodami rozwigzywania sg metoda z e =
8 polone} lub sinusowej i cosinu-~
sowe j transformat Yy Pouriera dla
obszardéw nieograniczonych'[QS], [29] (prowadzi ona do réwnah
rézniczkowych zwyczajnych o wsp610zynnikach zespolonych) oraz
metoda spiowadzenia réwnania rézniczkowego czgstkowego przez
wprowadzenie odpowiednio przeksztaiconego argumentu do réwna=--
nia rézniczkowego zwyczajhego (zagadnienie Dirichleta dla
nieograniczonego, anizoiropowego klina [12]).

Wiréd metod numerycznych stosowanych do znajdowania roz-
wigzand zagadniendl anizotropowego przewodzenia ciepia wymienié
nalezsy metode elementu s8kothczone-

g o [ ] [6] [15] [31] [32] [39] Przyklady_zastosowaﬁ
tej metody do probleméw anizotropowych znalezé mozna w pozy~-
cjach literaturowych [36], [31], natomiast pétanalityczng
metodg elementu skoidczonego, wykorzystujgca specyficzny cha-
rekter ciat o geomgtrii obrotowej, w pozycji'[28].



Metoda rdznic skoficzonych dla
zagadnief anizotropowych stosowana moze byé bezposrednio do
réwnania rézniczkowego Fouriera.[2Q] lub do réwnania catko=
wego odpowlednio sformulowanego, przy uzyciu zmodyfikowane]
metody poténcjalu dla osrodkéw anizotropowych [9].

Do innych metod humerycznych zaliczyé ponadto trzeba
metode probabilistyczng Monte
Carlo, w ktdrej przy rozwiazywaﬁiq zagédnieﬁ anizotro-
powych, nastepuje kierunkowa preférencj£7ruchu wedrujace]
czgstki prdbnej zardéwno w procedurze statego jak 1 zmiennego
kroku. ‘ '

Zastosowanie tej metody do zagadniehia Dirichleta podaje
artykuk [29}. ; ’

W powyzszych metodach numerycznych uzytkownik czesto spo-
tyka sie¢ z problemami zbieznoéci, zwigqzanymi zardéwno ze spe-
cyficzna postacia uk}adu rdwnad bilansowych dla osdrodkdw ani-
zobropowych, jak réwniez z odpowiednig wielkosdcig wymiardw
elementéw siatki,-iiczbg elementdw oraz ograniczonymi mozli-
wosciami obliczenlowymi maszyn cyfrowych,

Czedé z tych $rudnodeci daje sie czedciowo usungé przez
zastosowanie odpowiedniego przekszta*cenia uktadu wspdirzed-
nych [20] lub uzycle metod pSétanalitycznych [31].



Dodatek I

Uzasadnienie prawa Fouriera

Przyjmujqc, ¢ § = § (grad. T) oraz rozwijajgc § w uogdl-
niony szereg Taylora w otoczeniu punktu M zaleznosci funkcyj-
-nej, dls. ktdrego grad T = O otrzymuje sieg

qN(srad 7) = qM(O) +Aqm(0) + 2, A%y (0), + «.., (1)

gdzie-‘
" A oznacza uogélniony przyrost funkeji wektorowej G,
N jest punktem nalezgoym do otoczenia punktu M.

. Po ograniczeniu gle do pierwszych dwoch wyrazéw rozwinie—
oia oraz zaloZeniu, ¢ §(0) =

3 (grad T)ﬂ t)q(O) A . (2)

Stgd dla krzywoliniowego, ortogonhlnego ukladu wspékrzed—
nych poszczegélne wspdlrzgdne wektora G§ wyrazone sg. wzbrem

q3<ywdm)=vkq3w)xnmdrﬂg @
gdzie B
‘ V& qj(o) - pochodna kowariantna wektora g 'w punkcie
grad T = O,

Wprowadzajgc oznaczenie »
R-sde W
do rfwnania (3) oraz uwzglédniajéc,IZe

(grad 1) = gt G-, ()
‘gdzie: - L .

.gki - wspdtrzedne tensora metrycznego kontrawarianthego,

u; - wspéirzedne ukkadu kizywoliniowego, v
otrzymano postaé prawa Fouriera w osdrodkach anlzotropowych

j J ki aT
h 8u - (6)

Aby znaleZé postaé tego prawa we wapdirzednych fizycaznych
nalezy we wzorze (6) uwzglednié wspdiczynniki Lamego.

We wzorach (3),(5),(6) stosowano umowg sumacyjng Einsteina.

N



Dodatek 2
Regula*tranafprhacyjna-spiowadzajqca
_o$rodek ortotropowy do izotropowego

_ Réwnanie Fouriera’dla.bérbdkéw aniiotropowych w kartezjad-
" '8kim uktadzie wspéirzednych ma postaé

-.E%k ox, 0%, * 0" gogt. O

gdzle: ) :
Q . - objetodciowa gestosé irddek ciepla,

@ - gestodé odrodka anizotropowego

¢ . - = ciepto wlasciwe, o v

T . - temperatura,

Xy9%e = wspétrzedne kartezjaﬁskie 3=1,2,3
k=1, 2, 3,

x ~ skadowe ténsora przewodpoéoi cieplnej (dla Osrod-
_ kéw ortotropowych ajk (3 #k)=0),

% - Czas.

Réwnanie (1) ma pozostaé niezmiennioze wzgledem dowolnego
liniowego przeksztaleenia uktadu wsepbirzednych, a zatem zaréw~
no pierwszy jego czon okreélajqcy dywergenocje¢ strumienia (§)
jak i.drugi przedstawiajacy obletosdciowg gestoéé Zrédet cle~
pta (Q) powinien pozostaé niezmieniony. Brzyjmujao postaé prze-
ksztatcenia liniowego wspSirzednych jako uy = oy X - (brak
sumowania po j) oraz przyréwnujge wyrazy okreslajgoe dywer~
genojelli 1 objetosé elementarng (Q niezmienme) dla nktadu
rozpatrywanego i przeksztaiconego oraz 2édajqc,-aby ofrodek
byt w przetransformowanym uktadzie wspéirzednych izotropowy
otrzymuje sie nastepujacy uklad réwnads '

| e '
(a-) K = njj j’ J=1,2,3,
(2)

oy Gy &g =1,



gdzie:
/\j - gktadowe tensora przewodnoécircieplnej dla osrodka
ortotropowego, ' :
K - zastepcza przewodno$é cieplha os$rodka izotropowego.
Z rozwigzania uktadu réwnaﬁ‘(Z)-wyznaczono

: 1/2‘ . ' ‘ m
(X : - 1/3



Dodatek 3

Uzasadm.enie stosowania zalesnodel (32) do wyznaczania
stosunku przewodnosci c:.eplnych metoda piytek bliZniaczych

Korzystajgc z. postaci réwnania powierzchni izotermicznych
w nieograniczonym, ptaskim odrodk1 anizotropowym (wzér (19),
rys.41) kierunek normalnej do powierzchni jzotermicznej T =
= const wyznaczono jako

N, X ' '
172 (
= . 1)
| 7(; x, :
Kat 8 nachylenia osi ukiadu ptytki pomiarowej do osi gtdéw-

nych przewodnoéci cieplnej zwigzany jest ze wspStrzednymi
punktu na izotermie w sposéb nastepujacy

x \ .
88 =3, (2)

-

zatem

N __.i__."_1
m_ts(8+¢)-x,\2 tg 8. (3

Po odjeciu stronami od rdwnania (3) wyrazenia tg 8 otrzy-

muje sie .
A v
g (8 +0) -th:tgG(A—;-->. (4)

Dla wartosci /\1 niewiele réznigcej si¢ od wartosci /\2;
kat # dazy do zera i wdwczas korzysta;ac 7z przyblized

sin e ¢ i cos (@ +%8) =2 cos 9

kat nachylenia izoterm do osi uktadu wspbirzednych, zwigzanych
z krawedziami ptytki pomiarowej mozna wyznaczy¢ 2z zaleznodci

1 g M .
® = 5 sin (20) -/g- 1. i(5)
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OCHOBBI TEHJIOHPOBOIIHOCTI/I AHMU3O0TPOIIHBIX CPE[

KparTkoe coOpnepxaHUue

B paboTe DPUBOZATCH MaTeMaTHUYeCKMe ¥ (M 3MYECKHE OCHOBH TE-
HJOOPOBOJNHOCTH AHKBOTPONHHX Cpel, &4 B YaCTHOCTH 3aKOH Jyphe,
PacCMaTpPUBaEKTCS BONPOCH, CBA3aHHHE ¢ cHMMeTpne# Tensopa rTenxo-
IPOBOIHOCTH y» B3AUMHHMH COOTHONSHWAMM MEXXY HANDABICHHAMU BEK-
TOpa TElOBOI'0 NOTOKA ¥ IPAiWeHTa TeMIepaTypH, 2 Takke C Te-
NJIOBHM KOHTAKTHHM CONPOTHBJIGHHEM B AHU3OTPONHHX TeJdaX. [[pHBO-
IuTcAa IMQEepeHHHANbHOEe ypaBHeHUE TEeNJONPOBOAHOCTE C yYyeTOM
COOTBETCTBYNNETO Ipeo0pas OPaHUA CHCTEMH KOOpIUHAaT, ObGecneydBa—-
pmero tBeIEHME AHUBOTPONHHX 32734 K H3OTDONHHM,. [aeTCA TaKEe
KparTkhi 0630D SKCIEPUMEHTANLHEX METOXOB, HCHOJL3YEMHX LIS OIpe-
JeneHWd COCTABIAWIUX TEH30pa TENJAONPOBOLHOCTH, & KPOME TOIO
TaKXe U AHAJHTHUYECKHX ¥ YHCJICHHHX METCJO0B, MCIOIb3yeMHX NPH
pemenuu npo6ieM aHU3OTPONHOH TEHIONPOBOIHOCTH.



FUNDAMENTALS OF HEAT CONDUCTION IN ANISOTROPIC
: ' MEDIA

Summary

This paper discusses mathematical and physical fuhdamentals
of heat conduction in anisotropic media dealing with Fourier s
constitutive law, symmetry of conductivity tensor, mutual geo-~
metrical relations between heat flux vector and temperature
gradient directions as well as the thermal contact resistance
in anisotropiec bodies. It presents heat conduction differentisl
equation with an appropriate coordinate axis transformation
enabling to transform anisotropic problems to isotropic ones.
It gives also a short survey of the experimental methods used
to determine the conductivity tensor components together with
the analytical and numerical methods applied for finding so-
lutions of anisotropic heat conduction problems.
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