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O PEWNYM SPOSOBIE ZBIERANIA
SYMETRYCZNYCH MACIERZY RZADKICH
W METODZIE ELEMENTOW SKONCZONYCH

W pracy przedstawiono efektywnodé zastosowania pewnej
-techniki zbierania symetrycznych macierzy rgadkich w rozwig-
zaniach chwilowych pdl temperatur metodg elementdw skoriczo=-
nych. Macierze "przewodnodci® i "pojemnosci cieplnej" pamig=-
tane sg w trzech Jjednowymiarowych tablicach: w dwéch catkowi-
tych generowanych beszpodrednio z powigzani weztowych elementdw
oraz w jednej rzeczywistej. Atrakecyjnosé proponowanej techni-
ki zbierania macierzy rzadkich polega na znacznej oszczednos~
¢l wymaganego pola pamigei oraz -istotnym zmniejszeniu liczby
‘komunikacji miedzy centralng i zewnetrzng pamigcia komputera,
Zastosowanie iteracyjhej metody Gaussa-Siedela do rozwigzania
liniowego ukadu réwnar algebraicznych znacznie upraszcza

proces przygotowania danych, ze wzgledu na dowolnogé sposobu
numeracji wezidw, '

1. WSTEP

Zastosowanie metod réznicowych lub elementdw skodiczonych
do problemdw przewodnictwa prowadzi do uktadéw rdéwnan algebra=-
icznych, ktdérych macierze majg charakter pasméwy, co 6znacza;
iz'zawierajq Znaczng liczbe elementdw zerowych usytuowanych
nastepujacos

ajj = 0.0 dla J >-i+m¥, 7 (1)
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gdziet 1,3 = 1,24+0..0n = liczba punktéw siatki,
m - szerokodé péipasma maclerzy, réwne liczbie nad- -
przekatnych,

Usycie metody réinic skoficzonych w geometrii jedno lub
dwuwymiarowe) Jest szczegbinie wygodne, gdyz prowadzi do zwar-
tych macierzy trdjdiagonalnych lub pieciodiagonalnych, dla
ktérych opracowano bardzo sfektywne schematy eliminacji [1].
-Sg one jednak nieprzydatne w metodzie elementdéw skodczonych,
ktéra daje w ogélnym przypadku znacgznie szersze pétpasmo,
Wewngtrz pasma pojewiajg sig elementy zerowe, & ich iloéd
oraz szerokosé wstegli ™m" zalezne sg tylko od powigzaid wezio-
wych i od sposobu globalnej numerec]i stopni swobody elemen=-
6w , - .

Poniewas szerokosé pSipasma "m" moZna okre§lié jako maksy-
malng réznice pomiedzy najwigkszym i nejmniejszym numerem
stopnia swobody w elemencie (w przypadku skelarnego pole
temperatur - numerem wezia), wiadciwy dobdr sposobu numeracji
daje znacznie mniejSZé m", mniejszg liczbe elementdéw zero-
wych, a wigc oszczednodd pamigci -1 ograniczong liczbe operacji
komputera na slementvach zerowych., ‘

w Ogélnym jednak przypadku dla nieregularnej geometril
obszaru nie mozna podaé uniwersalnej metody witasciwej numera-
cji, stgd proces optymalnego przygotowania danych Jest zmudny
1 czasochionny. i '

_ W ostatnich latach opracoweno efektywne procedufy dla
zwartych schematéw eliminacji Gaussa pray macierzach symetry-
cznych i pasmowych, Dopuszcza sig¢ w nich znaczne wielkosci
"m", co jest mozliwe dzigki blokowemu zapisowi tablic w pamig-
cl zewngtrzne} [2], bads jednoczesnemu procesowi generacji

i eliminacji okredlonych wierszy macierzy'[B].

Nie narzucaja one w istocle zddnych ograniczer na wielkoéd
tablic, wymagaja jednak znacznych czaséw komputera ze wzgledu
na duzg liczbe komunikacji miedzy pamigcig centralng a zew-
netrzng. Jeat to szczegblnie istoine w problemachgnieétacjonar-
nych 1lub nieliniowych, gdzie uk*ady réwnan sg rozwigzywane
wielokrotnie, '

W zagadnieniach przewodzenia w ciatach statych, gdzie po~
szukuje sig¢ wartosci weziowych pola skalarnego, rzadko liczba
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- niewiadomych osigga wartosé kilku tysiecy, a w geometrii pa-
‘skiej czy osiowo-symeétrycznej na ogét nie przekracza tysigesa.
Dla takich przypadkéw przedstawiono sposéb zbieranie rzadkie]j
macierzy “przewodnoéciﬂﬁw problemach niestacjonarnych takze
"pojemno$ci cieplnej") przy uzyciu techniki zblizone]j do za-
stosowanej przez Gustavsona dla dusych niesymetrycznych tablic
[4]. Choé metode eliminacji Gaussa jest szczegbélnie atrakeyj-
na dla.dqdatnio_okfeélonych macierzy symetrycznych, gdy% nie
wymagé wyboru elementu gkéwnego i zachowuje symetrig, to jed=
nek zmiana charekteru rzadkiege tablicy przez wzrost elemen-
téw niezerowych w pasmie, preferunje metody iteracyjne,,zwlasz-
cza przy bardziej wyrafinowane] technice zbierania tylko wy~-
razdéw niezerowych,

3. OPIS METODY

Zastosowanie dyskretyzacji przestrzennej i czasowe]j dla
przyblizonego rogzwigzania réwnania Fouriera prowadzi do
algebraicznego ukZadu réwnai liniowych

[a] {o} ={r}, (2)

gdzie: {¢}, {R} - odpowiednio wektory weztowych wartosci tem=
peratur i prawych stron réwnan,
W przypadku réznicowego przyblizenia pochodnych czasowych

{Lp(t+At)} ~{owa} + oot {ocsr anfra-oat {oco)} , 3
gdzies
’ 6@ - parametr schematu niéjawnego,
At - krok czasowy,

{w}- wektor weziowych wartodci pochodnych czasowych tem=
peratury,

a takze w problemach ustalonych oplsywanych réwnaniem Poissona
macierz [A4] jest symetryczna, a nadto ma charakter pasmowy

4(1,3) = 0,0 dla |I-d>m, (4)
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bedacy efektem wysoce zlokalizowanego udziatu poszczegdlnych
elementéw w tablicach globalnych, W zestawieniu z peing ma-
cierzg daje to redukcgg liczby pamigtanych wyrazéw z n2 do
n(m+1) oraz liczby operacji komputera w procesie eliminacji

caussa z (X +n?) do (mm(m + 1) #2m + 1).

.Wéwnqtrz wategi . "m" moze jednak wystepowad znaczna licze-.
ba ier, ktéra zalezna jest od charakteru powigzan weztowych,
a‘wigc od sposobu numeracji stopni swobody uktadu,

Dla eliminacji tych zbednych wyrazdw zerowych dwuwymlaro-
wa macierz symetryczna

A(1,J),

- gdzies I 1,240ceeyn ~ liczby stopni swobody ukiadu,
d =2 1,2,00ce,y(m+1),
pamletana jest przy uzyciu trzech jednowymiarowych tablic.
Niezetrowe wartodci gdérnej czesdci macierzy wraz z przekgtng
zbierane sg wierszami do tablicy S(K), a biezagcag wartodé
indekgu K dla réwnania I wyraza wzdr

I-4
=Z ni+k Py (5)
i=1

gdzie: _
n; ~ powigkszona o jeden liczba sgsiaddéw weza "i"
o} globalnych,nume:ach wyZszych od "i", k = 1,2,..,n14
Numery kolumn kolejnych wyrazéw w S(X) gromadzone sg w
tablicy wskaZnikowej MNWS(K), a poZozenie w niej wyrazdw
z giéwnej przekgtrej okreslone przez

T =:Z:ni + 1, | (6)

zapisuje sie¢ w ILE(I).

Technike zapisu ilustrujé przyktad przedstawiony na ry-
sunku 1.
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1] X l X X

2 X X X

3| X |L.X | X X

4 y X X, | x NHSM)=L&124Z£{i&4ﬁ
_ 736767788

5 ] X | X |X

. ; ~ 1 ILE(N): 14,741,44,1749,21

7 T X X

8 Re X

Rys. 1

Wymiary macierzy‘ S(K) oraz NWS(K) =5 jednakowe i réw-
ne liczbie niezerowych wyrazdw w gdrnej tréjkatnej czedci ma-
cierzy 4(I,J) wraz z przekging, a wiec

n-1

\Kn=1 +Zni , - (7)‘

=1

zag tablica TLE(N) szawiera tyle elementdéw, ile jest rdwnai.
’ Tablice wskaZnikowe okredlajgce szkielet macierzy genero-
wane sg bezpodrednio z powigzan weztowych eleméntéw, ktére w
omawianej metodzie numerycznej stanowia dane do programu.
Opracowana procedura tworzy najpierw lokalng dwuwymiarowg ta-
blice okredlajgcg elementy, do ktdrych nalesg kolejne weszty
0 numerze n, co pozwala unikngé zbednego, wielokrotnego
sprawdzania powigzaid wezZowych wszystkich podobszaréw, na
ktére podzielono przestrzed, '

Numery stopni swobody tych elementéw sBg przeszukiwane, a

do NWS(K) zapisywéne te, ktdére sg wigksze lub réwne aktual-
nemu n, i ktdére nie byty upfzednio wprowadzone,
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Jesli w rozwaZanym problemie wystepula warunki brzegowe
Dirichleta (nieruchome stopnie swobody), to w hmomencie two=-
rzenia szkieletu macierzy eliminowane sg zbgdne wiersze i
kolumny (zapisywane w innych tablicach), a numery niewiado=-
mych wez¥owych ulegajg przesunieciu,

Prezentowana metoda daje istotne zalety w postaci znacz-
nych oszczednosci pola pamigci, eliminacji operacji na elemen-
tach zerowych oraz dowolnego sposobu numeracji wezxdéw (tylko
w przypadku iteracyjnego rozwigzania uktadu 16éwnan).

Dla oceny pierwszej 2z nich przedstawiono w tablicy 1 po-
réwnanie wielkosci dwuwymiarowej macierzy pasmowe]j z optymal-

nie dobranym pasmem, z rozmiarami tablic w proponowanej meto-
dzie. '

Tablica 1

| 1ICZBA EL,RZECZ gﬁgTNgéé
E E IEJ=~
LICZ LICZBA ELEM : ¢ ¢
Lp. PASMO * | S{(K) ORAZ CAIK, SZENIA
R NE% MACIERZY PASM, NWS(K) + ILE(N) | POLA PA-
. . MIECI
1 | 356 20 6480 1514 (R) 2.143
, : 1838 (C)
2 1225 37 45325 5917 (R) 3.471
. 7142 (C)
3 2500 | -51 127500 12202 (R) 4,739
. 14698 (C)
¥ s | 33 4785 841 (R) " 2,62
986 (C)

*)Dotyczy przykadu z rys. 2,

Uzyto tu prostej siatki czterowezowych prostokgtéw w ob-
szarze 1(0.0 < x<L)N{0.0=y<L)! przy zmiennej liczbie po~
dziakdéw wzdtuz obu osi, ktére determinowaty okreslong liczbe
réwnan,

Relacje te bedg inne, je$li przy tej samej liczbie wezkdw
i tym samym obszarze uzyje sie innych elementdéw. Zalezne tes
begda od liczby wymiardéw geometrycznych, liczby stopni swobody
i elementéw schodzgcych sie w wesle. .
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Liczba rféwnari 145
Pasmo - 73

Liczba elementow
macierzy pasmowe/ 4183

KONFIGURACIE :

=9
nA=92

lp=6
nD=16

n=Y ni(li+1)p =841
. [ ] LE=15
ng =12

Rys., 2 -
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OdpowiedZ na pytanie jak duze rezerwowad tablice S5(X) oraz
NWS(K) nie jest wcale oczywisté, choé bardzo istotna, zwia-
szZcza gdy znajdujemy sie na granicy mozliwosci pamieci opera-
cyjnej komputera. _

Wymiary ich bowiem gzalezg od konfiguracji eiementéw, do
ktérych nalezy dany wezet, liczby weziéw o tym ustawieniu,
liczby stopni swobody w elementach i obszarze, od jego brze-
géw (w sensie -ile podobazardéw schodzi sig w punkcie brze gowym),
"Pod pojegciem konfiguracji rozumie sle liczbe sgsiaddéw danego
stopnia swobody w okreslonej siatce, WielkoSci tablicy S(K)
oraz NWS(K) mozna znale?é przez prostgq analize siatki.
Wygenerowad z niej trzeba rézne ustawienia sgsiadéw wezka i
skorzystaé ze wzoru

=1 ng(1,4+1) , (8)
Iﬁaziii

gdzie
n; oznacza liczbg punktéw majgcych te samg ilosé sgsia-
© déw, rdwng li._

Rysunek 2 pokazuje sposdb wyselekcjonowania wzorcdw powig~
zad wgzowych na przykiadzie elementdw trdéjkqtnych wysszego
rzedu, '

Na podstaewie przedstawionych tu rozwasasd w Instytucie Tech-
niki Cieplnej Politechniki Warszawskiej'opracowano program
COMES rogwigzujgcy liniowe rdéwnanie Fouriera w geometfii pza~
skiej i osiowo~symetrycznej metodg elementdw skodczonych z
wykorzystaniem techniki macierzy rzadkich i iteracyjnej metody
Gaussa~Siedela z nadrelaksacjg (5).
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O HEKOTOPOM TEXHUKE COCTABJIEHMS
PEJKUX CHMMETPUYHBIX MATPHUI{ [I0 METOIV
KOHEYHBIX 3JIEMEHTOB

Kparkxoe CcOIepxaHUEE

Paboma DOCBANEETCHI BOUPOCY HCCASNOBAHUA 3QPEeKTHBHOCTH IDU-
MEHEHEA HeKOTOpo# TeXHVKM COCTABAGHHUS CUMMETPHUHHX DPeJKHX Ma-
TpHIl UpE DemeHWH [38kad, CBASAHHHX C ONpeleleHweM NOXeil TeMme-
paTyp OO MeTOILy KOHEWYHHX BIeMeHTOB. Marpui “"nposogumocTr”

7 "wenIoeMKOCTH" 35IOMUHAKNTCA B TPOX OIHOMEDHHX Tabauiax:

IBYX HOIHOCTBH TeHePUDPYEMHX HENOCPEeILCTBEHHO HE ' OCHOBAHHE y3I0-
BHX cBA3ell daeMeHTOB ¥ onuo#t gpeficreuMreaprnoif. IIpHBIEKATEABHOCTH
‘nmpezaaraeMolfl TEXHUKH COCTaBIeHMA [eIKHX MATDHI 38KANYAETCA

B BHEYETEALHOY DKOHOMHH TpeCyeMOTO HOXS NEMATHE H B BHAUHTENb-—
HOM COKpameHWy uYHCcla KOMMYHMKAIE MeXZIy OnepaTHBHOH m BHemHEeH#
IaMATED DJCKTPOHHO-BHUMCAHTEJNbHOE MamwHH. HCOOAB30BAaHUE HTE-
PANUORHOTO MeTOX2 [aycca-3ujedd XU PENeHHA IuHeitnoft cucreMu
anrre6pauuecKHX ypaPHeHHME! 3HAUATENBHO yIpomaeT NpOLecC IPHIO-
TOBIEHHA LAHHEHX, YTO CBASAHO ¢ OPOM3BOJBHOCTHM CcHOcoba Hyme-
POBAHUA Y3JI0B.

ON CERTAIN TECHNIQUE OF THE STORING SPARSE
SYMMETRIC MATRICES IN FINITE ELEMENT METHOD

Summary

An example of the application of +the sparse matrix
technique in the investigation of field problems using the
finite element method is presented, This technique is very
useful because of the considerable saving of computer storage
and significant reducing of communication time between central
and auxiliary memory units. In the case, when Gausg-Seildel
iterative method is used the process of data preparation
becomes very simple due to the fact, that the node numbering
can be made in an arbitrary way.

Rekopis dostarczono w lutym 1978.



