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ZASADY FORMULOWANIA
MODELI MATEMATYCZNYCH
ZJAWISK CIEPLNO-PRZEPLYWOWYCH

W pracy przedstawiono podstawy bilansowania ekstensywnych wielkosci fizycznych, zasady
tworzenia réwnar konstytutywnych i zamkni¢é modeli. W oparciu o podstawy termodynamiki
klasycznej i proceséw nieodwracalnych przedstawiono wariacyjne sformulowania modeli. Podano

sposoby upraszczania opisu matematycznego i wynikajace stad teorie: warstwy przy$ciennej,
przepltywu w kanale.

OZNACZENIA

~ dyfuzyjnos¢ cieplna, wspétczynnik absorpcii
— cieplo wlasciwe

— energia

— energia wladciwa

— sita, wielko$§¢ ekstensywna

— sila jednostkowa, funkcja, parametr wiasciwy
— bezwymiarowy profil temperatury

- przyspieszenie ziemskie

— entalpia

— strumieni termodynamiczny

— kret

— wspolczynnik fenomenologiczny

— masa

— moment sily

— wektor kierunkowy

— ciSnienie

— cieplo, Zrédlo

— gesto$¢ strumienia ciepla, Zrédlo wlasciwe
— promieni
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— entropia, pole powierzchni bocznej
— entropia wlasciwa

— temperatura

— czas

— energia wewngtrzna wlasciwa

— objetosc

— objetos¢ wladciwa

— predkos§é

sity termodynamiczne

— zmienna niezalezna

— wsp6trzedna

— wspblrzedna

— wspdlczynnik rozszerzalnosci termicznej
— grubo$é, symbol Kroneckera

— tensor permutacji

— dynamiczny wspdlczynnik lepkosci
— kinematyczny wspélczynnik lepkosci
— gestosé

— naprgzenie styczne

— wielko§¢ ekstensywna
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Indeksy dotycza:
1,2,3 — wspdlrzednych

w — Scianki

k — kinetycznej

s — entropii

v — objgtosci

x — sil termodynamicznych

J — przeptywéw termodynamicznych
P — ci$nienia

t — termicznej

h — hydrauliczne;j

WSTEP

Przewidywanie przebiegu proceséw, w tym proceséw cieplnych polega na ba-
daniu ich modeli. Model odtwarzajacy fizycznie proces nazywa si¢ modelem
fizycznym, a model opisany zalezno§ciami matematycznymi nazywa si¢ mode-
lem matematycznym. Modelowanie matematyczne przeprowadza si¢ wtedy, gdy
proces posiada dostateczny opis matematyczny. Modelowanie matematyczne
zjawiska lub procesu przeprowadza si¢ w kilku etapach:



e formuluje si¢ opis matematyczny zjawiska,

e ustala si¢ metode rozwiazania problemu oraz algorytm obliczefi, wykonuje
sie obliczenia,

e poréwnuje si¢ uzyskane rezultaty z modelem fizycznym rzeczywistego zja-
wiska.

Jezeli nie znajduje si¢ odpowiedniej metody rozwigzania lub uzyskany re-
zultat nie jest zadowalajacy w poréwnaniu z wynikami modelu fizycznego,
wprowadza si¢ zmiany w modelu matematycznym zjawiska i caty proces mode-
lowania powtarza si¢. Przy formulowaniu modeli matematycznych taczy sie
wiedzg fizyczng o zjawisku z wiedza matematyczng [1], [9], [10], [11], [16],
[18], [20].

W opisie matematycznym zjawisk cieplno-przeptywowych zachodzacych
w przestrzeni i czasie wystgpuja rézne wielkosci fizyczne. W zaleznosci od roli
jaka odgrywaja w zjawisku rozrézniamy wielkoS$ci ekstensywne 1 intensywne.
Moga one mie¢ 16zny charakter tensorowy: skalarny, wektorowy lub tensora
wyzszego rzedu.

Przestrzen fizyczng, w ktérej zachodzi zjawisko uwaza si¢ za przestrzefi
jednorodng i izotropowa. Modeluje sie ja przestrzeniq Euklidesa, w ktérej
istnieje tensor metryczny. Tensor jako obiekt fizyczny lub geometryczny istnieje
niezaleznie od ukladu wspélrzednych. Rozpatrujac zjawisko lub proces wyod-
rebnia si¢ w przestrzeni za pomoca powierzchni zamknigtej przedmiot badan,
zwany ukladem. Uklad zawiera stale ta sama materi¢ molekularng oraz pole
zwigzane z ta materia. Przestrzei zajgta przez uklad w chwili poczatkowej
nazywa si¢ objetosciq kontrolng, a powierzchnia otaczajaca objgto$¢ kontrolna
nazywa si¢ powierzchniq kontrolng. Uklad zawiera stale te same czastki mate-
rii, natomiast przez objgto$¢ kontrolng przechodza rézne inne czastki z wyjat-
kiem chwili poczatkowej (rys. 1).
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Rys. 1. Uktad, objetoéé kontrolna, powierzchnia kontrolna

Rozréznia si¢ dwie metody opisu ruchu: metode substancjonalng, Sledzaca
czastki ukladu zwana metodq Lagrange'a i metode opisujaca zachowanie sie



materii w objetoSci kontrolnej, zwana metodq Eulera. Wielko$é, ktéra opisuje
szybko§¢ zmian funkcji opisujacej wlasnosci czastek nazywa sie pochodng
materialng lub substancjalnq. Mozna ja wyrazi¢ w zmiennych materialnych lub
przestrzennych. Wiasnosci globalne uktadu wyrazaja si¢ przez calki rozciagnie-
te na objeto$¢ zajeta przez uklad. Pochodna materialng wielkosci globalnej

podaje tzw. ogdlny teoremat transportu wielkosci ekstensywnych Reynoldsa
[13], [17].

1. PODSTAWY BILANSOWANIA WIELKOSCI
EKSTENSYWNYCH

Podstawowe prawa fizyczne, ktérym podlegaja wszystkie osrodki ciagle to:

a. zasada zachowania masy (Lavoisiera),

b. zasada bilansu pedu (Newtona),

c. zasada bilansu momentu pedu,

d. zasada bilansu energii (Joula — Pierwsza Zasada Termodynamiki),

€. Druga Zasada Termodynamiki, kt6ra okresla kierunek zachodzenia proceséw.
Zasady bilansowania mozna przedstawi¢ w postaci ogélnej w zmiennych

materialnych:

F=2" =90, )

gdzie: F(m,mv,E) i Q(0,F,Q-L).
Aby uzyskaé zapis we wspélrzednych przestrzennych wykorzystuje sie og6lny
teoremat Reynoldsa.

Dla parametréw skupionych w objgtosci kontrolnej mozna na podstawie og6lne-
go teorematu transportu wyprowadzié zalezno$c:

s dF _F N~ ..\ _N~poy 2
Fo g = 0t 2 Vi) = 3 (fi) g = @ @

1

a dla parametréw roziozonych w objgtosci kontrolne;j:
of=q lub ¥+J=q, 3)

gdzie: J = (pfw;) - strumied, ¢ = Q/m.

a. Zasada zachowania masy, na podstawie (1):

. d
m=E!p(xk,t)dV=0. @)



Po wykorzystaniu ogélnego teorematu Reynoldsa otrzymujemy:

[(B+ow,,) =!(%%+(pwi)’i)dV= 0. o)

|4

Wynikaja stad lokalne — rézniczkowe prawa zachowania.
Teoremat transportu Reynoldsa szczegdlny, wprowadza si¢ w przypadku, gdy:

By = [(pQy)dV. ©
|4

Po wykorzystaniu zasady zachowania masy z ogdlnego teorematu transportu
Reynoldsa otrzymuje si¢:

B = [(pQ,)dV = [(p0Q,)dV. )
v v .
b. Réwnanie bilansu pedu, wykorzystujac (1), mamy:
2‘% !pwidV - !cg")dS+!pﬁdV. ®)

Po skorzystaniu z teorematu szczegdlnego Reynoldsa oraz twierdzenia Gaussa-
-Ostrogradzkiego otrzymuje sig:

[(oui+0fi-pw)dv = 0. ©)
14

Catkowa postaé pozwala na otrzymanie lokalnej postaci.

¢. Réwnanie bilansu kretu lub momentu pedu, wykorzystujac (1), ma postac:

d n
— fsijkxjpwde = fsijkxjtde+feijkxjpfde. (10)
dvs, 5 v

Uwzgledniajac teoremat szczegblny Reynoldsa (zasadg zachowania masy) oraz
réwnanie ruchu, uzyskuje si¢ €,,0; = 0.

Oznacza to, ze tensor o, jest symetryczny przy spelnieniu réwnania bilansu
masy i pedu.

d. Réwnanie bilansu energii, wykorzystujac (1), ma postac

Dla zachowawczych p6l masowych:

di(Ek+U+Ep) = [viw,ds+[g,dv-[qnas, (11)
¢ S | 4 | 4

gdzie:

= %! pww,dV; U = !u\,dV; fi=-E,;



Dla ciata sztywnego U = 0 i wéwczas przy braku wymiany ciepla i Zrédet
ciepta zmiana energii jest spowodowana tylko praca sit powierzchniowych.

Przy braku sil powierzchniowych energia mechaniczna (kinetyczna + poten-
cjalna) jest zachowana, co wynika z (11). Wyznaczajac bilans energii wew-
netrznej z zalezno$ei (11), mamy:

fp idv = fokidk,.dV—fqi’,.dV +fqudV. (12)
| 4 | 4 | 4 v

Mozna go uzyskaC z bilansu energii catkowitej lub przez odjecie od bilansu
energii catkowitego bilansu energii mechanicznej (energic kinetyczna i energie
potencjalna lub prace sil powierzchniowych).

Wprowadzajac ci$nienie oraz tensor naprezen stycznych do tensora naprezefi

O = —Sup+1y

otrzymamy z (12) réwnanie energii wewnetrznej:
. 1
pu = _qi,i_p(;) FTuWik T4y - (13)
ii

Zwykle interesuje nas rozklad temperatur. W tym celu do réwnania energii
wewnetrznej (13) wprowadzamy entalpie:

h=u+2,
p

Korzystajac z prawa zachowania masy otrzymuje si¢ réwnanie bilansu energii
wewngtrznej w postaci:

dh _ dp

Py = ™ 4 FTuWikt 4y - ' (14)
W wielu zagadnieniach pomija si¢ zmiany ci$nienia, wéwczas:
dT
P s = % T Tk T 9y (15)

e. Nier6wno$¢ entropijna.
Wprowadzamy bilans energii i masy do réwnania Gibbsa w postaci:

p ( ; )

du ds p ds

= T -— = T -_ (16)
P dt P dt P dt dt

Otrzymuje si¢:

ds (1 ) 4 _ 1 1
P+ =i == = T+ =tuw, 2 0. oY)
o ode \T7, T"



Przedstawione prawa fizyczne sg shiszne dla kazdego oSrodka (gazdéw, cie-
czy, cial stalych).

Réwnania zapisane w zapisie tensorowym sa niezmiennicze i nie zaleza od
uktadu wspdtrzednych.

2. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE I ZAMKNIECIA
MODELI

a. Rownania konstytutywne to zwiazki wiazace stan obcigzenia mechanicznego
(stan naprezen) ze stanem odksztalceri o§rodka:

F(0, 6,5 s 8y5 €)= 0. (18)

Odzwierciedlaja one najwazniejsze modelowe cechy oSrodka. R6wnania konsty-

tutywne podlegaja ograniczeniom, tzw. postulatom:

¢ determinizmu (wyznacza jednoznacznie naprgzenia),

¢ lokalnego dziatania (lokalny stan napr¢zen zalezy od lokalnych deformacji),

e niezalezno$ci materialnej (stan napr¢zeri nie zalezy od ukladu wspéhrzed-
nych),

i innym.

Uproszczone i zlinearyzowane réwnania konstytutywne przedstawiaja si¢ naste-

pujaco:

0 = Cijkmekm

19)
lub

i = %jkmOkm (20)
Uwzgledniajac symetri¢ tensor6w oraz izotropie o§rodka, liczbg niezaleznych
wspotczynnikéw redukuje si¢ z 81 do 2. Tak jest np. dla ciat sprgzystych
(Lame'go), dla plynu lepkiego. Zgodnie z postulatem o lokalnej réwnowadze
mozna lokalnie wprowadzié entropi¢ i zdefiniowac temperaturg i ciSnienie.

b. W stanie réwnowagi obowiazuje réwnanie stanu np. u = u(p, p). Wprowa-
dzajac do opisu temperaturg musimy dysponowaé réwnaniem termicznym i ka-
lorycznym stanu lub réwnaniem fundamentalnym. 7. zasady stanu wynika, ze:
dla substancji zlozonej liczba niezaleznych parametr6w opisujacych stan, to
wszystkie parametry intensywne wykonujace prace odwracalne oraz temperatura
i jeden dowolny parametr ekstensywny fatwo mierzalny.

c. W przypadku oddzialywania termicznego potrzebne jest réwnanie Fouriera:

g = -AT,. 1)



Jezeli uktad realizuje kilka proceséw nieodwracalnych, zalezno$é na odpowied-
nie strumienie jest bardziej ztozona, okrefla ja termodynamika proceséw nieod-
wracalnych.

Do réwnania Gibbsa, z termodynamiki klasycznej, wprowadza si¢ pochodne
substancjalne: energii wewnetrznej, gestoSci czynnika (z bilansu masy). Nastep-
nie w tak zapisanym réwnaniu identyfikuje si¢ strumienie termodynamiczne
oraz Zrédlo entropii. Zrédto entropii daje si¢ przedstawi¢ w postaci sumy ilo-
czyndw sif termodynamicznych X; i strumieni termodynamicznych J:

o, = X, J,.

Po zdefiniowaniu sil i strumieni w ramach liniowej termodynamiki proceséw
nieodwracalnych mozna zapisa¢ zwiazki liniowe np. na strumienie:
Ji = Ly X,
gdzie: .
L, — wspdtczynniki fenomenologiczne tworzace macierz symetryczng. Jest
to tak zwana Zasada Onsagera lub Czwarta Zasada Termodynamiki
[8], [12], [21]. ‘
Powyzsze zwiazki zwane sa réwnaniami fenomenologicznymi. Wystepujace
w nich wspélczynniki L,; dotyczace czystych proceséw (przewodzenia ciepta,
dyfuzji itp.) wyznacza si¢ na podstawie znanych praw fizyki (Fouriera, Ficka,
Ohma 1tp.). Wspétezynniki dotyczace proceséw ,krzyzowych” (L, = L,;) wy-
znacza si¢ eksperymentalnie. Z uwagi na to, ze Zrédlo entropii jest dodatnie,
wspolczynniki fenomenologiczne musza spetnia¢ odpowiednie zwiazki wynika-
jace z dodatniego okre§lenia formy kwadratowej, jaka tworza strumienie (twier-
dzenie Silvestra). Réwnania fenomenologiczne po wyznaczeniu wspGlczynni-

kéw sa ponownie wprowadzane do réwnan bilansowych. Ogélnie réwnania te
mozna zapisa¢ w postaci:

apf;
Ae4) (% LX), - 4 @)
Jak wynika z (22), réwnania bilansowe sa sprzeZone przez odpowiednie
czlony zwiazane z przeplywem strumieni: masy, pedu i energii.
Aby istnialo jednoznaczne rozwiazanie szczeg6lnego problemu musza byé
dodatkowo zdefiniowane warunki jednoznacznosci problemu: geometria ukladu,
warunki graniczne (poczatkowe i brzegowe), wlasnosci fizyczne osrodka.

3. WARIACYJNE SFORMULOWANIA PROBLEMU

Sformutowanie wariacyjne zagadnienia daje mozliwo$¢ zapisania praw fizycz-
nych w alternatywnej formie ekstremum funkcjonatu. Zagadnienia rozwiazywa-



ne metodami wariacyjnymi mozna podzieli¢ na dwie grupy. Do pierwszej zali-
cza si¢ zagadnienia wariacyjne prowadzace do réwnania minimalizujacego
funkcjonat (Eulera-Lagrange'a). Do drugiej grupy naleza tzw. zagadnienia
optymalizacyjne [2], [3], (6], [7], [19].

Sformulowanie wariacyjne zagadnienia daje mozliwo$¢ zapisania praw fi-
zycznych w alternatywnej formie ekstremum funkcjonatu. Zadanie sprowadza
sie do skonstruowania odpowiedniego funkcjonatu. Sprawdzeniem doboru wias-
ciwego funkcjonatu sa réwnania Eulera-Lagrange'a wynikajace z minimalizacji
tego funkcjonatu. W przypadku zagadnien cieplno-przeptywowych powinny one
mieé postaé réwnaf bilansowych: masy, pedu i energii. Opis wariacyjny ma
szereg zalet. Po pierwsze operujemy catkami, a nie pochodnymi. Po drugie
wiasnosci funkcjonatu nie zaleza od uktadu wspéirzednych. Po trzecie funkcjo-
nat w postaci calki daje mozliwo$¢ uzycia innych metod przyblizonych w roz-
wiazaniu.

Zagadnienia optymalizacyjne polegaja na wykorzystaniu wiasno$ci ekstre-
mum funkcjonatu. Ekstrema te wynikaja z zasad fizycznych lub proponowanych
hipotez. W termodynamice proceséw réwnowagowych funkcjami takimi moga
byé potencjaly termodynamiczne: energia, entalpia, funkcja Helmholtza czy
Gibbsa, w zaleznosci od wiezéw uktadu. Korzystajac z kryteriéw (funkcji) ter-
modynamiki klasycznej przyjmuje si¢ brak nieodwracalnosci w procesie. Jest to
czasami zbyt duze uproszczenie. Korzystanie z kryteriow réwnowagowych wy-
maga specjalnych zatozen upraszczajacych lub tez sztucznego wmontowania do
opisu nieodwracalnoéci. Aby skorzysta¢ z wariacyjnego sformutowania proble-
mu ujmujacego nieodwracalnosci nalezy stosowaé kryteria termodynamiki pro-
ceséw nieodwracalnych: minimum produkcji entropii i minimum dyssypacji
energii. Kryteria te dotycza przypadkéw, gdy strumienie i sity termodynamicz-
ne na granicy ukladu nie zmieniaja si¢ w czasie. Wtedy ukiad osiaga stan
stacjonarny, a dyssypacja energii lub produkcja entropii wewnatrz uktadu osia-
ga warto§¢ minimalna. Minimum produkcji entropii lub réwnowazne mu mini-
mum dyssypacji energii naleza do kryteriéw liniowej termodynamiki proceséw
nieodwracalnych. Oznacza to, ze obowiazuja one dla stanéw stacjonarnych
niezbyt oddalonych od stanu réwnowagi. Mozna wéwczas przyjaé, ze wspot-
czynniki fenomenologiczne sa niezalezne od sit i strumieni termodynamicznych
i spelnione sa zalezno$ci Onsagera-Casimira. Jest to mozliwe, gdy czlony
konwekcyjne (nieliniowe) w réwnaniach bilansowych sa pomijalne. Réwnaniem
rézniczkowym minimalizujacym funkcjonal jest najcze$ciej réwnanie bilansu
energii wewnetrznej lub pedu. Przydatno$é metody badawczej opartej na kryte-
rium minimum produkcji entropii lub minimum dyssypacji energii rozstrzyga
ostatecznie eksperyment.

Bardziej ogélnym kryterium wychodzacym poza ramy liniowej termodyna-
miki proceséw nieodwracalnych jest kryterium ewolucji. Z potencjatu ewolucyj-

nego otrzymujemy te same réwnania zachowania, ktére zostaly uzyte do jego
konstrukcji [19].



4. MODELE OSRODKOW PLYNNYCH

Plyn lepki Newtona opisuja réwnania [5], [15]:

%,
ot

1. Ok * pfi = PW, 23
pit = 0,d, - q; ;-

(pwk)’k =0.

2. Réwnania konstytutywne:

g =-p,
d
T = 21Dy
3. Termiczne réwnanie stanu:
p =p(p,T).
4. Kaloryczne réwnanie stanu:
u=u(p,T).
5. Strumieni cieplny:
q; = -AT,.

Ponadto:

. (1
ps+(—q.) > 0.
T P

Jest to ukfad 16 réwnafi z szesnastoma niewiadomymi.
Wprowadzajac réwnania konstytutywne do réwnania ruchu (23) otrzymuje sie
réwnanie Naviera-Stokesa (N-S):

PW, = =P+ 1w, +pf;. (24)

Wprowadzajac réwnanie Fouriera do réwnania energii (23) otrzymuje si¢ réw-
nanie Fouriera-Kirchhoffa (F-K). Dla cieczy niescisliwych przedstawia sie ono
nastepujaco:

pc, — =(3\.7:i)_+1:..w...+qv, (25)

Réwnanie energii po wprowadzeniu entalpii sprowadza si¢ do postaci:

dT élnv \ dp
e —=—q, .+ T.W, . 26
pc, dt ( alnT)p dt ql,z + TxJW‘J *+q, (26)




dla matych zmian p mozna otrzymaé réwnanie F-K. Dla nieizotermicznego
plynu w polu ci¢zkosci (konwekcji naturalnej) stosuje si¢ koncepcje Boussines-
ga. Réwnanie ruchu po wykorzystaniu koncepcji Boussinesqa przedstawia si¢
nastepujaco:

dw,

dt

pw = P = PW,-,j,-‘P,;‘Poﬂ(T‘Tb)g- (27)

5. UPROSZCZENIA OPISU MATEMATYCZNEGO

Uproszczenia opisu matematycznego polegaja m.in. na przyjeciu, ze:
» stale sa wlasnodci fizyczne,
* zagadnienie jest stacjonarne,
* zmniejszone sa wymiary przestrzeni,
* pomini¢to cztony w réwnaniach lub warunkach brzegowych.
Uproszczenia polegajace na ocenie rzedu wielkosci cztonéw réwnarn opisuja-
cych zagadnienie, to teorie: warstwy przySciennej, przeptywu w kanale, przeply-
woéw pelzajacych ... .

Teoria warstwy przysciennej

Pole predkosci i temperatur podzielono na: obszar silnych gradientéw predkosci
i temperatur, obszar malych gradientéw. Obszar silnych gradientéw wystepuje
na matych odlegtodciach od Scianki. Daje to mozliwo$¢ wprowadzenia uprosz-
czei. W wyniku uproszczefi -otrzymuje si¢ rézniczkowe réwnania warstwy
przyscienne;j. '
Réwnania rézniczkowe warstwy przy$ciennej:
W ey Py Lop T
ox Y dy p Ox dy?

3

ay (28)

oT 8T &*T 4,
—+w, — =a + .
*ox Y9y dy c,p




Réwnania rézniczkowe warstwy przySciennej pozwalaja na znalezienie tzw.
§cistych rozwiazan. Uzyskane przez scatkowanie réwnan rézniczkowych, calko-
we réwnania warstwy przyS$ciennej pozwalaja na znalezienie rozwigzai przybli-
zonych,

Réwnania catkowe warstwy przyScienne;:

6'1
d T
-‘-i;{wx(wm—wx)dy = i
29
. (29
d q,
& [w/(T.-T\dy = -~
dx{wx( -~ T)dy pc,

Pierwsze z tych réwnafi to réwnanie Karmana, a drugie to réwnanie Kruzylina.
Przeptywy w kanatach

Przyjmuje si¢ nastgpujace zalozenia upraszczajace:

_ ow, awx_ 8T 8T
W, > W > ;— > —.
ay ox Jdy Ox

Woéwczas dla g = const otrzymuje si¢ réwnanie energii w postaci:

W, d(T) _ a_l___a_(ykﬂ)’ (30)
dx y* dy dy
gdzie: k = 0,1, 2 w zaleznoSci od ukladu wspétrzednych.
Dia T, = const
wxd(”G:aii(ykﬂ), 31)
dx yk dy dy
gdzie:
G- v T
T, —(T)

k = 0,1, 2 w zalezno$ci od uktadu wspéirzednych.

Srednia warto§¢ temperatury (T) w przekroju kanatu mozna uzyskaé z bilansu
globalnego kanatu.

Przeptywy jednowymiarowe
Przy wyprowadzeniu réwnan bilansowych korzysta si¢ z og6lnych réwnari bi-

lansowych, ktére uérednia si¢ po przekroju kanatu (rys. 2), np. dla przypadku
bilansu masy mamy:



d . d
E!pdV—E[dlllpdS,

(32)
[eds = <p)s.
s
Rézniczkujac substancjalnie catke po wspélrzednej I otrzymuje sig:
d o((p)S) , 9
— Sdl = || —F—~+— Sw)ldl =0 33
G @sa= [| A8 Sersw @)
lub w postaci lokalnej: |
o((p)s) , 9
— Sw) =0. (34)
5 "5 ((PISW)

W analogiczny spos6b uzyskuje sie réwnania bilansu pedu i energii oraz nie-
réwnos$é entropijng Clausiusa-Duhema dla przeptywu jednowymiarowego.

Rys. 2. Usrednienie réwnaii — réwnania jednowymiarowe

ZAKONCZENIE

Modelowanie zjawisk jest jedna z metod ich poznania. Jezeli modelowanie
zostalo prawidlowo przeprowadzone, to rozwiagzanie matematyczne dostarczy
wszechstronnej wiedzy o badanym zjawisku lub procesie. Wiedza ta pozwoli na
przewidywanie przebiegu i skutkéw zjawiska w réznych warunkach, kontrolo-
wanych przez czlowieka (technice), czy tez niekontrolowanych (przyroda).



W przypadku zjawisk kontrolowanych przez czlowieka, wiedza o zjawisku
pozwala na optymalizacj¢ pozadanych dla czlowieka skutkéw. Istotny jest cel
prowadzenia badad, w zaleznoSci od niego w rézny sposéb przeprowadza sie
modelowanie. Moze to by¢:

¢ dalszy rozwd6j nauki,

* che¢ zastosowania wynikéw w praktyce inzynierskiej.

Wyniki, ktére maja by¢ zastosowane w praktyce musza byé na ogét potwier-
dzone przez eksperyment. Poczynione w modelowaniu uproszczenia moga
prowadzi¢ do wynikéw nie zadowalajacych praktyki. Zmusza to badacza do
weryfikacji modelu. '

W przypadku, gdy wyniki badari maja stuzyé poznaniu zjawiska — rozwojo-
wi nauki, wéwczas, podczas sekwencji badafi wyciaga si¢ wnioski, jakie do-
tychczas popetniono bledy podczas modelowania, jak nalezy formutowaé kolej-
ny model zjawiska aby wyniki zblizyé do rzeczywistosci. Podczas takich badan
powstaje zawsze pytanie, czy dotychczasowa wiedza o zjawisku jest wystarcza-
jaca do formulowania modelu zjawiska. Czgsto sukces badacza uzalezniony jest
od badan innych badaczy. Prawidlowo uzyskane wyniki moga mieé¢ duza uni-
wersalno$¢ i by¢ moze, beda przeniesione do innej dziedziny wiedzy posiadaja-
cej zjawiska majace ten sam model matematyczny. Takie wyniki badafi maja
najwigksza warto$¢ i sa przedmiotem poszukiwai wytrawnych badaczy.
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PRINCIPLES OF FORMULATION OF MATHEMATICAL MODELS
FOR THERMAL AND FLOW PHENOMENA

Summary

In the paper principles of making balances of extensive physical quantities, constitutive
equations and the closure problems for the models were presented. Variational formulations of
the models based on the classical and non-equilibrium thermodynamics were given. Simplificat-
ions in the mathematical description of thermal and flow phenomena, which lead to theories of
the boundary layer and the channel flow, were discussed.

IIPABHIIA GOPMYJIMPOBAHUSA MATEMATHYECKHAX MOJIEIEA
IMPOTOYHO-TEINOBLIX SBIIEHHA

KpaTkoe coxepXxaune

B paboTe NIpenCTAaBIEHEl OCHOBEI COCTABIEHWS (aJlaHCOB SKCTEHCHBHEIX (H3HIECKHX
BEeJIMYWH, NpaBENAa OGpa3oBaHWS KOHCTHTYTHBHEIX YPaBHEHWH W 3aKIIOYSHHH MOJENeH.
Ha oOCHOBE KIACHYECKOH TEPMONMHAMUKM H HeOODATHMEIX IpPONECCOB IPENCTABIICHO
BapHAITAOHHOE thopMyMmpoBanne Mojeneir. [logaHsl CIOCOGE! YIIPOIIECHHSA MAaTeMAaTHIEC-
ROT0 OIMMUCAHAS M CIEHYIOIYe OTCIONE TEOPHH: MOrPaHWIHOIO CIIOA M TeYeHWN B KaHAle.



