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O PRZEWODNOSCI CIEPLNEJ ZMIENNEJ Z TEMPERATURA

1. Wstep

Przedmiotem rozwazan Jjest proces przewodzenia ciepta w
stanie ustalonym w ukitadzie JednowymlarOWym (rys..1).
Ciato przewodzgce ciepio
Jjest ciatem ciggiym, pozosta- t
jacym w tej samej fazie (naj-~’

lepiej stalej),nie podlegaja~-
cym zadnym przemisnom, pozba=-
wionym wewnetrznych - Zrddel
ciepta i izotropowym. Efekty
krzyzowe w ukiadzie nie wyste-
puja.Cialc to moze mieé prze-
wodnoéé cieplng A ,zalezna od
temperatury i moze by¢ niejed- t;
noroéne;niejednorodnoéé rozu- [
miana jest jako odnoszgca sie ‘
do procesu przewodzenia cie- 0 o
pla w stanie ustalonym, tzn. Rys. 1
mozliwe Jjest dla dowolnych X,

1%

<'l--- e

Alxy) # A(xy), O<x<d. 1)
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Z tych wzgleddéw mogzna wyrdznié jednoznacznie dwie granice
ciata (powierzchnie piyty nieograniczonej), & misnowicie po-
wierzchnige L 1 powlerzchnie P.

Piyta nieograniczona umieszczona jest w takim zewnegtrznym
polu termicznym, Ze na obu powierzchniach piyty ustalone sg
state temperatury.

Powierzchnia 1 moze odpowiadaé x = O, a powlerzchnia P
x =d 1 wtedy miedzy ustalonymi temperaturami t, i t2 przewo-—
dzony Jjest strumien qr$ albo tez (po odwréceniu plyty w zew—
n¢trznym polu termicznym) powierzchnia L odpowiada x =d, a
powierzchnia P x = 0 i wtedy pomiedzy ustalonymi temperatu-
rami t1 i t2 przewodzony Jjest strumien qp. Zmiana strumieni
moze byé rdéwniez dokonana (bez obrotu piyty) przez zmiane kie-
runku zewnegtrznego pola termicznego.

Przewodzenie ciepita w rozwazanym uktadzie opisywane jest
kiasycznym prawem Fouriera

q4= -2t 4, @)

przy czym lstotna przewodnosé cieplna

8q (grad )
0 gra

Jezell przewodnosé cieplna jest funkecjg temperatury

A=A (t), to mosna w uktadzie jednowymisrowym w stanie ustalo-
nym postuglwaé sie pojeciem Sredniej (efektywnej) przewodnos-

A= . (3)

grad t = O

cl cieplaej: L,
3 fx(t)dt

Postaé funkeji A(t) dla rdinych cial moze byé rézna i
ilo48¢ postaci tej funkcji Jjest teoretycznie nieograniczona.

Rozwazany oérodek jest osrodkiem statystycznie niejedno-
rodnym A= A(x) (nlejednorodnosé¢ makroskopowa); przy czym na
0g6r A(x = 0) #A(x = ¢) 1 funkcja A(x) nie jest symetryczna
wzgledem plaszczyzny X z‘%;, w zwigzku 2 czym mozna wyrdinié
strone L i strong P (rys. 2).
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Dla oérodka niejednorodnego mozna réwniez postugiwaé sie
efektywng przewodnoscigs:

A 3 1
q=—d:(t1—t2)‘ 1=1 ax M (5)
§ ) A=)
Q

Tlo$¢ postaci funkcji A(x) jest teoretycznie nieograni-
czona.

W uktadzie przedstawlonym l
na rys. 1 przewodno$é cieplna A,‘
moze ogdlinie zaleze¢ 1  od

% /
weplOlrzednej przestrzenne] i aﬂWUbﬁ {::;/
od temperatury atatystyzzn

A= A(X,t). /qednarodny

" Ze wzgledu na bardzo duzg
1108¢ mozliwosel postaci fumk-
c¢ji A(x) 1 A(t),zagadnienie na-
lezy uprosciés. W niniejszych
rozwataniach bedg brane pod

uwage tylko liniowe funkeje / },

A(x) 1 A(t). o // / AN
ILinearyzacja uzasadniona 17 Jd X

Jjest przez:

~ zneczne uproszczenie opisu Rys. 2

matematycznego procesu przewodzenia ciepta, umozliwiajgce
Jjasne przedstawienie istoty rozwazanego tu efektu;

- mozliwo$é przyjecia dla wielu clal w doséé szerokim zakresie
temperatur ze wzglednie malym biedem zalezZnosci liniowych;

- mozliwo$é sprowadzenia ukiadu rzeczywistego o zaleZnoSciach
nieliniowych do rozwazanego tutaj modelu o zaleznosdiach
liniowych, jako pierwszego przybliZenia otrzymywanego przesz
zawezenie granic temperatur 1 diugosci. ’

Przewodnosé cieplna moze zmieniaé sie w rozwazanym ukila-
dzie réwniez w sposdb skokowy (ciata wieloskladnikowe).

W dalszym ciggu oméwiony zostanie kolejno proces przewo~
dzenla ciepia w ciatach ciggtych i najprostszy przypadek ukla—
du ciat wieloskitadnikowych, a mianowicie ciata dwuskladnikowe.



2, Przewodzenie ciepla W ciatach ciggiych

Przy zalozeniu liniowoscifunkeji A(x) 1 A(t) pozostaje
jeszcze pewna 1ilosé mozliwosci wynikajgca z kombinacji tych
funkcji.

Rozwazana tutaj bedzie postaé¢ funkcji A(x,t), ktéra wy-
dawata sie¢ najbardzie] logiczna 1 pozwalajgca w najbardziej
prosty sposéb przechodzié w granicy do cial tylke niejednorod-
nych albo jednorodnych lub c¢ialt o przewodnosSci zaleznej od
temperatury albo A = const.

Rozwazana jest funkcja

(6)
A(x,t) =i (1+ax) [’I + o (1 + px)t] ,

przy czym 7LL i bL odnosza sie do gramicy L osrodka.
Praypadkdi szczegbélne tej ogdlnej zaleznosci sg:

A. a=0, bL=O, ﬁ:o'
B # 03

Alx,t) = AL = const. (7)

B. =a

1]

0’ bL#o’ /B= 0;

Alx,6) =2, (1 + by t) = A(t). (8)

c. a#o, bL=0, ﬂ=o,

B# 0
A(x,t) -_-AL (1 + ax) = A(x). (9)
D. a;lO, bL¥O, ﬂ: 0‘;

Alx,t) Ay (1 + ax) (1 «+ by t)e (10)

E. a

0, bL £ 0, A # 03
Axyt) =Ap [1+ 5, (1 4 3 %] . (1)
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Przypadki A i B przedstawiajgce przewodzenie ociepta w
o$rodkach jednorodnych o staiej przewodnosci cieplnej lub o
A =A{t), jako dobrze znane, nie bedg dalej szczegbdlowo oma-
wiane.

Poréwnywane bedg w zasadzie tylko bezwzgledne wartosci
strumieni ciepta.

2.1l. Osrodek niejednorodny o wtasnosSciach niezaleznych od
temperatury

(9a) A=

%,

/
0 e

0 6

Pl PV

Rys. 2

Strumien cieplny skierowany od strony L do P oznaczono
przez q;, & skierowany od strony P do L przez qp.

A. Strumied cieplny 9,

Rozwigqzywane jest réwnanie przewodzenia ciepis

d a7l .
-&[AL (1+ax) &)= o, (12



prxy warunkach brzegowych

x=0, t:t,]:

X =6 , t=t2' (13)
Pole temperatury

ks Ml =i°§:'|*a§;. (14)

t, -t, 1n +a
Strumien cieplny

a
U4 =L, W e (17 %) (15)

Przy przejsSciu od osrodka niejednorodnego do jednorodnego
otrzymuje sie - zakladajac a—0 i stosujgc reguie de 1'Hos-
pitala - zamiast réwmah (14) i (15) znane zaleznosci okresla-
jgce t 1 q w osrodku jednorodnym.

10
t

08 N\

0 02 04 06 08 x10

Rys. 4. Pole temperatury w o4rodku niejed-
norodnym o przewodnosci cieplnej niegzaleg-
nej od temperatury

1:11‘ (1 + ax); t1=1, ta.—.o, d=1



B. Strumien cieplny qP

Réwnanie przewodzenla ciepla

d a at .
SEhoaven - g o (1o

przy warunkach brzegowych
X 0, t = t,3

d-, t = t2o (17)

X

Pole temperatury

a
t1 -t n (1 - 1T+ ad x)

= . (18
-t - &
tq 2 1n (1 T add")
Strumien cieplny
=X~ (t4 - t.,) (19)
G =A " ITn (T +ady ‘1™t 7

Zatem dla taklego osrodka niejednorodnego

q

%

2.2. 0srodek jednorodny o przewodnosSci cieplnej zimiennej
liniowo z temperatursa

Réwnania odnoszgce sie¢ do takiego oérodka sg dobrze znane i
nie bedgq tutaj wyprowadzane; mozna je otrzymaé rdéwniez Jake
przypadek graniczny z réwnan (28) i (29), przy zatozeniu
a-=-0

A:AL (1 + bt) (21)
Przewodno$¢ cleplna AL jest taka sama w caiym cbszarze

osrodka 1 odnosi sig dc t = O (najnizsza temperatura zakresu
linearyzacji).



Pole temperatury

(5 - 6) [1 43 (57 ¢ 0]

(ty = 5)[1 + 3 (5, + t5)]

. (22)

X
6

10
t

08 \\\\\
Q6 \\ g

& X N\

TN\
| N

0 02 04 Qs 08 x10

Rys. 5. Pole temperatur{ w osrodku jedno-
rodnym o przewodnoSci cleplnej zmienne]j
liniowo z temperaturg

K:lL (1 + bt t1=1. 1;2:0, d=1

Strumieh cieplny

ag =iy 148 (5 e 8] (5 - 8y, (23)

przy czym

'q_I' s 1 . (o4)

p




N

0 02 Q@4 06 08 xfp
Rys. 7. Pole temperatury w osSrodku niejed-
aorodnym o vrzewodnosci cieplnej zmiennej
z te

mperatura (wspdiczynnik temperaturowy
b.Lz'bsCOD.St)a t1=1. t2=0. d=1
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2.3+ 0O$rodek niejednorodny o przewodnoSci cieplnej ze sta-
tym wspdiczynnikiem temperaturowym

Alx,t) = AL (1 + ax) (1 + bt) , (25)
bL = b = const.

A. Strumief cieplny 9,

Réwnanie przewodzenia ciepila
dt .
qp = ~A; (1 + ax) (1 +bt) 5l (26)
przy warunkach brzegowych
x=0, t=t,|;

X

Pole temperatury

b
(o -s)[1+3 @ 0] 4o P
(£ = &) [1 + 3 (g + %) 10 e

-

Strumien cieplny

b a o PO
ag=ay [1+3 6y s )] ey (s - v 00
B. Strumien cieplny 4

Rozwigzywane jest réwnanie przewodzenia i vz () v
warunkach brzegowych

M
1
<t

n
ot

x=d , t=t1. (3c.

Pole temperatury

b
(t - t2) [’l + g-(t + tZ)] _ 1n (1 + ax e
D e T ln (1 + ad) * T
(t, = t5) ‘[1 + 5 (b+ ta)]
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Strumien cieplny

b a
ap = = A [’I +5 (t’l + tz):l I +ad) (t,] - t2) . (32)

W oarodku niejednorodnym, o statym wspSiczynniku tempera-
turowym, nie wystepuje zatem efekt asymetrii strumieni w pro-
cesie przewodzenia ciepla

97,
l@ =1. (33)

2.4, Osrodek ciagty wykazujacy efekt asymetrii strumieni
cieplnych

Rozwaﬁany Jjest osrodek niejednorodny o zmiennym wspdi-
czynniku temperaturowym b

Alx,) = Ag [1 + by (1 + 4%) t] . (34)

A. Strumien zieplny 81,

Réwnanie przewodzenia ciepia

L &l o, (33)

A [1 + b, (1 +px)t]dx = Qs (36)

przy warunkach brzegowych
x=0, t=¢t
x:d‘, t'—"tan (57)

Rbéwnanie rozwigzano wzgledem funkcji odwrotnej x(t) przez
wprowadzenie nowej zmienne].

Pole temperatury ¢
b A h
ALb B2 2 AR _Ab 8, A7‘L' th 2 ‘
Tepx=e ’u("t)q.._.{;z e & e B at|. (38)

t -
Strumien cieplny ’

&
ALl g A b B 2 .
Ao B 2_ 42 _rete 12 (i A
1+p6=9 % (4-%) 1 —L(Ll—‘—;— e B 'fe B, G‘J. (39)
L _

4
Wartosé strumienia qq, wystepuje tu W postaci uwiklanej.
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2 %
I

X 0 5 X

_..,/\ea o T

Rys. 8 Rys. 9

o

B. Strumien cieplny Ip

Przewodno$é cieplna opisywana jest w tym ukiadzie nastepu~
Jaco

A(x,t) = lL [1 + bL 1+ 46) (1 - 7{%? x) t] . (40)

Réwnanie przewodzenia ciepla

“ap [1evy a0 -] Eog . @

przy warunkach brzegowych
X
x

o, t =%,
§, t= ts . (42)

Pole temperatury

Al Ab £
P “—‘—}'q;ﬁ(ff-t’) Ay, g —?——‘q;'q H —'1;—9‘512
1 = 7‘*‘—,8-6 X =@ 1 + - T"'_ﬁd e [} P at|. (43)

t
Strumien cieplny

14
AbB e, Adp, £ AbB
2 (t/-t3) - t
1 % " ! o
1

254
AL 8 B 2,

1+M=e 1+TPW att. (4‘4)
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Wzory (39) i (44) podaja warto$ci strumieni q, i.gp W po-
stacl doé¢ trudnej do ich bezposéredniego pordwnania (np. wy-
stepuja tu caiki .feﬁ dt). Ponizej wykazano, %e strumienie te
nle sag rbéwne.

Oznaczajac AL bLﬁ

m =—2— (45)
z réwnan (39) 1 (44) mpzZna otrzymaé zalezno$é wigzgcg stru-
mienie 9, i Qp

m-g)  g(8-8)
e - @ =
g 28 fone g mafome
H
B rg O R eq"j; %at . (e
qL 4 qP 4
Jesli strumienie bylyby réwne
qL = q'P = qQ

to musiataby byé speiniona zaleznosdé

t mtz
e 7 at
F(6+8)
= €

W przypadku temperatur zredukowanych t; =01 t, =1 (1ud
ty =11 %, = 0) réwnanie (47) przyjmuje postaé

m gz
feq dt

2 = exp (%) ' (48)

(47)

co Jest mozliwe tylko (Jjedli q #ov) przy warunku
m:o. (49)

Ze wzgledu na sens fizykalny przewodnosci cieplnej lL
nie moze byé¢ réwne O, natomiast dla by = O dowledziono juz,
%e strumienie q, i dp 54 jednakowe.
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Latvem jesli

B# 0 , (50)
q.

o0 ‘?} £1, (51)
P

Nicjednorodnosé osrodka polegajaca na zmianie w przestrze-
ni wsrolezynnika temperaturowego b wystepujacego w zaleznosci
ciAxcd t wywortuje efekt asymetrii strumieni cieplnych.

3. Przewodzenie ciepia w ciatach dwuskladnikowych

Przedniotem rozwazan Jjest nroces przewodzenia ciepita w
stonie ustalonym w ukladzie jedunowymiarowym dwuskitadnikowym.

t‘ Przewodnosci cieplne obu
V cial zaleza od temperatury. Kon=-
19 //igy;/éy/;Aé>/;/ taktowy opor termiczny miedzy

ciasrami clgglymi Jjednorodnymi 1

//// i i 2 pie istnieje. RézZnice tempe-

/QL ts&qii@&( ratur miedzy zewnetrznymi po-

z /2/// “*"“1;3 wierzchniami uktadu dwuskladni-
4 / kowego wynosi zawsze v . Stru-

/s
;////l//// mien cieplny skierowany od cia~-
0 v ////, ta 1 do ¢iaia 2 oznaczono przez
,/?(i/b b qy,» 8 strumien skierowany od cia-
13 Y1 .
/// 'R A 2'<3/j 1a 2 do ciata 1 przez gp. Podob-
L aa Jhg, nie temperature styku ts 0zZna—
hl czono odpowiednio przez tgp, i
Rys. 10 tape Wartosé 54 ciepl
gp* Wartos przewodnosci ciepl-
n2j przy t = O (najniisza temperatura zakresu linearyzacji)

]

JZ3CL0Nn0 przez lo » Przewodnosci sSrednie (efektywne) w pew-
svir przedziale temperatur oznaczono, zgodnie z réwnaniem (4),
ori=2 A. 4 rozpatrywanym ukladzie powinna, zgodnie z poprzed-
nimi ozvasaniami, wystgpi¢ asymetria strumieni cieplnych:
A =2Agq (1425 8), (52)
As = Aqo 1+ b, t) . (53)
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Strumien cieplny 9y,

_Rg Aot
qr, ——d-1~ (v - tSL) =——d.2 tSL . (54)

Strumien cieplny ap

A X
Srednie wartosci A Bedqz
. b
Rap = 2gr [1 42 (0 tSL)] : (56)
b
_ b.
Aap =Aaq (1 +E'- o) (59)
1P =01 2 'sp’ °*
Wprowadzono oznaczenie
d. A
1 02 (60"

K = —=
& Aor '
przy gzym K moze zmieniaé sie¢ w granicach od O do oo

Z powyzszych réwnah mo2na otrzymaé réwnania na temperatu-
ry styku:

b el |
- (K + 1) +WK+1)2 + 2 (b, + Kby) (W +—211’2)

y (61)
b,] + K'b_2

il

%51,

=

' b
- (K + 1) +\£K + 1% 4 2(by + Eby) (¥ + —2g‘!’2)1§
t
Sp ~ b,] +Kb2

(62)
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oraz stosunek strumieni cieplnych

b,
g t 1+—5 %
9 _gose 1*2 YsL (63)
dp SP 1
1+ 73 %

Z réwnan (61), (62) i (63) otrzymano zaleznosé¢ wiazgca
strumienie Qg i p

bytkb, By o 2 by o
~(R+1)4b, g 45— 7)+ V(K+1)“+2(b #KD,) (Fa5= 0 )
q 0, 3 1H0/ W3 .
- (e4)
P ' b,+Kb b b
149, 2,2 2 2,2
(K+1)+b1 5,5, (1}+2—1}~ )-\/(K+1) +2(b.|+Kb2)(1} +2—-1} )X

Rownanie powyssze jest najbardziej prostg formg zwigzku
miedzy q, i 9 (przy rozwazaniu przewodzenia ciepls w prze-
dziale t1 - t2.zapis komplikuje sie).

Z powyzszych réwnaid wynika, 2e jesli

by £, , (65)
to
9y,
I§§'£ 1, (66)
oraz
tgp # tgp - (67)

Zatem uklad zioZony z 4dwu piyt nieograniczonych o prze-
wodnosciach posiadajgcych rézny wspodiczynnik temperaturowy
bedzie ,przewodzil ciepto w ré2ny sposéb, zaleznie od kierun-
ku strumienia cieplnego.

q
Na rys. 11 pokazano wartosci i R zaleznodci od K,V ,
%p
b, 1 b,
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b =1107, b,=-2-10"2
o ~_ . ====_b=110> b,=0

[NANE
N
15/ \\

X

> 18=500°C
14
/ 18=300°C
ol /

3 f\\ //A 8=100°C
| AN
nPay
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4. Wnioski

W powyzszych rozwazaniach wykazano, Ze w procesie przewo-
dzenia ciepla w ciatach niejednorodnych o przewodnoscl ciepl-
nej zmiennej z temperaturs moze wystepowaé asymetria strumie-
ni cieplnych. Efekt ten wystepuje wtedy, gdy przewcdnosé
cieplna zmienia sie¢ w inny sposdéb w kazdym punkcie ciala z
temperatursg.

Uktad teki zachowuje sig¢ jak "prostownik strumienia ciep-
ta" (analogicznie do prostownika prgdu), Efekt prostowania
strumienia ciepta jest na ogd:r o wiele stabszy od efektu pro-
stowania prgdu.

q('Ato) ql*Ato) J(. UO) /
//—— / it ,_f”"’—/ ] LLJ,J,L
P - ‘

-lktn *iitg -U *‘U%

Rys. 12. Analoglia migdzy cilalem asymetrycznotropowym i pro-
stownikiem pradu

Efektywna przewodnos¢ cieplna jest rdzna w zaleznodci od
kierunku przewodzenia ciepia

i, _ ety
%~ (Reelp
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Dla takiego ciata lub ukiadu cial proponowana jest nazwa
ciata asymetryczno~tropowego lub ciata posiadajacego przewod-
nos¢. asymetrycznotropows.,

Wszystkie ciata rzeczywiste (stale) sa w pewnym stopniu

niejednorodne i maja przewodnosé¢ cieplna zmienng z temperatu~
tgq; sg zatem w mniejszym lub wiekszym stopniu ciatami asyme-~
trycznotropowymi, Jednakze efekt asymetrii strumieni jest na
ogdlr bardzo staby i tylko w szczegdlnych przypadkach moze po-
giadaé praktyczne znaczenie. Natomiast istotny wydaje si¢
aspekt poznawczy wynikajacy z istnienia opisywanego efektu.

W zakohczeniu nalezy podkreslié¢, Ze otrzymane rozwigzanie
i wyniki majg znaczenie nie tylko w zagadnieniach przewodze-
nia ciepta ale i w tych -dziatach fizyki, w ktérych obowigzu~
ja prawa analogiczne do prawa Fouriera (np. dyfuzja).

PeswwMe

TenIonpoBOXHOCTh HEONLHOPOAHHX Ted KOTODHX KOsddumHeHT

TenJonpoBOLHOCTH 38BMCHUT OT TeMIepeTyDH

PaccMaTpuBaeTCA CTEUMOHADHAA TEeNJONPOBOAHOCTE NJAOCKOR He-
OrpaHUYeHHOH CTeHKH KoTopo# kowddHnuHeHT TENIONPOBOLHOCTH 32-
BHCHT OT TeMIepaTypPH.

Joka3aHo TeopeTHYECKH CYNMECTBOBAHHA acCHUMMEpH (s npormso-
TONOKHNX HanpeBJIeHHAX) TENJOBHX NOTOKOR ¥ HPPeKTHBHHEX KOB(-
fUNUeHTOR TenAONPOBOLHOCTH.

Summsaszry

Heat conduction in non-homogeneous media considering
variation of thermal conductivity with temperature

Heat conduction in steady state through an infinitely wide
non-homogeneous plane plate (one-~dimensional) considering va-
riation of thermal conductivity with temperature is discussed.

An effect of asymmetry of the rate of heat flow and
asymmetry of the effective thermal conductivity in two
opposite directions is theoretically obtained.

Wyk. ZIGPW, 2,314, n.1l00+25



