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WSTEP

Procesy zmiany fazy ciecz-cialo stale w ukladach binarnych przebiegaja w wa-
runkach zlozonej wymiany masy, ciepla i skladnika rozpuszczonego. Podczas
krzepniecia dwuskladnikowego roztworu rejony fazy cieklej i stalej rozdziela
obszar dwufazowy, ktéry w przypadku stopéw metali i niektérych wodnych
roztworéw soli ma strukture dendrytyczng. Zachodzace w nim zjawiska trans-
portu maja decydujace znaczenie na przebieg solidyfikacji. By efektywnie
kontrolowaé ten proces konieczne jest petne poznanie lokalnych pél predkoscei,
temperatury i koncentracji w obszarach ciala stalego, cieczy i rejonie wspétist-
nienia obu faz.

Z jednej strony stopien komplikacji zjawisk oraz niedoskonalo$¢ i znaczne
koszty metod pomiarowych, a z drugiej strony szybki rozwéj wiarygodnych
metod obliczeniowych uzasadniaja podjecie préby numerycznego badania tych
zjawisk. Badania takie sa jednak trudne ze wzgledu na sprzezenia pol pred-
kosci, ci$nienia, temperatury i koncentracji, ztozone wielowymiarowe geometrie
rzeczywistych obiektéw oraz nieliniowe powiazania koncentracji, temperatury
i entalpii w dodatkowych zwigzkach konstytutywnych. Zastosowanie w takim
przypadku komercyjnych, powszechnie dzi§ dostgpnych, kodéw komputerowych
jest ograniczone i nieefektywne, ze wzgledu na ich ogdlnoé¢, czasochtonnos¢
i czesto brak mozliwosci poszerzenia uzytych w nich modeli. Dlatego w symu-
lacji komputerowej ztozonych, wciaz nie do korica poznanych, proceséw trans-
portu w ukfadach binarnych ze zmiang fazy zasadne jest tworzenie oprogramo-
wania zorientowanego tematycznie, elastycznego, w ktérym implementacja
nowych modeli nie stanowi problemu, a wyniki uzyskuje si¢ W rozsadnym
czasie. Jest to szczegdlnie istotne, gdy narzedzie obliczeniowe stuzy¢ ma pozna-

niu zjawisk przez uzupelnienie, czgsto kosztownych i zmudnych, badai do-
$wiadczalnych.



W pracy oméwiono opracowany w ITC PW program symulacji komputero-
wej nieustalonej termicznej konwekcji naturalnej podczas chtodzenia i krzepnie-
cia ukladéw dwuskiadnikowych w dwuwymiarowych obszarach geometrycz-
nych i jego wykorzystanie w analizie proceséw transportu masy, pedu i energii
w rozcieficzonych wodnych roztworach soli.

Obliczeniowo-efektywny algorytm opracowanego kodu oparto na modelu
pojedynczego kontinuum, bilansach wielkosci polowych na przesunigtych
siatkach réznicowych objetosci kontrolnych oraz procedurze sekwencyjnego
i iteracyjnego rozwiazania sprzgzonych ukladéw réwnaf zachowania masy,
pedu i energii (algorytm SIMPLE [1] lub SIMPLEC [2)).

Wykorzystujac dalej prezentowany model symulacji komputerowej, przeana-
lizowano rolg anomalii gestosci wodnych roztworéw soli oraz termicznych
warunkéw brzegowych na ksztaltujace si¢ wewnatrz kuwety przeplywy i pola
temperatury. Zbadano réwniez wptyw geometrii obszaru na proces konwekcji.
Przeprowadzono takze obliczenia procesu krzepnigcia rozcieficzonych wodnych
roztwor6w soli w warunkach transportu ciepta na drodze przewodzenia i ter-
micznej konwekcji naturalnej.

1. OPIS MATEMATYCZNY

W zapisie réwnan zachowania masy, pedu, energii i skladnika ukladu binarne-
g0, podlegajacego przemianie fazowej ciecz-ciato stale, wykorzystano model
pojedynczego kontinuum (nazywany tez modelem mieszaniny lub jednofazo-
wym) Bennona i Incropery [3], w ktérym wszystkie zmienne polowe odnosza
sig do roztworu, a réwnania zachowania dla mieszaniny otrzymuje si¢ przez
sumowanie odpowiednich réwnan opisujacych prawa zachowania dla kazdej
z dwdch faz. Przyjeto tez nastgpujace zalozenia podstawowe:

* dwuwymiarowo$¢ obszaru geometrycznego, powszechnie przyjmowana na
etapie tworzenia i testowania nowych modeli obliczeniowych, w celu ograni-
czenia kosztéw tych obliczen,

* model niescisliwego ptynu newtonowskiego; zalozenie to prowadzi do wy-
mogu stalej ggstosci mieszaniny, co dla dowolnych udzialéw objetosciowych
fazy cieklej (i w konsekwencji tez stalej) implikuje réwnoéé gestosci obu
faz,

* laminarny charakter ruchéw konwekcyjnych,

* model medium porowatego dla obszaru dwufazowego i warunki nasycenia
dla roztworu wypelniajacego ten obszar (brak poréw, suma udzialéw fazy
stalej i cieklej réwna jednosci),

» zerowa predkos¢ fazy stalej,

* wobec niewielkiego udzialu soli w roztworze pominieto konwekcje natural-
na wywolana gradientem koncentracji [4].



Wprowadzenie tych zatozeri do modelu Bennona i Incropery [3] prowadzi do
nastepujacego ukladu réwnari zachowania
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gdzie x;, v;, T, p, t, W, i g oznaczaja odpowiednio: i-ta wspétrzedna global-
nego ukladu kartezjariskiego i wektora predkosci (i = 1, 2 dla przypadku dwu-
wymiarowego), temperature, ci$nienie, czas, dynamiczng lepko$é ptynu i przy-
$pieszenie ziemskie.

W powyzszym wzorze i wszystkich dalszych zastosowano skrécony zapis

sumacyjny (konwencj¢ Einsteina), gdzie powtarzajace sie indeksy oznaczajg
sumowanie w calym zakresie ich zmiennosci.
Gestos€ mieszaniny

p =r,p,+r,p, = const

gdzie r, jest udzialem objgtosciowym jednej z faz (o = I lub « = s), za$
indeksy ,,s” i ,,/” oznaczaja odpowiednio fazg stala i ciekla, jest stata zgodnie
z zalozeniem nieci§liwosci ptynu, co prowadzi do p, = p; dla dowolnego
udziatu objetosciowego r,.

Udzialy masowe i objetosciowe obu faz spelniaja relacje
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Przewodnos¢ cieplng A w obszarze dwufazowym ciecz-cialo stale definiuje sie

jako $rednia wazong z wartoSci dla obu faz, gdzie wagami sa udziaty obje-
toSciowe r,

A =rA +rl, 4)

Skladowe sit wyporu, bedace wynikiem gradientéw gestosci, przy pominieciu
udziatu gradientu koncentracji wobec malego udziatlu substancji rozpuszczonej

[6], definiuje sig, wzgledem pewnego stanu odniesienia, danego przez T, P re



pgB; = p,gcosd, B (T-T,) )

gdzie P, jest wspélczynnikiem termicznej rozszerzalnosci objetosciowej, za$
g i cosB; — odpowiednio przyspieszeniem ziemskim i kosinusem kierunkowym
nachylenia wektora sit wyporu. Réwnanie (5) jest zgodne z modelem Boussine-
sqa dla konwekcji naturalnej, gdzie zaklada sig stala ggstos¢ plynu (p = p,,)
i liniowa zalezno$¢ sit wyporu od temperatury.

Model Boussinesqa nie moze byé przyjety w obliczeniach konwekcji swo-
bodnej wody i rozcieficzonych wodnych roztworéw soli w niskich temperatu-
rach, obejmujacych punkt anomalii gestosci czynnika, gdzie nastgpuje zmiana
znaku pochodnej gestoéci z temperatura. W tym przypadku termiczne sity
wyporu definiuje sig jako [5]:

(pgB;)r = gcos0,(p, .~ p) ©)

Dodatkowy czton Zrédtowy S, w réwnaniach ruchu (1b) wynika z przyjetego
modelu przeptywu w obszarze dwufazowym traktowanym jako porowate me-
dium Darcy’ego, w ktérym spadek ci$nienia jest proporcjonalny do predkosci
plynu i jego gestosci oraz odwrotnie proporcjonalny do przepuszczalnosci
osrodka — fizycznej wtasnosci porowatego medium okreslajacej jego opor prze-
plywu

S, = wy/K M

gdzie p, jest dynamiczna lepkoscia piynu.

Wspdtczynnik przepuszczalno$ci o§rodka porowatego K, zgodnie z réwna-
niem Carmana-Kozenego [3], jest nastgpujaca funkcja udziatu objgtosciowego
fazy cieklej

K =K,rl/(1-1)? (®)

Dla substancji jednosktadnikowych o izotermicznej zmianie fazy oraz roztwo-
16w o nie-dendrytycznej strukturze obszaru dwufazowego wspéiczynnik K
dobiera sie w sposéb arbitralny (najczesciej rzgdu 10%). Wystepujaca we wzo-
rze (7) pozorna predkosé w obszarze wspdlistnienia cieczy i fazy stalej ma
postaé

v, = [ (v + (V)i = [i(0); )

wobec zalozenia (v,); = 0, gdzie f, jest udzialem masowym fazy statej lub
cieklej, zwiazanym z odpowiednim udziatem objgtosciowym przez (3).

W zapisie réwnania zachowania energii (1c) wykorzystano pojecie catkowi-
tej entalpii mieszaniny obu faz. Entalpia catkowita jest wazona suma entalpii

fazy statej i cieklej
(pH) = p(fH,+fH) = p(r,H +r H) (10)



gdzie H jest calkowita entalpia wlasciwa mieszaniny (tj. na 1 kg roztworu),
H_ — entalpia wiasciwa fazy stalej, a H, — catkowita (z efektem ciepta utajo-
nego) entalpia wlaéciwg fazy cieklej w temperaturze T roztworu. Ogdlnie,
w uktadach binarnych entalpia roztworu jest funkcja temperatury i koncentracji
substancji rozpuszczonej. W analizowanych roztworach rozcieficzonych pomi-
nieto wplyw koncentracji, zatem H = H(T). Posta¢ zaleznosci funkcyjnej
moze byé wyznaczona eksperymentalnie lub na podstawie analiz teoretycznych,

w ktérych wykorzystuje sig zalozenie lokalnej réwnowagi termodynamicznej na
granicy fazowej.

2. MODEL NUMERYCZNY I JEGO ALGORYTM
OBLICZENIOWY

Model numeryczny oparto na bilansach wielko$ci polowych w objgtosciach
kontrolnych i réznicowym przyblizeniu gradientéw tych wielkosci. Metoda
znana jest w literaturze §wiatowej pod nazwa CVFDM (Control Volume Finite
Difference Method) [7].

Dyskretyzacji przestrzennej dokonano przez wyrdznienie w rozwazanym
obszarze skoriczonej liczby podobszaréw bilansowych. Zbiér wartosci poszuki-
wanych wielkosci polowych we wszystkich wezlach dyskretyzacji opisuje
w sposéb przyblizony (dyskretny) zachowanie sig uktadu w danej chwili czasu.
W celu unikniecia nie-fizykalnych pél ci$nienia w obliczeniach numerycznych
zastosowano technike siatek przesunietych [1], gdzie bilanse masy, energii
i sktadowych pedu przeprowadza si¢ na réznych, przesunigtych wzgledem
siebie siatkach objetosci kontrolnych. Pokazano je na rys. 1. Rézne sa tez
potozenia weztéw, w ktérych poszukuje si¢ sktadowych predkosci, cisnienia
i temperatury (rys. 1).

Catkowa forma kazdego z réwnaf zachowania (1) moze by¢ zapisana,

w obszarze Qp objetoéci kontrolnej ograniczonej brzegiem Fp, w ogolnej
postaci

@ + - @ = 1
‘{atdQ f[vjcb xaxj)njdl‘ ‘{deg (11)

gdzie skalar ¢ = 1 dla réwnania zachowania masy, ¢ = pv; dla réwnania
bilansu sktadowej pedu oraz @ = p H dla réwnania zachowania energii. W roz-
wazanym modelu nie ma dyfuzji masy (3, = 0 w (1a)), za$ dla réwnania za-
chowania pedu 3 = p, oraz y jest przewodnoscia cieplna w réwnaniu energii.
Ponadto n; oznacza sktadowa normalnej zewnetrznej do brzegu objetosci



kontrolnej, objetosciowe Zrédio Q, = 0 w (la) i (1c), zas§ w (1b) przyjmuje
postac:

Objetosc
Objetosc kontrolna
kontrolna skalara
y-sktadowej
pedu Objetosé

kontrolna

Brzegoua N\ o ou
objetosé D :
kontrolna /////// /
skalara T

@ Wezet interpolacji skalara (temperatura, cisnienie)
¥ Wezef interpolacji x-skiadowej predkosci
4 Wezet interpolac;ji y-sktadowej predkosci

Rys. 1. Siatka przesuni¢tych objetosci kontrolnych

Wykorzystujac réznicowe przyblizenie gradientu wielkosci polowej ¢ oraz
uSrednienia objetosciowe [6] czlonéw akumulacji i ifc’)dlowego w obszarze
komoérki bilansowej i u§rednienie polowe strumienia normalnego na fragmencie
brzegu tej komdrki bilans wielkosci polowej @ w typowej objetosci kontrolnej
(pokazanej na rys. 2) mozna zapisaé jako '
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Aby zapewnieni¢ ciaglos¢ strumienia dyfuzyjnego na wspélnej granicy dwéch
sasiednich objetosci kontrolnych, w ktérych dyfuzyjnosci cieplne moga byé

rézne (np. rézne materiaty lub rézne fazy), wykorzystano model $redniej harmo-
nicznej dyfuzyjnosci [1].



W celu uniknigcia niepozadanych efektéw przestrzennych oscylacji (tak
zwanych wiggles) i numerycznej dyfuzji, w przypadkach, gdy transport konwek-
cyjny dominuje nad dyfuzyjnym, szczegélnej uwagi wymaga interpolacja stru-
mienia konwekcyjnego przez granice
komérki  bilansowej. Musi  ona
uwzglednia¢ fakt, ze transport kon- -
wekcyjny zachodzi tylko w kierunku
i wzdluz wektora lokalnej predkosci.
Stosuje sig tu specjalne formy interpo-
lacyjne znane pod nazwa technik pod
prad (upwind techniques). W opraco-
wanym modelu i programie zastoso-
wano interpolacje hybrydows i wy-
kladnicza [6] — opcjonalnie wybiera
sie jedna z nich.

Warunki brzegowe na powierzch-
niach  ograniczajacych rozwazany
obszar moga byé trzech typéw —
zadana wielko$¢ (w ogélnym przypadku w postaci funkcji potozenia i czasu)
poszukiwanej funkcji polowej ¢ (warunek Dirichleta) lub znany strumiefi nor-
malny tej wielkoSci w postaci zadanej statej wartoéci lub funkcji potozenia
1 czasu (warunek Neumanna) lub w postaci zwiazku miedzy wielkoscia ¢ ijej
gradientem na powierzchni brzegowej (warunek konwekcyjny Robina). W celu
realizacji tych warunkéw w modelu numerycznym, wyrézniono na siatce dys-
kretyzacji dodatkowe wezly brzegowe dla skalara i sktadowych wektora pred-
kosci, ktérym przypisuje sig zerowa objetosé kontrolng (rys. 3a).

Dla réwnania pedu warunek (14) wyraza zwiazek naprezeri lepkich na
Sciance ze sktadowa gradientu predkosci normalna do powierzchni brzegowe;j,
zas$ dyfuzyjno$¢ x jest lepkoscia dynamiczng ptynu. Powyzszy zwiazek zawiera
w sobie wszystkie trzy typy warunkéw brzegowych i pozwala je modelowaé
w jednolity sposéb w kodzie numerycznym. Wszystkie traktowane sa jako
przypadki szczegdlne warunku trzeciego rodzaju.

W bilansie wielkosci ¢ (wzdr (13)) w objgtosci kontrolnej przylegajacej do
fragmentu brzegu obszaru zastgpuje si¢ strumieri d¢ /dn wartoéciami wynika-
jacymi z zadanych warunkéw brzegowych, tj.:

ae @ N

Rys. 2. Bilansowa objgto$¢ kontrolna

-(xg—:)B = (@) p(Pp = Pre) +(qy) 5 (14)
gdzie ¢, , « ° i g, oznaczaja odpowiednio wartosci ¢ na zewnatrz obszaru,
wspdiczynnik ,.konwekcyjnej” wymiany i warto§¢ znanego strumienia na grani-
cy B. W przypadku réwnania energii wielkosci te oznaczaja odpowiednio
temperaturg oSrodka otaczajacego, wspélczynniK przejmowania ciepta i zadany
strumien ciepla, za§ x jest przewodnoscia cieplna.
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=P Wezet brzegowy x-skiadowej predkosci

+ Wezef brzegowy y-sktadowej predkosci
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Rys. 3. Warunki brzegowe: a) wezty brzegowe dla skalara i sktadowych predkosci, b) strumient
przez zachodnia granice przybrzegowej objetosci kontrolnej skalara

Gdy (q(p)B =0 i (ocq))B — ® to @z — @, tzn. do zadanej wartosci
brzegowej funkcji @ (warunek Dirichleta). Jesli («,)p = 0, to znany jest stru-
mied (q,)p (W szczegblnym przypadku, gdy jest on réwny zeru sztywna
§cianka ograniczajaca obszar jest adiabatyczna). Wreszcie, gdy (q,)p = 0
i(a,)p * 0 wystepuje ,.konwekcyjny” warunek Robina.

Réwnanie (13) mozna zapisaé dla kazdej objgtosci kontrolnej (wewngtrznej
i brzegowej) dla skalara (temperatury lub entalpii) oraz kazdej objgtosci kon-
trolnej dla bilansu sktadowych pedu (rys. 1). Otrzymuje sig¢ w ten spos6b uktad
réwnaf rézniczkowych zwyczajnych (ze wzgledu na czas) modelu pétdyskret-
nego, tj. takiego w ktérym zastosowano jedynie dyskretyzacje i interpolacje po
zmiennych przestrzennych. W celu scatkowania tych réwnan w czasie wykorzy-
stano catkowicie niejawny, bezwarunkowo stabilny schemat Eulera [6]. Uzyska-
no w ten sposéb uktady réwnan algebraicznych o niesymetrycznych macierzach



(ze wzgledu na obecno$¢ transportu konwekcyjnego) bedace dyskretnym odpo-
wiednikiem réwnan zachowania (1). Rozwiazano je algorytmem Thomasa
z iteracyjnym obieganiem kolejno poziomych i pionowych linii siatki dyskrety-
zacji — metoda LTDMA [1].

Zapisanie bilanséw masy pedu i energii dla wszystkich objetodci kontrolnych
na siatce przesunietej prowadzi do sprzezonych duzych nieliniowych ukladéw
réwnan algebraicznych. Te sprzezenia wynikaja z obecnosci sit wyporu w réw-
naniach ruchu, temperaturowej zalezno$ci wiasnosci ptynu oraz konwekcyjnego
przenoszenia energii w obszarze. W modelu plynu niesci§liwego wystgpuje tez
niejawne sprzgzenie pol ci$nienia i predkosci. Wobec braku réwnania stanu, nie
ma réwnania opisujacego zmiany ci$nienia. Wielko$¢ ta dopasowuje sig niejaw-
nie do pola predkosci w kazdej chwili czasu poprzez warunek niescisliwosci.
Nieliniowo$ci w wynikowym uktadzie réwnari s3 wynikiem sit bezwladnosci
dzialajacych na ptyn, temperaturowych zmian wlasnosci termofizycznych cieczy
i ciata stalego oraz przemiany fazowej, w ktdrej entalpia jest nieliniowa funkcja
temperatury. :

Ta ztozono$¢ modelu numerycznego powoduje, ze bezposrednie, jednoczesne
rozwiazanie calego sprzezonego ukladu réwnafi cigglosci, pedu i energii jest
czasochlonne i wymaga duzych pamieci operacyjnych komputera, zwlaszcza
w zagadnieniach wielowymiarowych. By tego unikna¢ stosuje si¢ rézne techni-
ki rozprzggania wspomnianego ukltadu réwnan, ich linearyzacji i poprawiania
rozwiazania w kolejnych iteracjach.

W opracowanym kodzie obliczeniowym wykorzystano techniki poprawiania
pdl cisnienia i predkosci w sekwencyjnych i iteracyjnych algorytmach SIMPLE
{11 i SIMPLEC [2]. Zaadoptowano do nich model o§rodka porowatego (3] dla
obszaru wspélistnienia faz cieklej i stalej oraz entalpowa metode [7] opisu
procesu przemiany fazowej ciecz-cialo stale.

W kazdym kolejnym kroku czasowym obliczenia realizuje si¢ je nastgpu-
jaco:

» Dla poczatkowego pola cisnienia rozwiazuje si¢ zlinearyzowane réwnania
pedu uzyskujac wstepne pole predkosci, ktdre na ogdt nie spetnia réwnania
ciaglodci (1a).

» Wprowadza si¢ poprawki dla weztowych wartosci ciénienia i sktadowych
predkosci. Wstawiajac je do dyskretnych réwnari pedu otrzymuje si¢ zwig-
zek miedzy poprawka predko$ci w rozwazanym weZle oraz poprawkami
predkosci i ci§nienia w wezlach sasiadujacych. Upraszcza sig ten zwiazek
przez pominigcie udziatu poprawek predkosci w punktach siatki réznych od
rozwazanego. Zabieg ten, stosowany w algorytmie SIMPLE [104] nie wply-
wa na dokladno§é uzyskiwanego zbieznego rozwigzania na koricu procesu
iteracyjnego, wpltywa jednak na szybko$§¢ zbieznosci procedury kolejnych
przyblizen oraz technikg podrelaksaciji kolejnych zmian pél predkosci i ci§-
nienia [1], konieczng dla uzyskania zbieznosci. Dlatego w algorytmie
SIMPLEC [2] w celu przyspieszenia zbiezno$ci pomija si¢ nie poprawki,
lecz réznice migdzy poprawkami predkosci w punktach sasiadujacych a po-



prawka w analizowanym wezle. Wstawiajac poprawki predkosci, powiazane

wyzej omOéwionym uproszczonym zwiazkiem z poprawkami ci$nienia, do

dyskretnej formy réwnania ciagloéci otrzymuje sie réwnanie Poissona dla
tych ostatnich. Jego rozwigzanie, metoda gradientéw sprzezonych, daje zbiér
wezlowych warto$ci dla poprawki ci$nienia.

Dodajac je do poczatkowego pola cisniei otrzymuje si¢ poprawione cisnie-

nia. Korzystajac ze zwiazku miedzy poprawkami ci$nienia i predkosci obli-

cza si¢ te ostatnie i wyznacza si¢ nowe skltadowe wektora predkosci, ktére
spetiaja réwnanie ciaglosci.

* Tak wyznaczone dyskretne pole predkosci wykorzystuje sie do rozwigzania
réwnania energii zlinearyzowanego przy wykorzystaniu algorytmu zapropo-
nowanego w [7]. Kolejne przyblizenie entalpii catkowitej H i entalpii cieczy
H, rozwija si¢ w szereg Taylora, wykorzystujac znang zalezno§é¢ H(T).
Wstawia si¢ je do dyskretnej formy réwnania energii (1c), danej réwnaniem
typu (13), i oblicza nowa iteracjg pola temperatury. Na jej podstawie wyzna-
cza si¢ nowe wartosci entalpii i proces kontynuuje az do osiagniecia zgod-
nosci kolejnych przyblizefi pdl temperatury i entalpii catkowitej z krzywa
H(T).

* W kazdym kroku zewnetrznej iteracji kontroluje sie poprawnos¢ bilansu
masy. Gdy blad jej zbilansowania, sprawdzany w kazdej objetosci kontrol-
nej, jest wickszy od zalozonej tolerancji (zwykle 10°-107%) wéwczas wraca
si¢ do pierwszego kroku i powtarza kolejne, przedstawione wyzej, etapy az
do osiagnigcia zbieznosci. Gdy jest ona zadawalajaca, przechodzi sie do
kolejnego kroku czasowego.

3. WERYFIKACJA DOKEADNOSCI
MODELU NUMERYCZNEGO

W celu weryfikacji doktadnodci opisanego wyzej modelu numerycznego i jego
algorytmu dokonano poréwnania uzyskanych rozwiazan z innymi, dostepnymi
w literaturze, rozwigzaniami numerycznymi dla wybranych wzorcowych proble-
moéw, powszechnie uznawanych za wymagajace testy doktadnosci modeli przy-
blizonych.

Pierwszym analizowanym problemem wzorcowym byl przeptyw recyrkula-
cyjny w kanale o przekroju kwadratowym, wypelnionym lepkim, niesci§liwym
plynem, wywotlany ruchem gérnej powierzchni kanatu przesuwajacej sie pozio-
mo ze stala pregdkodcia U. Obliczenia przeprowadzono na regularnej siatce
40x40 objgtosci kontrolnych dla dwéch réznych wartosci liczby Reynoldsa,
Re = 10? i Re = 10%, zdefiniowanej jako Re = U pL./u,, gdzie L_ jest wyso-
koscia kanatu.



Uzyskane pola linii pradu i konturéw stalego cisnienia w stanie ustalonym
przedstawiono na rys. 4. Obliczone pola predkosci i cisnieri sg w bardzo dobrej
zgodnosci z wynikami prezentowanymi w [6]. Potwierdza to przedstawione na
rys. 5 poréwnanie ustalonych profili predkoéci wzdhuz poziomej i pionowej linii
centralnej przekroju kanatu.

W celu weryfikacji modelu numerycznego i jego algorytmu obliczeniowego
w przypadku wzajemnie powiazanych ruchu ptynu i wymiany ciepta, rozwiaza-
no klasyczny problem wzorcowy, jakim jest ustalona laminarna konwekcja
Boussinesqa w kanale o kwadratowym przekroju. Réwnania (1) i ich odpowied-
niki dyskretne zapisano w zmiennych bezwymiarowych. Scianki poziome ku-
wety przyjeto jako adiabatyczne, za$ powierzchnie pionowe mialy state, ale
rézne temperatury. Bezwymiarowa temperatura $cianki lewej byta réwna jed-
nosci, a prawej zeru. Uzyskane struktury przeptywu (linie pradu) i pola izoterm,
pokazane na rys. 6 dla trzech réznych liczb Rayleigha, Ra, sa bardzo bliskie
wynikom prezentowanym przez innych, np. [5].

Lmle prqdu Re = 100 Lmle prqdu Re = 1000

AN

Linie izobar, Re = 1000

ah. .

Rys. 4. Linie pradu i linie stalego ci$nienia dla ustalonej konwekcji wymuszonej w kanale
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Rys. 5. Profile predkosci wzdtuz pionowej i poziome;j linii centralnej przekroju kanatu

Woda i analizowane w pracy rozcieficzone wodne roztwory soli wykazuja
anomalie gestosci w niskich temperaturach (od 0°C do 4°C). Jesli zakres tem-
peratury konwekcji naturalnej w tych roztworach obejmuje ten przedzial, wow-
czas w przestrzeni zamknietej (kanale) powstaje skomplikowana struktura
przeptywu, charakteryzujaca si¢ obecnoscia dwéch wirdw cyrkulujacych
w przeciwnych kierunkach. Takie obrazy przeptywu obserwowano w badaniach
eksperymentalnych [10, 11, 12].

W opisie matematycznym nie jest spelnione pierwsze z zalozed modelu
Boussinesqa — o liniowej zmianie gestosci i sit wyporu z temperatura. W tym
przypadku czlon sit objetosciowych w réwnaniu pedu przyjmuje postac (6),
a problem jest wymagajacym testem dla modelu numerycznego.

W celu sprawdzenia dziatania opracowanego kodu w tej sytuacji przeprowa-
dzono obliczenia termicznej konwekcji naturalnej w dwdch rozcieficzonych
wodnych roztworach chlorku sodu o stezeniach wyjsciowych 0,6% i 1% za-
mknietych w kuwecie o przekroju kwadratowym 0,05x0,05 m. Uzyskane
wyniki poréwnano z rezultatami obliczefi otrzymanych przy uzyciu programu
metody elementéw skoriczonych (MES) opisanego w pracy [5].

W pracy [5] wykazano, na drodze poréwnafi z wynikami eksperymentu, ze
model MES jest wiarygodnym narzedziem obliczeniowym konwekcji naturalnej
wody w zakresie temperatur obejmujacym anomalie jej gestosci. PoniewaZ
analizowane w pracy rozcieficzone wodne roztwory NaCl zachowuja sig podob-
nie, rozwiazanie MES przyjeto za wzorzec do poréwnari. W obliczeniach ko-
dem elementéw skoriczonych zastosowano siatkg 25x25 elementéw dwupara-
bolicznych. Pionowe $cianki kanatu mialy stala temperaturg: ,,goraca” lewa
§cianka — temperature 9,5°C, a ,,zimna” prawa — 0°C. Poczatkowa temperatura
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w kuwecie byla réwna temperaturze §cianki goracej. Wyniki MES poréwnano
na kolejnych rysunkach z rozwiazaniem réznicowym, oznaczanym dalej MRS,
dla trzech réznych czaséw procesu (100, 500 i 1500 sekund) i st¢zenia soli 1%.

Oba rozwiazania sg bardzo bliskie zaréwno w przebiegach linii pradu, jak
i linii statej temperatury. Niewielkie r6znice widoczne s3 w §rodkowym obsza-
rze kuwety, gdzie wystepuje stagnacja przeptywu dla stgzenia 1% (rys. 7).
W konsekwencji pojawiaja si¢ nieznaczne réznice w przebiegach izoterm i war-
tociach temperatury w poblizu $cianek adiabatycznych i Srodkowej czedci
kuwety (rys. 8). Rozbieznoéci obu rozwiazan, ktére wynikaja z odmiennych
technik interpolacyjnych, sa jednak tak matle, iz mozna wnioskowa¢, ze opraco-
wany model MRS jest wiarygodnym narzg¢dziem obliczeniowym proceséw
konwekcji naturalnej w ktérej sity wyporu sa nieliniowa funkcja temperatury.

W celu weryfikacji entalpowego opisu efektu ciepla utajonego w przemianie
fazowej i modelu oSrodka porowatego dla obszaru dwufazowego ciecz-cialo
stale, tworzacego si¢ miedzy zakrzeptym materialem a ciecza przy krzepnigciu
roztworu binarnego, rozwiazano przypadek solidyfikacji stopu metali Al-Cu
w formie odlewniczej o kwadratowym przekroju (0,05x0,05 m). Stop alumi-
nium i miedzi o udziale wagowym drugiego z metali réwnym 4,5% miatl naste-
pujace wlasnoéci termofizyczne (takie same w obu fazach): ciepto wiasciwe
¢ =1 kI/(kg'K), przewodnosc cieplng 100 W/(m-K), gestos¢ 2500 kg/m®,
lepko$¢ dynamiczng 2,5 - 107 kg/(m-s), wspStczynnik rozszerzalnosci objetos-
ciowej 4 -1075, Ponadto, temperatura eutektyki i likwidusa wynosita odpowied-
nio 550°C i 650°C, za$ ciepto krzepnigcia 400 kJ/kg. W obliczeniach przyjgto
model Boussinesqa dla konwekcji swobodnej i liniowe zmiany entalpii catkowi-
tej z temperatura. :

Poczatkowa temperatura wynosita 700°C. Izotermiczne S$cianki pionowe
mialy temperaturg: 500°C (lewa) i 700°C (prawa), za$§ $cianki poziome byly
adiabatyczne. Otrzymane wyniki, w postaci linii pradu i ksztattu obszaru dwu-
fazowego dla trzech wybranych czaséw zamarzania przedstawiono na rys. 9. Sa
one zgodne z wynikami prezentowanymi w pracy {7].

t = 20 sekund t = 100 sekund t = 150 sekund

Rys. 9. Struktura przeptywu w obszarze cieczy i dwufazowym oraz ksztalt obszaru dwufazo-
wego (miedzy liniami stalych temperatur solidusai i likwidusa) w procesie solidyfikacji stopu
Al-4,5%Cu
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4. ANALIZA POPRAWNOSCI FIZYCZNE]
MODELU NUMERYCZNEGO

Analiza poprawnosci fizycznej modelu obliczeniowego ma daé¢ odpowiedZ na
pytanie, jaki jest stopiefi jego zgodnodci z rzeczywistym badanym procesem.
Uzyska¢ ja mozna jedynie przez poréwnanie obliczefi z wynikami precyzyjnych
eksperymentéw. W rozwazanym problemie konwekcji naturalnej w wodnych
roztworach soli wykorzystano do tego celu jedynie pola predkodci w rozciefi-
czonej mieszaninie NaCl i H,0O. Uzyskano je technika Particle Image Veloci-
metry, czyli technikg anemometrii obrazu, wykorzystujaca szybkie transformaty
Fouriera w celu obliczenia korelacji odpowiednich fragmentéw kolejnych zdjec
przeptywu, robionych w znanych odstgpach czasu [10]. W pracy korzystano
z obraz6w wykonanych w odstepie 1 s. Nie poréwnywano pdl temperatury ze
wzgledu na fakt, ze wobec sprzezenia koloru (Hue), rezystancji roztworu,
koncentracji soli i temperatury, pole tej ostatniej nie ma do korica sprecyzowa-
nej doktadnosci na obecnym etapie rozwoju techniki rezystancyjnego wyznacza-
nia pola stgzen [9].

b,
2 ) T Tc

Rys. 10. Nalozenie toréw czastek uzyskanych eksperymentalnie (szare linie) i numerycznie
(czame linie); konwekcja w wodnych roztworach NaCl, ¢ = 500s: a) s = 0,6%, b) s = 1%;
T, = 0°C, T, = 10°C

Wyniki poréwnari przedstawiono na rys. 10, w postaci nalozonych obrazéw
tor6w czastek otrzymanych w eksperymentach i obliczonych linii pradu po
500 sekundach procesu konwekcji naturalnej dwéch réznych rozcieficzonych
wodnych roztworéw chlorku sodu. Widaé z nich dobra zgodno&¢ linii pradu,
szczegblnie w przypadku roztworu o stezeniu 0,6% NaCl w H,O (rys. 10a).
Potwierdzaja to poréwnania pionowej sktadowej predkosci na trzech wybranych
poziomych przekrojach srodkowej pionowej plaszczyzny kuwety, tj. w %, 5



i % wysokosci. Istotnie, przedstawione na rys. 11 wykresy, potwierdzaja dobra

zgodno$¢ wynikéw eksperymentu i obliczeri, réwniez dla stezenia roztworu 1%
z wyjatkiem obszaru §rodkowego kuwety, gdzie mimo oczekiwanej stagnacji
zostaly zarejestrowane szczatkowe ruchy plynu.
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Rys. 11. Por6wnanie predkosci uzyskanych eksperymentalnie i numerycznie; konwekcja w wod-
nym roztworze NaCl, s = 1% na r6éinych wysokosciach bezwymiarowych ¥; t = 1500 s,
T. = -2°C, T, = 10°C

Na rysunku 11 przedstawiono poréwnanie pionowej sktadowej predkosci dla
termicznej konwekcji naturalnej w 1% roztworze wodnym NaCl, dla przypadku
T, = 10°Ci T, = -2°C, gdzie nie wystepuje krzepniecie.

Obliczenia zostaly wykonane dla czasu 1500 s, co odpowiada stanowi usta-
lonemu. Réwniez i w tym przypadku predkosci wyznaczone technika PIV sa
bliskie obliczonym. Wyjatkiem jest dolne prawe naroze (bezwymiarowa wyso-
kos¢ Y = 0,25), gdzie wystgpuje bardzo niewielki wir anomalny. W tych oko-
licach wyniki rozbiezno$ci migdzy eksperymentem i obliczeniami sa nieco
wieksze.
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Zaprezentowane poréwnania potwierdzaja, ze zastosowany model symulacji
komputerowe;j jest wiarygodnym narzedziem obliczeniowym konwekcji natural-
nej rozcieficzonych wodnych roztworéw soli, gdy sily wyporu wywolanelokal-
nym gradientem koncentracji mozna pominaé. Wykorzystano wiec go do dal-
szej analizy teoretycznej, w ktérej poszukiwano odpowiedzi na pytanie co do
wplywu anomalii ggstosci roztworu, jego stezenia poczatkowego oraz ksztaltow
obszaru geometrycznego na pola predkosci i temperatury.

5. OBLICZENIA TERMICZNEJ KONWEKCJI
NATURALNEJ W ROZCIENCZONYCH
WODNYCH ROZTWORACH CHLORKU SODU

Analiz¢ wplywu poczatkowego jednorodnego stgzenia roztworu na tworzace sie
struktury przeptywu i pola temperatur w procesie termicznej konwekcji natural-
nej przeprowadzono na przyktadzie rozcieficzonych roztworéw wodnych NaCl.

Na rysunku 12 pokazano ustalone linie pradu i pole temperatury dla trzech
roznych stezen roztworu, tj. 0,6%, 1% i 3%. W obliczeniach przyjeto kwadrato-
wy przekr6j kuwety 0,05x0,05 m, a temperatury jej pionowych $cianek lewej
i prawej wynosily odpowiednio: T, = 10°C i T. = 0°C. We wszystkich
rozwazanych przypadkach poziome s$cianki $rodkowego przekroju kuwety
zatozono jako adiabatyczne. Wtasnosci termofizyczne analizowanych mieszanin
byly funkcja stezenia i temperatury. Postacie tych funkcji przyjeto zgodnie
z pracg [8]

Zwigkszanie udzialu wagowego soli powoduje przesuwanie temperatury
anomalii gesto$ei roztworu w kierunku coraz nizszych wartosci (3,9°C dla czys-
tej wody, 1,8°C dla 0,6% roztworu i ponizej zera dla 1% roztworu). Powoduje
to zmniejszanie, a w koricu zanikanie wiru anomalnego tworzacego si¢ w dol-
nym narozu kuwety w poblizu zimnej Scianki. Dla roztworéw o udziale wago-
wym soli powyzej 2% przebieg linii pradu i izoterm zbliza sie do postaci
klasycznej konwekcji Boussinesqa.

W celu oceny wplywu ksztattu obszaru na tworzace sie obrazy pél predkosci
1 temperatury przeprowadzono obliczenia konwekcji naturalnej 1% roztworu
NaCl i wody w trzech réznych kuwetach o stosunku wysokosci do szerokosci
A=1,4=1/21iA = 2. Uzyskane wyniki przedstawiono na rys. 13.

Wymiary kuwet dobrano tak, aby utrzymaé tg sama objetosé, a zatem te
samg ilo§¢ chtodzonego roztworu. _

Dla przypadku A = 2 obserwuje si¢ najwigkszy wptyw anomalii gestosci
roztworu na obraz przeplywu i pole temperatury.. Obecno$é zimnego wiru
zmienia tez wielko$¢ i ksztalt obszaru lodu w procesie krzepnigcia roztworu.



02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.025 0.035 0.045 0005 0.015 0025 0035 0.045

0,6% roztwor NaCl w wodzie

01 0.
0.005  0.015

A . 0 / !
001 002 003 004 _ 005 0 001 002 003 004 005
0.005 0015 0025 0.035 0.045 0005 0015 0.025 0035 0.045

1% roztwor NaCl w wodzie

" 005
0.045

. . o —C T .

3 0. 0.05 0 0.01 04
0035 0.045 0.005

3% roztwér NaCl w wodzie

0 001 002 00 04 " 002 003 o0
0.005 0.015 0.025 0.015  0.025  0.035

Rys. 12. Linie pradu i izotermy dla trzech réznych roztworéw NaCl i H,0 w kuwecie 5x5 cm
po czasie 1500 s (stan ustalony)
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Rys. 13. Linie pradu i izotermy po 1500 s (stan ustalony) konwekcji naturalnej 1% roztworu
NaCl i H,0 w kuwetach o réznych ksztattach



6. OBLICZENIA PROCESU KRZEPNIECIA
Z TERMICZNA KONWEKCJA NATURALNA
W ROZTWORACH WODNYCH CHLORKU SODU

Obliczenia numeryczne procesu krzepnigcia rozcieficzonych wodnych roztwo-
réw NaCl przeprowadzono w celu zbadania wplywu poczatkowego stezenia
soli, ksztaltu kuwety i zwiazanej z nimi wielkosci wiru anomalnego na tworza-
ce si¢ pola temperatury i predkosci oraz na chwilowe potozenie i ksztalt grani-
cy rozdzialu cieczy i zakrzeplej fazy. Tg granic¢ okreSla si¢ dalej mianem
frontu. Zastosowano tu metode entalpowa [6] opisu efektu ciepta utajonego
oraz model osrodka porowatego [3]. Wobec braku dost¢pnych danych, przyjeto,
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Rys. 14. Linie pradu, pole izoterm oraz ksztalt obszaru zestalonego po 1500 s procesu krzep-
niecia w kuwecie 5x5 cm
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Rys. 15. Linie pradu, pole izoterm oraz ksztalt obszaru zestalonego po 1500 s procesu krzep-
nigcia w kuwecie 3,54 x 7,08 cm

ze powstajaca w wyniku solidyfikacji struktura (w rzeczywistosci dwufazowa)
ma wiasnosci termofizyczne czystego lodu. Z tych samych powodéw zatozono,
ze proces krzepnigcia jest bliski izotermicznemu i odbywa si¢ w temperaturze
likwidusa. Takie uproszczenia sa zasadne tylko w przypadku analizy poréwnaw-
czej, w ktdrej zgodnie z tym, co napisano wyzej poszukuje sig jakosciowej
odpowiedzi na pytanie, jaki jest wplyw anomalii gestosci roztworu na przebieg
procesu krzepnigcia. Pelna, rzetelna analiza iloSciowa wymaga wiarygodnych
danych dotyczacych ciepta wiasciwego, przewodnosci cieplnej i zmian entalpii
calkowitej. Wszystkie te wielkosci sa funkcjami temperatury i stgzefi powiaza-
nych przez wykres fazowy.

Rozwazono dwa rézne roztwory NaCl w wodzie o wagowych stezeniach
odpowiednio 0,6% i 3%. W pierwszym przypadku temperatura anomalii gestos-



ci wynosita 2,7°C, a temperatura likwidusa — —0,4°C. W drugim roztworze nie
wystapita anomalia gestoéci, a temperatura krzepnigcia miata wartos¢ —2°C.

Obliczenia przeprowadzono dla dwéch réznych ksztattéw i wymiaréw ku-
wet: jednej o przekroju kwadratowym 0,05x0,05 m oraz drugiej prostokatnej
o stosunku wysokosci do szerokosci A = 2 (0,0354x0,0708 m). We wszyst-
kich przypadkach $cianki poziome kuwety byly adiabatyczne, a pionowe miaty
statg temperature, odpowiednio: T, = 94°C i T, = -16,8°C. Temperatura
écianek dobrana zostala ze wzgledu na wykonane badania eksperymentalne.
Poczatkowe pole temperatury bylo jednorodne i miato warto$¢ 7.

Uzyskane wyniki po 1500 sekundach procesu przedstawiono na rys. 141 15
w postaci obrazu przeplywu wraz z ksztaltem zakrzeplej fazy oraz pola izoterm.
Wida¢ wyraznie, ze ksztalt i polozenie granicy rozdzialu faz zalezy od efektu
anomalii gestosci roztworu. Obecnosé dodatkowego wiru (o cyrkulacji przeciw-
nej do wiru gtéwnego), ktéry powoduje ruch zimnego roztworu w kierunku do
géry kuwety, wywotuje powstawanie dodatkowej masy lodu w dolnej Srodko-
wej czesci przekroju kuwety. Efekt ten jest jeszcze wyrazniejszy w Kuwecie
prostokatnej, w ktérej powierzchnia chodzaca jest wigksza, a tym samym wir
anomalny jest silniejszy i wigkszy.
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Rys. 16. Ustalone rozwiazanie dla procesu krzepniecia 0,6% roztworu NaCl + H,0 z konwekcja
naturalng w kuwecie 5x 5 cm — linie pradu i pole temperatury T, = -16,8°C, T, = 9,4°C

Na rysunku 16 zilustrowano rozwiazanie dla 0,6% roztworu po uplywie
3600 s, to jest po osiagnieciu stanu ustalonego. Poréwnanie polozenia i ksztattu
frontu ze zdjeciem uzyskanym z eksperymentu [9] pokazuje stosunkowo nie-
wielkie réznice w przebiegu tej granicy w gomej czesci kuwety i nieco wigksze
w dolnej. Istotne rozbieznosci widoczne sa natomiast w obrazie pola przeptywu.
W rozwigzaniu numerycznym wystepuja dwa wiry. Znaczne réznice sa widocz-
ne w przebiegu linii izoterm w ciektym roztworze (rys. 16 i 17). Nie mozna ich



jednak poréwnywaé, ze wzgledu na fakt, ze zastosowane w badaniach ekspery-
mentalnych metody sg w poczatkowym etapie rozwoju i daja bardzo przyblizo-
ne wartoéci temperatury.
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Rys. 17. Eksperymentalne wyniki procesu krzepnigcia 0,6% roztworu NaCl + H,O z konwekcja
naturalng w kuwecie 5x5 cm — linie pradu i temperatury T, = -16,8°C, T, = 9,4°C

Jest kilka mozliwych przyczyn potencjalnych rozbiezno$ci migdzy wynikami
obliczen a eksperymentem:

— W modelu numerycznym pominieto konwekcje naturalng wywotana gradien-
tem koncentracji soli. Jest to zalozenie akceptowalne, gdy rozciericzony
roztwér nie krzepnie. Potwierdza to analiza poréwnawcza przedstawiona
w rozdziale 4 artykutu. W przypadku krzepniecia nastgpuje wydzielanie soli
na froncie, pojawia si¢ dyfuzja masy i sedymentacja. Pominigcie tych zja-
wisk, a zwlaszcza stezeniowej konwekcji, moze, przy wigkszych udziatach
soli w roztworze, prowadzié¢ do istotnych rozbieznosci modelu symulacyjne-
go i rzeczywistosci. .

— Obliczenia wymagaja wiarygodnych danych termofizycznych materiatéw.
Dotyczy to w szczegdlnosci przewodnosci cieplnej powstajacej fazy stalej —
ksztaltujacy sie front w istotny sposéb zalezy od wielkogci strumieni ciepla
odbieranych przez zakrzepla faze i zimna Scianke. Wobec braku takich
danych w obliczeniach przyjeto state wartosci termofizyczne czystego lodu.

— W metodzie entalpowej modelowania zjawiska przemiany fazowej konieczna
jest znajomo$¢ zmian catkowitej entalpii z temperatura i koncentracja
w obszarach cieczy, ciala stalego i dwufazowym. Nie dysponowano takimi
danymi. Dlatego w obliczeniach przyjeto, ze proces krzepniecia przebiegat
w statej temperaturze likwidusa (zaleznej od poczatkowej jednorodnej kon-
centracji skladnika).



— Nieco odmienny ksztalt frontu w poblizu poziomych $cianek kuwety moze
by¢ efektem zatozenia adiabatycznosci tych powierzchni w modelu oblicze-

niowym. W pracy [7] pokazano, ze nawet niewielki strumiefi przez ten brzeg
zakrzywia front w jego poblizu.

7. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono model symulacji komputerowej oparty na réznicowej
metodzie objgtosci kontrolnych, opracowany w celu numerycznego wyznaczania
rozktadu temperatur i linii pradu, w przypadku konwekcji naturalne;j i krzepnie-
cia roztworu dwusktadnikowego w przestrzeni dwuwymiarowej. Sprawdzona
zostata jego dokladno$¢ i zgodnos¢ obliczen z istniejacymi wzorcami. Na tej
podstawie potwierdzono jego wiarygodno$é w przypadku termicznej konwekcji
naturalnej bez przemiany fazowej, gdy wobec nieprzepuszczalnych scianek
kuwety oraz pomijalnego efektu krzyzowego Soreta, nie wystepuje zréznicowa-
nie pola koncentracji. W przypadku sprz¢zonych proceséw konwekcji naturalnej
1 krzepnigcia wodnych roztwor6w soli stwierdzono istnienie zauwazalnych, choé
akceptowalnych réznic, spowodowanych przez:

— brak precyzyjnych danych dotyczacych wlasnosci i skomplikowanej struktu-
ty lodu (w modelu przyjetej jak dla czystego H,0),

— pominigcie konwekcji kompozycyjnej i sedymentacii,

— brak precyzyjnych danych do§wiadczalnych pola temperatury w roztworach
ze wzgledu na zawezony zakres pomiarowy cieklych krysztatéw i zaleznosé
koloru od lokalnych stezen bedacych funkcja lokalnych temperatur,

— zatozenie adiabatycznosci §cianek i przeptywu dwuwymiarowego.

Nastgpne wersje przedstawionego programu beda wzbogacone o modele
konwekcji kompozycyjnej i przewodzenie w Sciankach nieizotermicznych, a dla
bardziej skomplikowanych geometrii — réwniez o efekt tréjwymiarowosci prze-
ptywu. W polaczeniu z wykorzystaniem bardziej precyzyjnych danych termofi-

zycznych roztworu powinno to doprowadzi¢ do wynikéw obliczes blizszych
wynikom eksperymentu.
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