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•1. TJstęp 

Analiza nieustalonych procesów wymiany ciepła w skompli-

kowanych układach fizycznych prowadzi do poszukiwania rozwią-

zania równania zachowania energii z warunkami brzegowymi pierw-

szego, drugiego lub trzeciego rodzaju, za pomocą jednej z 

trzech następujących metod: 

a) metody dokładnej, 

b) przybliżonej metody analitycznej, 

c) przybliżonej metody numerycznej. 

Rozwiązanie dokładne jest możliwe do uzyskania w stosun-

kowo niewielu, prostych przypadkach i wyraża się w postaci 

szeregu nieskończonego, co jest mało użyteczne w. praktyce in-

żynierskiej. Wśród wymienionych metod przybliżonych najwięk-

sze znaczenie posiada przybliżona metoda analityczna, ponie-

waż pozwala znaleźć zamknięte wyrażenia arytmetyczne.określa-

jące wartości temperatury w dowolnym punkcie rozpatrywanego 

układu i w dowolnej chwili t, bez stosowania techniki ite-

racyjnej. Wyrażeń takich nie dostarczają przybliżone metody 

numeryczne. Do przybliżonych metod analitycznych należą me-

tody bezpośrednie, jak пр.: metody Ritza, Trefftza, Kantoro-

wicza. Wariacyjne ujęcie procesu nieustalonej wymiany ciepła 

umożliwia zastosowanie jednej z tych metod [i], [3], [4] , [5]. 

W niniejszym artykule, do wyznaczenia nieustalonego'poll 

temperatury, stosuje się metodę Kantorowicza, ale uogólnioną 
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na przypadek operatorów parabolicznych.Rezygnuje się z intui-

cyjnej metody doboru ciągu funkcji przybliżających. Ciąg ten 

określa się z eliptycznej części wyjściowego równania różnicz-

kowego z odpowiednimi warunkami brzegowymi [5]. Dalsze postę-

powanie jest analogiczne jak w przypadku stosowania metody 

Kantorowicza dla operatorów eliptycznych. Ze względu na moż-

liwość konfrontacji otrzymanego tą metodą rozwiązania przy-

bliżonego z rozwiązaniem dokładnym do obliczeń numerycznych 

wybrano zagadnienie przewodzenia ciepła w stanie nieustalonym 

w płycie nieskończonej o grubości ď, z warunkiem brzegowym 

trzeciego rodzaju. W [4] przeanalizowano podobny problem,ale 

przy warunku brzegowy pierwszego rodzaju i przy użyciu metod 

Kit za i Trefftza oraz metody Galerkina w konkretnym przypadku 

numerycznym. 

2

· Sformułowanie problemu wariacyjnego 

dla zagadnienia brzegowego trzeciego rodzaju 

Eozważa się zjawisko nieustalonej wymiany ciepła między 

dowolnym obszarem przestrzennym D, ograniczonym powierzch-

nią F, i otoczeniem. Przyjmuje się, że ośrodek wypełniający 

obszar D charakteryzuje się stałymi wartościami parametrów 

fizycznych: 

A(x,y,z,T) = Я = const , (1) 

c
p
(x,y,z,T) = c

p
. = const , (2) 

ρ(χ,у,z,Τ) = 9 = const , (3) 

oraz brakiem wewnętrznych źródeł ciepła 

q
v
(x,y,z,t) = 0. (4) 

Powierzchnia Ε może być powierzchnią złożoną z к róż-
nych powierzchni 

' φ , . <
5
> 
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na których intensywność wymiany ciepła z otoczeniem jest nie-

jednakowa ale odbywa się zgodnie z równaniem Newtona: 

λη grad Т(г
г
 )]

 +
α(ρ

ρ>
)[τ(ρ t) - Т

0
(г

р
_)1 = О, (6) 

« »J J "О 

Eóvmanie to jest definicją warunków brzegowych trzeciego 

rodzaju, które są liniową kombinacją warunków brzegowych 

pierwszego i drugiego rodzaju. Pole temperatury,w ośrodku wy-

pełniającym obszar D, jest określone równaniem zachowania 

energii, które w rozważanym przypadku ma postać paraboliczne-

go równania różniczkowego cząstkowego drugiego rzędu 

λ div (grad Τ) - ęj с ЗТ 
;p at = о. (7) 

Warunki brzegowe są dane w równaniu (6), a rozkład tempe-

ratury wewnątrz obszaru D w chwili t = 0 jest określony 

warunkiem początkowym 

0) = Тч(г) A 0 < r l < r
ř
. (8) 

Rozwiązanie tak postawionego problemu jest równoważne za-

daniu rachunku wariacyjnego na.poszukiwanie ekstremum funk-

cjonału 

1

 ^ e r a d T)
2

 + ? C p
l f

T dV + 

J m 4 
V .t)-Vp

p
.)T(£]? 

<J 0 j 
= 

= Extrémům. 
(9) 

Można pokazać, że równanie (?) jest dla tego funkcjonału 

równaniem Eulera - Lagrange'a. W tym celu funkcjonał (9) za-

pisuje się jako 

I < m > =
 / T T w m эт эт ат ЭТ

Л
™ 

JJJ FtT' та* sy* ш г w ) d V · (1°) 
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Jeśli wprowadzi się oznaczenia: 

aT(x,y,z,t) _ π, aTÍx.y .z.t)
 φ 

ÓT(x,y,z,t) 8T(x.y.z.t) _ „ 
öy у ' Ъ* -

 х

-н » öt 

to równanie Eulera - Lagrange'a ma wtedy postać 

•9g(T
x
,T

y >
T

z >
T

t
,T)· 

сПГ 9У 

äP(T
x
,T

v
,T

2
,T

t
,T) 

dz 

6g(T
x
,T

v
,T

z >
T

t
,T)· 

9 Τ эт -
 υ

· 

(11) 

Wykonując odpowiednie operacje otrzymuje się rzeczywiście 

równanie (7), co dowodzi poprawności budowy funkcjonału (9). 

Eealizacja ekstremum całki wariacyjnej wymaga, aby speł-

niony był zespół warunków, który składa się. z: 

a) warunku Eulera; 

tfl < T > = JjJ
 [ λ

 grad Τ grad ÍT +
 ?
 c

p
 | | ÍT dV + 

t í h i 

(12) 

У=/ Fj 

dT dF̂ j = 0; 

b) silniejszego warunku Legendre'a sj 

3
2

F ( T
x
, T

7
, T

z
, T

t >
T ) 

— = Я > 0 , 

З
2

^ , ! ,T
B
,T

t
,!P) 

9 Tf 
= λ > 0 , 

^з = А > О . 
- ЭТ̂  

(13) 
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Wyrażenie na ograniczoną wariację można przekształcić do 

innej postaci. W tym celu stosuje się twierdzenie Greena -

Gaussa - Ostrogradzkiego 

(14) 

JJf div(ďT grad T)dV= JJJ^raå ď T grad Τ + 

+ div (grad Τ )(5"tJ ďV = JJn grad Τ ďT dł
1

 , 

F 

z którego wynika, że 

jfjSrad ó"T grad Τ dV = - jjj div (grad T)ďT dV + 

V V 

+ JJВ S^ad τ ÍT d P . 

F 

Po podstawieniu (15) do (12) i uwzględnieniu (5), warunek 

Eulera przedstawia się następująco 

(15) 

<5Ί < T>=fff[- *div(grad T) + p c
p
H ] j T dV 

V 

+
 Χ / / ί λη g r a d T K r p O 
i=? Fj L á . 

+ o : ( r p ) Γ τ ( ι · ρ _ , ΐ ) - T 0 ( r E . ) ] l 
3 L • 3 3 _ J 

(16) 

ffT dl
1

 . = 0. 
3 

Aby otrzymać ostateczne wyrażenia na δΐ < Τ > należy w 

(16) uwzględnić warunki brzegowe (6). Znikają wtedy całki po-

wierzchniowe i na tej podstawie otrzymuje się 

*
τ

· < Τ føj" |~λ div (grad Τ) - ę c
p
 ||Uo? dV = 0. (1?) 

V 

Do rozwiązania tego problemu można zastosować jedną z me-

tod bezpośrednich. Pokazane zostanie zastosowanie metody Kan-

torowicza, uogólnionej na przypadek operatorów parabolicznych 

i zmodyfikowanej, jeżeli chodzi o dobór odpowiednich funkcji 

przybliżających. Całkowanie wyrażenia (17) jest możliwe po 
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uprzednim założeniu przestrzennego rozkładu temperatury w po-

staci kombinacji liniowej 

η 

T(x,y,z,t) = T
0
(x,y,z,t) + ^ k

i
( t ) f

i
( x , y , z ) , (18) 

< = / 

gdzie: 

T(x,y,z,t) - założony rozkład temperatury, 
T

0
(

x

»y»z,t) - funkcja spełniająca niejednorodne warunki 

brzegowe (6), 

f^(x,y,z) - ciąg funkcji przybliżających spełniających 

jednorodne warunki brzegowe drugiego rOdZa-

ijU, 

k^(t) - nieokreślone w pierwszym etapie rozważań 

współczynniki funkcyjne:. 

Po wstawieniu (18) do (17) i wykonaniu całkowania w odpo-

wiednich granicach otrzymuje się układ (n + 1) liniowych rów-

nań różniczkowych zwyczajnych pierwszego rzędu 

ST dx dy dz = 0, (19) 

z którego wyznacza się współczynniki funkcyjne. 

Stałe całkowania związane są jednoznacznie z warunkiem 

początkowym.(8). Wyznacza się je z warunku, aby całka z kwa-

dratu odchyleń od zadanej funkcji, która w rozpatrywanym przy-

padku jest warunkiem początkowym, osiągała wartość minimalną 

z , t = 0 ) - T - ^ y . z ^ d x dy dz = Minimum. (20) 

V 

Odpowiada to układowi (η + 1) liniowych równań algebraicz-

nych 

[jr(x,y,z,t= 0). - T^(x,y,z)JíŤ dx dy dz = 0 . (21) 

Rozwiązanie tak sformułowanego zagadnienia podstawione do 

(18) daje poszukiwany.przybliżony rozkład temperatury. 
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3. Wyznaczenie nieustalonego pola temperatury 

w płycie nieskończonej 

Jako przykład ilustrujący przebieg obliczeń przy zastoso-

waniu zmodyfikowanej metody Kantorowicza dla operatorów pa-

rabolicznych rozpatrzone zostanie zjawisko konwekcyjnego chło-

dzenia równomiernie nagrzanej, jednorodnej płyty nieskończo-

nej bez wewnętrznych źródeł ciepła, która znajduje się w o-

środku o stałej temperaturze. Proces nieustalonej wymiany ciep-

ła jest w tym przypadku określony równaniem Fouriera 

Э
?

'Т 1 ЭТ
 л

 , , 

а х
2 - « Э ¥

= 0

» (22) 

ζ warunkiem początkowym 

T(x,t= 0) s Τ
±
 = const; A 0 < x < c f , (23) 

i z warunkami brzegowymi: 

(24) 

3T(x = 6,t) A ^ 
Э х

 ' = 0 , Λ t > 0. (25) 

Po przejściu na wielkości bezwymiarowe, które zdefiniowa-

no w oznaczeniach, problem (22) * (25) sprowadza się do na-

stępującego zagadnienia: 

B2Ů 9i? 
J ^ ~-Щ> = (26) 

1 X 7 , ^ 0 = 0 ) = ^ , Λ 0 < 7 < 1, (27) 

StK? = 0,Fo) г 
• -r g- - Bi[^(/? = 0,Fo) - 1 = 0, Λ Po > 0, (28) 

' J Fo 

BÍ>(7 = 1,Fo) 
щ - .= 0, A Fo > 0. (29) 

Posiada ono rozwiązanie ścisłe w postaci szeregu nieskoń-
czonego 
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^ 2" sin (Г cos Г<Т (1-/7)1 5 
^(

?
,Fo!)= 1

+ å + 3
f

n ď

 L

0
g

s ď
-

 J

 exp(-j2 Po). (30) 

trr
 n 11 11 

Uzyskuje się je stosując metodę rozdzielenia zmiennych 

[61. 
Dla znalezienia przybliżonego rozwiązania problemu (26) * 

+ (29) zostanie zastosowana zmodyfikowana metoda Kantorowi-

cza. Zakłada się, że poszukiwane rozwiązanie daje się przed-

stawić w formie kombinacji liniowej 

Щ,Яс\) = V?,*o|) (31) 

i=1 

przy czym: 

a) 
0̂
(
7
,Ео|) - funkcja, która spełnia niejednorodne wa-

runki brzegowe (28) i (29), 
b) (η ,Foj) - funkcje, które spełniają jednorodne warun--

ki brzegojwe: 

Βιλ, (η =0,Foj) 
- ^ - Ц

 L

= 0 . A Po, > 0 , (32) 

Э ιλ, (η = 1 ,Ρο) 

-
j

S T = °· °· 0 3 ) 

Funkcję spełniająoąj niejednorodne warunki brzegowe okre-

śla się z eliptycznej części równania różniczkowego (26), za-

pisując je w postaci równania Poissona 

d
2

 i> 
— ^ - k ( P o ) = 0 . (34) 
d r ^

 0 

W wyniku dwukrotnego całkowania, z uwzględnieniem (28) i 

(29), otrzymuje się' 

ίί
0
(
7
,Ρο) = 1 + k

0
(Po)f

0
(

?
,Bi), (35) 

gdzie 

f
0
(/;,Bi) = 0,5 η

2

 - η - B i
- 1

. (36) 
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Funkcje spełniające jednorodne warunki brzegowe (32) i 

(33) wyznaczane są z następującego równania różniczkowego 

d
2

i>. 

d
 i "

 W

i
(

?
) = ( 3 7 ) 

Współczynniki wielomianu N^(7) są funkcjami Fo. 

Rozwiązaniem powyższego równania jest wyrażenie typu 

1^(7,Po) = к
±
(Ро)да

1+2
(7) . (38) 

W związku z tym kombinację liniową (31) można zapisać w 
postaci 

t?(?,Fo) = 1 + k
0
(Fo)f

0
(?,Bi) + ^ k

i
( F o ) W

i + 2
( /

?
) . (39) 

i-/ 

Z porównania (39) z wyrażeniem (18) wynika, że ciąg funk-
cji przybliżających ^ ( 7 ) spełnia relację 

^ ( 7 ) = W
i + 2

( ^ ) . (40) 

Przykładowo wyznaczono dwie kolejne funkcje tego ciągu: 

fL,|(7) = - J ?
2

 , (41) 

f

2
(

7 ) =
 +

f 7
3

 ~ ł ?
2

· ( « ) 

W pierwszym etapie rozważań pozostają nieokreślone współ-

czynniki funkcyjne: k
0
(Fo) ii k^(Fo). Do _ wyznaczenia ich 

wykorzystuje się zależność (19), która w rozważanym przypadku 

przyjmuje postać 

^ 1 

S K Ů > m J = 0 , (43) 

0 
gdzie: 

Т
Ш d

2

5 б? , . 
- Ш ' Ш 
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Jest to oczywiście, w zależności od liczby wyrazów w kom-
binacji liniowej, układ (i+1) liniowych równań różniczkowych 
pierwszego rzędu: 

/ L M | f * k o d '? = 0 . (45) 
0 0 

/ b P ] # Λ άη = 0; [j =1,2,...,il. 
n J

 J 

1 

/ L [ j } ] f . (
7
)

d ?
 = 0, [j = 1 ,

2 |
. . . ,i]. 

Do dalszych rozważań wygodnie jest przyjąć, że 

i + 1 = 1 „• 

(46) 

j 

0 

Ponieważ 

= f
0
(7,Bi) , (

Λ 7 ) 

д d' 

to (45) -r (46) ma ostateczną formę: 

1 

J b [ 3 ]
f 0
()7,Bi)d77 = 0 , (49) 

(50) 

(51) 
^ Dla 1 = 1 poszukiwane rozwiązanie przybliżone określone 
jest wyrażeniem 

Ηη,Xo) = 1
 +
 k

o
(Po)(0,5 η2 - η - B i "

1

) . (
5 2 ) 

Równanie różniczkowe, z którego wyznacza się współczynnik 

funkcyjny k
0
(Fo), przybiera (po podstawieniu odpowiednich za-

leznosci do (49) i wykonaniu całkowania) postać 

dk r- π. 2 
_ 5 Bi + 1 5 Bi 

d E 0 " Ι Έ Τ Γ ^ Ί Γ Τ ^ ^ · ( 5 3 ) 
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Jeśli 1 = 2 , to 

3
t

(7,Fo) = 1 + k
o
(Fo)(0,5 7 ^ - 7 - B i

- 1

) + ̂ 0 ) ^ - 7 (54) ή - 3 1 „ 2 , 

a układ równań różniczkowych (49) i (50) jest wtedy następu-

jący: 

(96 Bi
2

 + 480 Bi + 720) ^
 B i 2 + 3 0 dk. dk„ 

dFo 

= - (240 Bi
2

 + 720 Bi)k
0
 - 30 Bi

2

 ^ , 

dk dk. 
(91 Bi + 210) + 13 Bi ^ = - 210 Bi k„ - 42 Bi k^ . 

dFo 

(55) 

(56) 

W przypadku 1 = 3 otrzymuje się kombinację liniową 

J4?,Fo) = 1 + k
o
(Fo)(0,5 7

2

 - 7 - Bi"
1

) + k^FoKj-7
3

 - J ?
2

)
 + 

+ k
2
( F o ) ( ^ 7

 4

 + - | 7
3

 - ^-i?
2

), (57) 

w której współczynniki funkcyjne określa się z układu równań 

różniczkowych 

Ą
1 1
 A

1 2
 A

1 3 

A21 A22 A23 

A

31
 A

3 2
 A

3 3 

^ 0 
dFo 

dk.^ 

dFo 

dk
2 

dFo 

A

14
 A

15
 A

1 6 

^24
 A

2 5
 A

2 6 

A

3 4
 A

3 5
 A

3 6 

(58) 

gdzie: 
» 2 A

1 1
 = 2016 Bi

Ł

 + 10080 Bi + 15120, 

A ^
2
 = 273 Bi

2

 + 630 Bi, 

A
1 5
 = 622 Bi

2

 + 1428 Bi, 

= -(5040 Bi
2

 + 15120 Bi), 

.2 
Ц

5
 = -630 Bi , 

.2 A ^
6
 = -1428 Bi , 
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= 364 Bi + 840, 

A22 = 52 Bi, 

A
2 3
 = 119 Bi, 

A

2 4
 =

 ~
8 4 0 B i

» 
A

2 5
 =

 ~
1 6 8 B i

» 
A

2 6 = ~
3 9 2 B i

» 

A
5 1
 = 7464 Bi + 1?136, 

Aj2 = 1071 Bi, 

A
3 5
 = 2452 Bi, 

= -17156 Bi, 

A 

34 

35 
= -3528 Bi, 

A
5 6
 = -8256 Bi. 

Odpowiednie kombinacje liniowe dla 1 > 3 tworzy się w 

sposób analogiczny. Dalsze rozważania ogranicza się do poda-

nych. przykładów ( 1 = 1 , 2, 3 ) . 
Warunki początkowe są w ogólnym przypadku dane układem li-

niowych równań algebraicznych 

1 ^ 

J[i/(
?
,Fo=0) - μ ] ^ άη = 0; [φ = 0,1,...,п]. (59) 

Jest to szczególna postać wyrażenia (21). 

W rozważanym przypadku warunki te określone są następu-

jąco: 

a) dla 1 = 1 

k ( 0 ) = 5 B i
2

 + 15 Bi 
0

 2 Bi + 10 Bi + 15 
(60) 

b) dla 1 = 2 

96 Bi
2

+480 Bi+720 13 Bi
2

+30 Bi 

96 Bi+210 13 Bi 

k0(o) 

_ k 1 ( o ) . 

(240 Bi
2

+720 Bi)(l-^j) 

210 Βΐ(ΐ-μ) 
; (61) 

с) dla 1 = 3 

B

11 
B

1 2 
B

1 3 
-k

o
(0)" B

1 4 

B

21 
B

2 2 
B

2 3 / 
B

2 4 

B

31 
B

3 2 
B

33_ 
k

2
( 0 ) 

- V . 

(62) 
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gdzie: 

B
 _ ,2 Bi

2

 + 10 Bi + 1 *5 алл - — ρ
 ;

— - » 
15 Bi^ 

В -в - Bi + 50 л

12 - 21 - 720 Bi ' 

В - В - 311 Bi + 714 . 
3 -

 ΰ

31 - 7560 Bi ' 

•η 13 
22 - 5Ö4Ö' 

17 Β

23
 = Β

32
 =

 2880 ' (63) 

R - 613 Β

33 - 4536Ö * 

Β

14 = ^Ητ- « - Μ , 

Β

24 = Α - Μ), 

в

34
 =

 1Ш - Μ)' 

Bo związania podanych zagadnień początkowych podstawia się 

do zależności (52), (54) lub (57) i w każdym przypadku uzys-

kuje się wyrażenia arytmetyczne w postaci zamkniętej np.: 
a) dla 1 = 1 

fy.ro) = 1 • - S B i f í l O L . ( 1 - W - 5 b i 2 + 1 5 Bi
 F o

^
( 0
 2

 B 

2 Bi +10 Bi+15 V 2 Bi +10 Bi+15 / ' ' 

b) dla 1 = 2
 ( 6 4 ) 

?(
?
,Po) = 1 + ĵ Â  (Bitμ)exp(-ψ^ (Bi)Fo) + 

+ A
2
(Bi

l/
u)exp(-!j/

2
(Bi)Po)] (0,5 η 2 - η - Bi

-1

.) + 

г
 . · , (65) 

+ [B
1
 (Bi,

y
u)exp(-i//

1
 (Bi)Po) + 

. + B
2
 (BijU)exp(-v

2
 (Bi )Fo)] ( 1 η* - J

 η

 2

) , 

gdzie: 

A (Bi -
 f

2
( B i

' ^ - ^ ( B i ) ^ (Bi, μ) 
i

v B l , / i )

 - Ψ
2
(Βί) - - (66) 
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A fBi id *2<
Μ

>*ι - f
2
(Bi

t / ü
) A

2
( B i

' ^ = >
2
( B i ) - ^ ( B i ) 

g
1
(Bi,/i) 

B

1
( B i

' ^ = y
2
(Bl) ' 

1 - (Bi) 

g
1
(Bi„u) 

B
2
 (Bi

 |(
Ц) = ^ ( B i ) ' 

1

 " lj/
2
(Bi) 

(67) 

(68) 

(69) 

ψ (Bi) = i Вi +8460 Вi+15120 _ 

65 Bi +730 Bi+ЗОбО L\
 б

5 Bi
2

+780 Bi+3060 / 

846 Bi
2

+8460 Bi+1512o\
2 

ψ
2
(Β1) = 

3780 Βi
2

+30240 Bi 

65 Bi
2

+780 Bi+ЗОбО 

_ J 846 Bi +8460 В i+15120 

(70) 

65 Bi +780 Bi+ЗОбО 

1846 Bi
2

+8460 В i+15120^
 2 

\ 65 Bi
2

+780 Bi+ЗОбО 

3780 Вi +30240 Вi 

65 Bi
2

+780 Bi+3060 
(71) 

^(Вх
> /Ц

)= 590 Bi + 3060 Bi
 ( 1

 j 

' 65 81^ + 780 Bi + 3060 
(72) 

f (Bi
ti
a)

 =
 5780 Bi

2

 + 30240 Bi
 ( 1

 _
μ ) ι 

65 Bi
Ł

 + 780 Bi + 3060 
(73) 

g
1 65 B i

Ł

+ 780 Bi + 3060 
(74) 

przy czym stopień dokładności zależy od liczby wyrazów 1 

wziętych w kombinacji liniowej. 
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Przykład numeryczny 

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla szerokiego za-

kresu zmienności liczb podobieństwa Biota (0,001 ř 100) i 

Pouriera (0 -ť 10,0), przy wartościach temperatury początko-

wej / 1 = 2 } 3,5; 5; 10. Należy zwrócić uwagę na sposób speł-

niania warunku początkowego (27) przy uwzględnianiu coraz 

większej liczby wyrazów 1 w kombinacji liniowej. Dla μ= 10 

przedstawiono to na rys.rys. 1,2,3. Przy pozostałych wartoś-

ciach temperatury początkowej uzyskuje się wyniki identyczne-

go typu. 

Analiza wyników obliczeń numerycznych i porównanie ich 

z wynikami otrzymanymi za pomocą metody ścisłej prowadzi do 

wniosku, że wystarczający stopień dokładności uzyskuje się, 

jeżeli w kombinacji liniowej uwzględni się: 

a) jeden wyraz - dla Fo > 0,5, 

b) dwa wyrazy - dla Po > 0,1. 

Dla Po < 0,1 należy w rozwiązaniu przybliżonym wziąć 

liczbę wyrazów 1 > 2. Pole temperatury, wyznaczone dla wy-

mienionych liczb podobieństwa Pouriera, przedstawiono w ta-

blicach 1 i 2. 

Zwraca się uwagę na fakt', że wzrost intensywności wymiany 

ciepła pociąga za sobą konieczność uwzględnienia większej lic&-

by wyrazów w kombinacji liniowej, aniżeli w przypadku nie-

wielkich wartości liczby podobieństwa Biota. 

Uzyskane wyniki wykazują dużą zgodność z wynikami otrzy-

manymi metodą ścisłą (we wzorze 30 przyjęto η = 6). 

5. Podsumowanie 

Punktem wyjścia do rozwiązania rozpatrywanego problemu 

jest wybór ciągu funkcji przybliżających tworzących kombina-

cję liniową (1S). Jest to podstawowa trudność przy stosowa-

niu klasycznej metody Kantorowicza, szczególnie w odniesieniu 

do złożonych układów wielowymiarowych, kiedy intuicyjna meto-
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Rys.1. Przybliżenie warunku początkowego za pomocą jednego iły razu w kom-
binacji liniowej 



Zastosowanie zmodyfikowanej metody Kantorowicza... 19 

12 

U 

10 

I 

Fo=0) 

A 

у 
т / 

0,1 A 

у 
т / 

У i f f \ 

ъ/ 

7 

Ł=2 

П' η<· 4 

Rys.2. Przybliżenie warunku początkowego za pomocą dwóch wyrazów w kom-
binacji liniowej 
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Ĉ ONCTN 
σ̂  сз̂сгч 
Ο V- V-
il· 
Γ Α γ α Γ Α 

О̂сгчо̂ 
OMJNC^ 
LAIX) [>-
LA LA LA 
cv cv cv 
CVvĈ Ĉ  
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da doboru tego ciągu, oparta na wnikliwej znajomości fizyki 

zjawiska, praktycznie rzecz biorąc nie zdaje egzaminu, ponie-

waż możliwe są różne postacie funkcji przybliżających speł-

niających odpowiednie warunki brzegowe, а о wyborze najodpo-

wiedniejszej z nich można decydować jedynie na gruncie naby-

tego doświadczenia, co w znaczny sposób komplikuje rozwią-

zywanie nowych zagadnień. 

Metoda wyznaczenia ciągu funkcji przybliżających, którą 

przedstawiono w tej pracy, pozwala ominąć te trudności. Za-

stosowanie zmodyfikowanej metody Kantorowicza pozwala uniknąć 

rozpatrywania dwu oddzielnych faz danego zjawiska, jak to się 

dzieje w metodzie Biota. Uzyskanie żądanego stopnia dokładno-

ści uzależnione jest jedynie od uwzględnienia odpowiedniej 

liczby wyrazów w kombinacji liniowej." 

Przykłady liczbowe, które przedstawiono w celu zilustro-

wania toku obliczeń, wskazują ńa fakt, że otrzymane wyniki, 

przy znacznie prostszych obliczeniach numerycznych, są niemal 

identyczne z wynikami otrzymanymi metodą ścisłą. 

Wykaz oznaczeń 

współczynnik przewodzenia ciepła 

ciepło właściwe przy stałym ciśnieniu 

gęstość ośrodka wypełniającego, dany obszar prze-

strzenny 

współczynnik przewodzenia temperatury (współczynnik 

wyrównywania temperatur, dyfuzyjność cieplna) 

współczynnik przejmowania ciepła 

intensywność (gęstość) wewnętrznych źródeł ciepła 

czas 

temperatura 

temperatura początkowa 

temperatura ośro'dka otaczającego dany obszar prze-

strzenny 

ograniczona wariacja funkcjonału I < Τ > 

bezwymiarowa temperatura 

λ 

с 

Χ = _ λ 

ν 

t 

τ 
T

i 

δι < τ>-

" к -
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T

i 
И- = - bezwymiarowa temperatura początkowa 

£ K i > > - ograniczona wariacja funkcjonału Κι» 

il· - przybliżona temperatura bezwymiarowa 

X - współrzędna w kierunku prostopadłym do po-

wierzchni płyty 

- grubość płyty 
j; 

7 = у - bezwymiarowa współrzędna w kierunku prostopad-

^ ^ łym do powierzchni płyty 

Bi = -д- - liczba podobieństwa Biota 

3f t 
ϊ*ο = -g- - liczba podobieństwa Fouriera 

δ 

- η-ta wartość własna problemu, który powstaje 

przy poszukiwaniu dokładnego rozwiązania za-

gadnienia (26) 4 (29) za pomocą metody rozdzie-

lenia zmiennych [6J 

C'?) - wielomian stopnia i względem η 
- i-ta funkcja w ciągu funkcji przybliżających 

1(1,2,...,n) - liczba wyrazów w kombinacji liniowej 

A P ( x ) - kwantyfikator: dla każdego χ mającego włas-

ność P(x) 

s - oznaczenie wyników uzyskanych metodą ścisłą 

(tablice: 1 i 2). 
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ПРИМЕНЕНИЕ МОДИФИЦИРОВАННОГО МЕТОДА КАНТОРОВИЧА 

К ЗАДАЧЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НЕУСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ 

Краткое содержание 

Представляется вариационный подход к вопросу неустановив-

шегося теплообмена при краевых условиях третьего рода. 

К численным расчётйм применяется модифицированный м«?тод 

Канторовича,, обобщенный в (5) не случай параболических оп°ра-

fopoB. Последовательность приближающих функций подобрана та-

ким образом, что они являются решениями эллиптической части 

исходного дифференциального уравнения. Учёт краевых условней 

в виде приближённого решения позволяет исключить поверхност-

ные интегралы, отсутствие которых имеет решающие влияние на 

облегчение процесса вычислений. В качестве примера . иллюстри-

рующего процесс вычислений прилагается расчёт неустановивше-

гося температурного поля в бесконечной пластинке. 

APPLICATION OF THE MODIFIED KANTOROVICH METHOD 

FOR THE DETERMINATION OF UNSTEADY TEMPERATURE FIELD 

S u m m a r y 

The variational approach to the problem of unsteady heat transfer 

at type h i boundary conditions has been presented in this paper. The 

modif:sd Kantorovich method as generalized under [5] for the case of 

parabolic operators, has been employed for the numerical computations 

involved. The sequence of approximating functions has been selected in 

such a way, that they present the solutions of the elliptic part of 
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the starting partial differential equation. Bounuary conditions having 

been met in the form of an approximate solution permits to eliminate the 

• surface integrals which if
:
 of a decisive importance for the facilita-

tion of the course of calculations adopted. This course of calculations 

has been illustrated by an example of determination of an unsteady tem-

perature field in an infinite plate. 
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