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1. Wstep

Analiza niesustalonych proceséw wymiany ciepla w skompli-
kowanych ukZadach fizycznych prowadszi do poszukiwania rozwig-
zania réwnania zachowania energii z warunkami brzegowymi pierw-
szego, drugiego lub trzeciego rodzaju, za pomocg Jjednej 2z
tréech nastepujacych metod:

a) metody doktadnej,

b) przyblizonej metody analitycznej,

¢) przybtlizonej metody numerycznej.

Rozwigzanie doktadne Jest mozliwe do uzyskania w stosun-
kowo niewielu, prostych przypadkach i wyraza sie¢ w postaci
Sszeregu nieskohczonego, co Jest malo uzyteczne w praktyce in-
zynierskie]. Wiréd wymienionych.metod'przybliZonych najwiek-
sze znaczenie posiada przyblizona metoda analityczna, ponie-
waz pozwala znale%é zamkniete wyrazenia arytmetyczne,okresla~
Jace wartosci temperatury w dowolnym punkéie rozpatrywanego
uk*adu i w dowolnej chwili t, Dbez stosowania techniki ite-
racyjnej. Wyrazed takich nie dostérczaja . przyblizone metody
numeryczne. ‘Do przyblizonych metod analitycznych nalezg me-
tbdy bezposrednie, jak np, : metody Ritza, Trefftza, Kantoro-
wicza, Warlacyjne ujecie procesu nieustalonej wymiany ciépla
umozliwia zastosowanie Jednej z tych metod [1], [3], [4],[5}

W niniejszym artykule, do wyznaczenia ‘tieustalonego pola
temperatury, stosuje si¢ metode Kantorowicza, ale uogélniong
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na przypadek operatordw parabolicznych.ﬁeﬁygnuje-sie z intui-~
cyjnej metody doboru ciagu funkeji przyblizajgcych. Cigg ten
okresla sig¢ z eliptyczmej czesei wyJjsciowego réwnania réznicz-
kowego z odpowiednimi warunkami brzegowymi [5]. Dalsze poste-
powanie jest analogiczne jak w przypadku stosowania metody
Kantorowicza dla operatordéw eliptycznych. Ze wzgledu na moz-
liwo$é konfrontacji otrzymanego tg metoda rozwiazahia przy-
bliZonego z rozwigzaniem dokiadnym. do obliczen numerycznych
wybrano zagadnienie przewodzenia ciepta w stanie nieustalonym
W piycie nieskonczonej o grubosci ¢, 2z warurkiem brzegowym
trzeciego rodzaju. W [4] pbrzeanalizowaro podobny problem, ale
przy warunku brzegowym Pierwszego rodzaju i Przy uzyciu metod
Ritza i Trefftza oraz metody Galerkina w konkretnym przypadku
numerycznym,

2, Sformulowanie problemu wariacyjnego
dla zagadnienia brzegowego trzeciego rodzaju

Rozwaza sie zjawisko niéustalonej wymiany éiepla miedzy
dowoinym obszarem przestrzennym D, ograniczonym powierzch~
.nla P, i otoczeniem. Przyjmuje sie, ze osSrodek wypeiniajgcy
obszar D charakteryzuje sie statymi wartoSciami parametréw -
fizyeznych:

- A(x,5,2,T) = A = const , (1)

°§(X»Y,Z,T) = éPL= const , (23
0 (x,y,2,T) = ¢ = const, (3)

oraz brakiem wewngtrznych zrédet ciepta

9y (x,5,2,8) = 0. (4)

Powierzchnia F moZe byé Dowierzchnig zlozonq'z k réz-
nych powierzchni

F=2 %, (5)

k
J=1
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na ktérych intensywnosé wymiany ciepia z otoczeniem Jjest nie-
Jednakowa ale odbywa sie zgodnie z réwnaniem Newbona:

An grad ':T(:_ch):l + a(;'Fj) Il:'.l?(;':ﬁ.:!,'l:) - TO(EFJ-.)] =0, (6)

[5 = 152,000 ,k]. |
Rownanie to jest definicjs warunkéw brzegowych trzeciego
rodzaju, ktére sg liniows kombinacjg warunkéw brzegowych
pierwszego i drugiego rodzaau. Pole temperatury,w oérodku wy-
peiniajgcym obszar ' D, jest okreSlome rownaniem zachowania
energii, ktére w rozwazanym przypadku ma postaé paraboliczne-
go réwnania rézniczkowego czgstkowego drugiego rzedu

. a7
Adiv(grad T) - 9c, 3% = 0. ('7)

' Warunki brzegowe sg dane w réwnaniu (6), a rozktad tempe-
ratury wewngtrz obszaru D w chwili ¢t = 0O Jest okreslony
warunkiem poczgtkowym

T;(z,6=0) = T, (r)

>

O<ri<ry. (8)

Rozwigzanie -tak po=tawionego problemu jest réwnowazne za-

daniu rachunku wariacyanego na. poszukiwanie ekstremum funk-
,caonalu ' ~

I<T> [[/[ Agrad T)2 * Qe g.%‘ T]dV +

fom 3@ (er,t) To(rF )T(rFJ,t):, 5=

= Extremum. : (9)

Mozna pokazaé, ze réwnanie (7) jest dla tego funkcjonaiu
; réwnaniem Eulera - Lagrange?a, W tym celu funkcjonat (9) gza-
pisuje sie jako

I<D> jffF(T, 25, ay’ 9% 2hyav. (10)
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Jesli wprowadzi sie¢ oznaczenia:

0T(X,¥,2,5) _ o 3T (x VeZ,t)
I

x? _“‘iar*—"=T;'
BT (X,5,2,5) _ 3T (x,¥,2,%) _
= Ty B = Ty

to réwnanie Eulera - Lagrange’a ma wtedy postaé

8 OF(T,,T, 51759 TsT) .8 0F(Ty,T.,T,,Ty,T) ]
x 0T, oy ‘UTy

+

(11)

a oF(T Toy T T, Ty T) aF(Tx,Ty,‘I‘Z,Tt,T) o
t ez | T 0T, = oT =2

Wykonujgc odpowiednie operacje otrzymuge sie rzeczywiscie
- réwnenie (7), co dowodzi poprawnoci budowy funkcjonatu (9).
Realizacja ekstremum catki wariacyjnej wymaga, aby spei-~
niony byt zespdéi warunkéw, k-téry sktada sie. z: -
: a) warunku Eulerag

YYI < T> fffl:l g:r.'ad T grad 6T + qcp at ST:’dV +

(12)

+Zﬂd(£F )[T(;'F %) - T (zg )]d'T dFy = 0;
AN/ 3 31
=07
b) silniejszego warunku Legendre’a :|
[ 32p(z_,7_,7_,1.,T)
x? y'.z’ £2 ¢ =A>o
1e . ’
X
! #2p(T_,1_,T WTy o)
=3, 2 =2A>0, : (13)
ot
y
0°F(T,, y, T, 17,T) =7\$ 0.
aTz
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Wyrazenie na ograniczong wariacje mozna przeksztaleié do
innej postaci. W tym celu stosuje si¢ twierdzenie Greena -
Gaussa -~ Ostrogradzikiego

ff div(dT grad T)dVEfj]lfgrad 6T grad T +
v v

(14)
+ div(grad T)dm]dv =ff1_1 grad T 6T dF ,
z ktérego wynika, se
fffgrad 5T grad T dV = _ff div(grad T)6T 4V +
\' .

(15)

[/n grad T ¢T 4r.

Po podsta wieniu (15) do (12) i uwzglednieniu (5), warunek
Eulera przedstawia sie nastepujaco

SI<T>= fff }Ldlv(gradT)+9 —E]JTdV+

fo[]tn gradl:‘l‘(rF ):’ + , t16)
razy )2y ,0) - mo(gFj)]}aT = o

Aby otrzymaé ostateczne wyrasenisa na SI < T> nalezy w
(16) uwzglednié warunki brzegowe (6). ankaaq wtedy calki po-
wierzchniowe i na tej podstawie otrzymuje sie

SI<T>= fff Adiv(grad T) - 9% at]d‘T av = 0. ' (17)

Do rozwigzania tego problemu mozna zastosowaé jedng z me~
.tod bezposrednich. Pokazane zostanie zastosowanie metody Kan-
torowicza, uogdlnionej na przypadek operatorow parabolicznych
i zmodyfikowanej, jezeli chodzi o dobor odpowiednich funkecji
przyblizajgcych. Caltkowanie wyrazenia (17) jest mozliwe po
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uprzednim zatozeniu przestrzennego rozkiadu temperatury w-po—
staci kombinacji liniowe] :

n
T(xyyyzyt) = To(x’y"zyt) +Zki(t)fi(xgy’z)’ ‘ (18)

i=1

gdzie: -
B(x,y,2,5) - zalozony rozklad temperatury,
To(x,y,z,t) ~ funkcja speiniajgca niejednorodne warunki
. . brzegowe (6), :
fi(x,y,z) - cigg funkeji przyblizajgcych speiniajgcysh
Jednorodne warunki brzegowe drugiego rodza-
Ju, '
ki(t) : - nieokreSlone w pierwszym etaple rozwazan
- ‘wspbiczynniki funkcyjne.
Po wstawieniu (18) do (17) i wykonaniu catkowanid w odpo-
wiednich granicach otrzymuje si¢ uklad (o + 1) liniowych réw-
nan . réZniczkowych zwyczgjnych pierwszego rzedu

2 - 223\ A .
ff/K g i +_2_Z§_>_ QGP%E—}JT ax dy dz = 0, (19)

Z ktérego wyznacza sie Wspélczynnlkl funkcyane.

_ ~ State catkowania zwigzane sa aednoznacznle 7z warunkiem
poczatkowym. (8). Wyznacza sie je z warunku, aby caika z kwa-
dratu odchyleh od zadanej funkeji, ktéramrrozpatrywanym przy-
padku jest warunkiem poozqtkowym, osiggata wartosé minimalng

_~Z271?(x,y,z t=0) - T, (x,y,z)] dx dy dz = Minimum. (20)
i Odpowiada to ukladowi (n +-1) 1iniowych.réwnaﬁ algebraicz—
nych ' .
‘[/fl’fr\"(x,y,z,téo)_ - Ti(x,y,z)Jé“i" dx dy dz = O. (21)

Rozwigzanie tak sformulowanego zagadnlenla podstawione do
(18) daje poszukiwany.przytlizony rozkiad temperatury.
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3. Mnaczenie -nieustalonego pola temperatury
W _piycie nieskohczonej

Jako przyklad ilustrujacy przebieg obliczen pPrzy zastoso-~
waniu zmodyfikowanej metody Kantorowicza dla operatoréw pa-
rabolicznych rozpatrzone zostanie zjawisko konwekey jnego cho-
" dzenia réwnomiernie nagrzanej, Jjednorodnej ptyty nleskonczo-
‘nej bez wewnetrzrych zrédel ciepia, ktéra zrajduje si¢ w o-
srodku o statej temperatirze. Proces nieustalone] wymiany ciep-
1a Jest w tym przypadku okreslony rownanlem Fourlera

2 l
3 T _ 10l
x> X3 aw = % (22)
z warunkiem pocza‘tkowyn}
T(x,t=0) = T; = const; /x\0<x<6, (23)
iz warunkami brzegowymi:
m = ’ \ 4
Amaiw_éc[T(x:O,t) -2,] = o, NE>0, (24)
%Xa;d“’t) =0, At>o0. (25)

Po pré.ejéciu na wielkosci bezw;yiniarowe, ktére zdefiniowa-~
/Do W oznaczeniach, problem (22) & (25) sprowadza sie do na-
Stepujacego zagadnienia:

3%¢ _ oy
WZ __BTB = O, (26)
J(q,i‘o:O):p, ‘/’>O<q<’l, (27)
31}’(0:0,‘F0) .
T - Bl[z?'(r;=o,,Fo) - 1] = 0, AFo>o0, (28)
29(n=1,Fo)

7 = 0, A Fo > 0. (29)

Posiada ono rozw1qzan1e Scisle w postaci szeregu nieskor-
czonego
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2 sin 6 cos|{S (1--n)
z}(q,Fol) 1+ (/1"'1)2 o sin 5 [cos Jn]_ xp(—éi Fo). (30)

Uzyskuje sie je stosujgc metode rozdzielenia zmiennych
[e]. _ .

Dla znalezienia Przybliéonego rozwigzania problemu (26) =+
+ (29) zostanie zastosowana zmodyfikowana metods Kantorowi-
cza., Zaktada sie, Ze poszukiwane rozwigzanie daje sie przed-
stawié w formie kombinacji liniowe]

"_ n
3(n,Fo) = 95(7,Fa) +> " ¥ (p,Fo), (31)

przy czym: .
a) ﬁb(q,FoD - funkcja, ktéra spetnia niejednorodne wa-
. runki brzegowe (28) i (29),
b) J&(Q,Fop - funkcje, ktére speiniaja jednorodne warun- -
ki brzegowe:

¢, (p =0,Fo))
4 ! _
3 =0, ATFo>0, (32)
a9
Funkcje spelniajaoqiniejednoroﬁne warunki brzegowe okre-
$la sie z eliptycznej czeSci réwnania rézniczkowego (26), za-
pisujgc je w postaci rdéwnania Poissona
2
o}
- k (Fo) = 0. : (34)
d72 )

=0, AFo> O. (33)
Fo.

W wyniku dwukrotnego calkowanla, z uwzglednieniem (28) i
(29), otrzymuje sie’

Jb(q,Fo) =1 + k (Fo)f,(p,Bi), (35)

gdzie

£,(9,B1) = 0,5 p% = p - BL7". (36)
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Funkcje speiniajgce jednorodne warunki brzegowe (32) 1
(33) wyznaczane s z nastepujgcego réwnania rézniczkowego

2

n
Wspbélczynniki wielomianu Wi(q) sg funkcjami Fo.
Rozwigzaniem powyZszego réwnania jest wyrazenle typu

By (9,Fo) = k; (o)W, 5 (p) . (38)

W zwigzku z tym kombinacje liniowg (31) mozna zapisaé w
postaci

F(p,Fo) =1 + ko(Fo)fo(r;,B-;) +_n2-ki(Fo)wi;2(r;). - (39)
: (=]
Z poréwnania (39) z wyrazeniem (18) wynika, Ze cigg funk-
cji przyblizajgeych £,(p) speinia rélagje
23(9) = Wy (). (#0)
Przykladowq wyznaczono dwie kclejné funkcje tego ciggu:

£.00) =40° - 197, (41)

£,(p) =,—|12174+%r) = 1o2. (12)

W plerwszym etapie rozwazai pozustaja nieokreslone wspdi-~
czynniki funkcyjne: ko(Fo)\ii ki(Fof. Do. wyznaczenia ich
wykorzystuje sie zaleznosé (19), ktéra w rozwazanym przypadku
przyjmuje postaé

1
s1<¥> = [1[#]6Fap - o, (43)
gdzie 0 |
L[F]-0%8 _od | :
- 1= -3/ - - (44)

an
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Jest to oczywiscie, w zaleznosci od liczby wyrazéw w kom-
binacji liniowej, ukiad (i+1) liniowyeh réwnan rézniczkowych
pPlerwszego rzedu:

1 ~
JfL[ﬁ]—Qﬁi §k, dp = 0, (45)
, 0 °
! 13707
ofL[J]ﬁ3 §ky dp =05 [ = 1,2,...,1]. (46)
Ponliewasz
3 e ( o
Tk = To(MB1), (47)
3 Y . DU (
Tkj = J. f]), _[J = 1,2,.--,1], 48)
to (45) + (46) ma ostateczng forme:
1 ~ ) :
J];[0]f0(7,31)dq =0, ' (49)
. { .
:an[ﬁjfj(q)dq =0, [j =:1,;,...,;]. - (50)

Do dalszych rozwazan wygodnie jest przyjaé, Ze
i
Ao+ 1 =1, (51
Dla 1 = 1 poszukiwane rozwigzanie przyblizone okre$lone
jest wyrazeniem '

F(n,Fo) = 1 + ko (F0)(0,5 02 - p - BTy, (52)

Roéwnanie rézniczkowe, z ktorego wyznacza sie wspbiczynnik
funkcyjny ko(Fo), przybiera (po podstawieniu odpowiednich za-
leznosci do (49) i wykonaniu catkowania) postaé

k5
dFo ~

2 + 15 By

. (53)
2 Bi + 10 Bi + 15 ©
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Jesli 1 =2, to
F(g,Fo) = 1+ k (F0)(0,5 2= - Bi™1) +k, (Fo)(En 2 -1 p?), (54)

a uktad réwnah rézniczkowych (49) i (50) jest wtedy nastepu-
Jacy:

2 . dk, 2 ., 3y
(96 Bi“ + 480 Bi + 720) IFo t {13 Bi® + 30 Bl)-aFa =
= - (200 Bi® + 720 Bi)k, - 30 Bi® k, (55)
s ak, ]
(91 Bi + 210) &F‘ + 15 Bi gt = — 210 Bi k_ - 42 Bi k.| (56)

W przypadku 1 = 3 otrzymuje sie kombinacje liniowg

F(,70) = 1 + 1, (F0)(0,5 07 = = B4™) + ky(Fo) @7 - 40%) ¢

+k2(Fo)(,12f) 'r; —%17 , (57)

w ktérej wspbdiczynniki funkcyjne okreéla sie 2z uktadu réwnah
rézniczkowych

— - - — - - —

, die
A1 A2 A3 | FFo Ay M5 Mgl | %
. 1| ax,
Aoq Bop Bozl | FEo |T | fou fz5 Aogl |Xq s (58)
ak,
431 %32 A33] | TFo| |4 A35 Ase] | Mo
gdzie:
Aqq = 2016 Bi? + 10080 Bi + 15120,
A, = 273 Bi® + 630 B,
Lz = 622 Bi® + 1428 Bi,
Ay, = -(5040 Bi® + 15120 Bi),
2
A15 = —630 Bi ’
.2

‘A16 = —1428.31 ’



14 Jan Lach

Ay, = 364 Bi + 840, Azq = 7464 Bi + 17136,
Ay, = 52 Bi, A52'= 1071 Bi,

Ayz = 119 Bi, Az3 = 2452 Bi,

A, = -840 Bi, Az, = =17136 Bi,

Ays = -168 Bi, Ags = -3528 Bi,

A = =392 Bi, Azg = -8256 Bi.

Odpowiednie kombinacje liniowe dla 1> 3 tworzy sie w
sposdb analogiczny. Dalsze rozwazania ogranicza sie do poda~
nych przyktadéw (1 =1, 2, 3).

Warunki poczgtkowe sg w ogblnym przypadku dane ukltadem 1li-
niowych réwnan algebraicznych

1
il

bf[ﬁ'(q,Fo: 0) - /u] a_ﬁq dp = 0; [cp = O,'l,...,n]. (59)
Jest to szczegdlna postadé wyrazenia (21).

W rozwazanym przypadku warunki +te okreSlone sg nastepu-

Jaco:
a) dla 1 =1
5 Bi® + 15 Bi
k,(0) = > - 3 (60)
2 Bi® + 10 Bi + 15
b) dla 1 =2

96 Bi2+480 Bi+720 13 Bi‘+30 Bi "ko(o)] (240 Bi%+720 Bi)(1-p)

= e
96 Bi+210 13 Bi | k,](o)J 210 Bi(1-u)
C) dla 1 = 5
Biq Bip Byz | |k, (0) By
Byq By Bos K (0) | = | By | (62)
Bs1 Bzo Bs3 k,(0) B3y
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gdzie:
s . 23Bi% 4+ 10 Bis 15,
1 ' 15 Bi<
_ 13 Bi + 30
B2 = By = “oop B
_ _ 311 Bi + 714
Bi3 = B3q = “ooeoBr
1
Bao = 5040
_ _ 17 ‘
Boz = Bzo = 5agp 0 - (83)
5. . 613
33 45360

Bz, = 180 (1= ).

Rozwigzania podanych zagadnien poczatkowych podstawia sie
do zaleznosci (52), (54) lub (57) 1 w kazdym przypadku uzys—
kuje sie wyrazenia arytmetyczne w postac1 zamknietej np.:

a)dla 1 =1

2 o
Ho,po) = 14 SBI#ISBL  (q o (5 B1%15 B3 F;\(O 5p°-p-81i~7)
2 Bi™+10 Bi+15 2 Bi"+10 Bi+15

(64)
b) dla 1 =
F(p,Fo) = 1 + [4(Bi,u)exp(~y, (Bi)Fo) +
+ 45 (BL,p)exp(-y, (B1)F0)] (0,5 2 - p - BiTy & .
(e5)

+ [Bq(Bi,p)exp(-yH(Bi)Fo) +

+ By (Bipexn (—y, (31)70)] (T 97 - 192)
gdzie:

, £,(Bi,u) - ¢, (Bi)f, (Bi,u)
(B3 2 1 1.0
A (Bi,u) = W, (BL) -, (B1) ’ (66)
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. Wg(Bi)f,] (Bi,u) - fe(Bi,,u)

84 (Bi,u) .
B,l(Bi,,u) = ——lTy-z—(E—’ (68)
1=y, By

(Bi, )
1 = Y, (B |

u (B1) = | 468 +8460 Bi+15120 _ [/ 846 81248460 Bi+15120)°
1 65 Bi%+780 Bi+3060 65 Bi“+780 Bi+3060

a
}780 Bl +30240 Bi , (70)
65 Bi%4780 Bi+3060
y,(s1) =846 B +8460 Bi#15120 /846 Bi +846o Bi+15120 2
2 65 Bi%+780 B1+3060 \ 65 B1%+780 Bi+3060
' » 1n1
_ 3780 B1®430240 B1 [2[Z (71)
65 B12+780 Bi+3060
. 390 Bi® + 3060 Bi
£, (Biyu) = = 1 =-m), (72)
65 Bi“ + 780 Bi + 3060
2 )
£, (Bt = 2780 BI% + 30200 B 4 _ (73
65 Bi™ + 780 Bi-_l- 3060 :
2
g, (B ;)= ~1680 BiZ + 15120 B -y, (78

65 Bi<+ 780 Bi+ 3060

przy czym stopien doktadnoscd zaleZy od’ liczby wyrazéw 1
wzietych w kombinacji liniowej. ‘ '
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4, Przyktad numeryczny

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla 'szerokiego za—
kresu zmiennoSci liczb podobienstwa Biota (0,001 + 100) 1
Fouriera (0. .+ 10,0), przy wartosciach temperatury poczgtko-
wej p = 2; 3,5; 53 10. Nalezy zwrécié uwage na sposéb spei-
niania warunku poczgtkowego (27) przy uwzglednianiu coraz
wigkszej liczby wyrazéw 1 w kombinacji liniowej. Dla u= 10
przedstawiono to na rys.rys. 1,2,3, Przy pozostalych wartosd-
ciach temperatury poczgtkowej uzyskuje si¢ wyniki identyczne-
go typu. ' '

Analiza wynikéw obliczen numerycznych i poréwnanie ich
z wynikami otrzymanymi za pomocg metody écislej prowadzi do
wniosku, 2ze wystarczajacy stopien dokladnoéci uzyskuje sie,
Jezeli w kombinacji 1ihiowej uwzgledni'siez

a) jeden wyraz - dla Fo > 0,5,

b) dwa wyrazy - dla Fo > 0,1.

Dla Fo < 0,1 nalezy w rozwigzaniu przyblizonym wzigé
liczbe wyrazdéw 1 > 2. Pole temperatury, wyznéczone dla wy-
mienionych liczb podobiehstwa Fourlera przedstawiono w ta-
blicach 1 i 2.

Zwraca si¢ uwage na fakt, Ze wzrost intensywnosci wymiany
ciepta pocigga za sobg koniecznoéé uwzglednienia wiekézejlicz—
by wyrazéw w kombinacji liniowej, anizeli w przypadku nie-
wielkich wartosci liezby podobienistwa Biota.

Uzyskane wyniki wykazujg duzg zgodno$é z wynikami otrzy-
manymi metodg Scists (we wzorze 30 przyjeto n = 6).

5. Podsumowanie

Punktem wyjécia do rozwigzania rozpatrywanego problemu
Jest wybér ciygu funkeji przyblizajacych tworzgcych kombina-~
cje liniowg (18). Jest to podstawowa trudnosé przy stosowa-
niu klasycznej metody Kantorowicza, szczegdlnie w odniesieniu
do ziozonych uktaddw wielowymiarowych, kiedy intuicyjna meto-
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Rys.1. PrzybliZenie warunku poczgtkowego za pomocg jednego wyrazu w kom~
binacji liniowe]j
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Ryse2, Przyblizenie warunku poczgikowego za pomocy dwéch wyrazdw w kome
binacji liniowej
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da doboru tego ciggu, oparta na wnikliwej znajomosci fizyki
zjawiska, praktycznie rzecz biorgc nie zdaje egzaminu, ponie-
waz mozliwe sg rézﬁe'postacie funkeji przyblizajagcych spet-
niajgeyeh odpowiednie warunki brzegowe, a o wyborze najodpo-
wiedniejszej z nich mozna decydowaé jedynie mna gruncie naby-
tego doswiadczenia, co w znaczny sposédb komplikuje rozwig-
zywanie nowych zagadnien. '

- Metoda wyznaczenia ciggu funkcji przyblisajgcych, ktéra
przedstawiono w tej pracy, pozwala omingé te trudnosci. Za-
stosowanie zmodyfikowanej metody Kantorowicza pozwala unikngé
rozpatrywania dwu oddzielnych faz danego zjawiska, jak to sie
dzieje w metodzie Biota. Uzyskanie Zgdanego stopnia doktadno-
"Sci uzaleznione jest jedynie od ‘uWZglednienia odpowiednieJ
liczby wyrazéw w kombinacji liniowej.

' Przyktady liczbowe, ktére przedstawiono w celu zilustro-
wania toku obliczen, wskazujg ﬁa fakt, %ze otrzymane wyniki,
przy znacznie prostszych obliczeniach numerycznych, sg niemal
identyczne z wynikami otrzymanymi metodg $cisig.

Wykaz oznaczeh

- wspdiczynnik przewodzenia cliepia

-~ ciepio wiasciwe przy stalym cidnieniu

0 - gestosé osérodka wypelniajgcego. dany obszar prze-
strzenny

€= _ wspblczynnik przewodzenia temperatury (wspélczynnik

wyréwnywania temperatur, dyfuzyjnodé cieplna)

a - wspbdiczynnik przejmowania ciepia

ay - intensywnosé (gestosé) wewnetrznych érédql'ciepla

t . = czas

T -~ temperatura

Ti - temperatura poczgtkowa

T, - temperatura osrodka otaczajgcego dany obszar prze-
strzenny

I <T>- ograniczona wariac¢ja funkcjonatu I < T >

0:-%} -~ bezwymiarowa temperatura
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1(1,2,...,n)
N P(x)

]

bezwymiarowa temperatura poczatkowa

ograniczona wariacja funkcjonaiu I<V>
przyblizZona temperatura bezwymiarowa
wspélrzedna w kierunku prostopadiym do po-
wierzchni pilyty

grubosé piyty

bezwymiaroWa wspéirzedna w kierunku prostopad-
tym do powierzchni piyty

liczba podobiehstwa Biota

liczba podobiehstwa Fouriera

n-ta warto$é wtasna problemu, ktéry powsiaje
przy poszukiwaniu dJdokZadnego rozwigzania zs-
gadnienia (26) + (29) za pomocg metody rozdzie—
lenia zmiennych |6]

wielomian stopnia i wzgledem n

i-ta funkcja w ciggu funkcji przybliZzajgcych
liczba wyrazéw w kombinacji liniowej
kwantyfikator: dla kazdego x majacego wtas-
nosé P(x)

oznaczenie wynikéw uzyskanych metodg Scisig
(tablice: 1 i 2).

BIBLIOGRAFIA

[1] Biot M,A.: New methods in heat flow analysis with application to
.flight structures., L. Aero, Sci., 12,24, 1957, 857-873,

[2] Kantorowicz.L.W., Krytow W.I.: PrzybliZone metedy analizy wyzszej

(v jez. rosyjskim); Panistw, Wyd., Literat. Teoretyczno-Technicznej,

Moskwa 1952,

[3] Kneschke - A.s Berechnung'stationarer ?emperaturverteilungen, Ing.
- Arch., 30, 1961, 117-122,

[41 Krajewski B.: Application of variational methods to problems of un-
steady heat flow. Arch. Mech. Stosowanej 5,20, 1968, 535-547.



Zastosowanie zmodyfikowanej metody Kantorowicza... 25

[5] Krajewski B.: Ein direktes Vériationsverfahren zur Behandlung der
Warmelibertragungsprobleme fur erzwungene Kdnvektion (0dd. do druku
w Int, J. Heat and Mass Transfer),

[6] Staniszewski B,: Wymiana ciepta, Podstawy teoretyczne. PWN, Warsza-
wa 1963,

[IPHMEHEHRE MOIVSHLEPOBAHHOI'O METOLA KAHTOPOBHUA
K 3AIAYE ONPELENEHNA HEYCTAHOBHBIETOCS TEMIEPATYPHOT'O OIS

Kparxroe CcCoOXepxaHUe®eE

llpencTasiaderca BapUauMOHHHA MONXOL K BONPOCY HEYCT2HOBUB-
IerocA TEema0OGMeHa npHM KPaeBHX YCAOBHSX TPerhero pOIa.

K uucreruum pacu8TdMm npumeHsercs MOIN(HIUPOBEBHHNYE weTOX
Kauroposuua, oGobmeruui B (5) me caywait napaGomureckux onepa-
#0poB. llOCIEZOBaTEABHOCTE NPUBIUK2OMUAX ¢yHKruf nozmotpans Ta-
KUM 06pa30M, UTO OHM ABIANTCA DENSEMAMH BILUITHUYCCKOH UACTH
HCXOZHOTO INPPepPeHNUANRHATO YPaBHEHUA. YuST KpaeBux yeaobuelt
B BHZ2 NPUOAMXEHHOTO DEmMEHMT NO3BOJAET HCKIEQHTBI NMOBEPXHOCT -
HHE WHTErpalH, OTCYTCTBMEe KOTODHX MMEeT pemawmue BiAHAHME HA
obrervyeHre mnpoluecca BHYMCIEHHHE. B Kayecrse npnmepa'.nnnmCTpK-
bypmero mpouecc BHYHCJAEHHH Onpuiaraercs pacusr HeyCTaHOZUBMmE -
TocAd TeMnepaTypHOro noJf B O2CKOHEUHOH miacTHHKE .

APPLICATION OF THE MODIFIED KANTOROVICH METHOD
FOR THE DETERMINATION OF UNSTEADY TEMPERATURE FIELD

Summary

The variational appreach to the problem of unsteady heat transfer

at tyre ITI boundary conditions has been presented in this paper. The
madif:sd Kantorovich method as generalized under [5] for the case of
parabolic operators, has been employed for the numerical computations
involved., The sequence of approximating functions has been selected irn

such a-way, that they present the solutions of the elliptic part of
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the étarting partial differential equation, Bounuary conditions having
Been met in the form of an approximate solution permits t6 eliminate the

- surface integrals which if of a decisive importance for the facilita-
tion of the course of calculations adopted, This course of calculations
has béen‘illustrated by an example of determination of an unsteady tem-
perature field in an infinite plate.

Rékopis dostarczono w maju 1972 r,




