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1. ‘Sformu*owanie zadania

Metod¢ wyboru achematu réznicowego, aproksymujgcego ukiad
réwnai rézniczkowych zwyczajnych i -dajacego najlepsze oszaco-
wanie bxedu [1], mozZna rozszerzyé na przypadek rdwnan czgstko-
wych. 7 uwagl na zastosowanie w teorii reaktoréw, w niniejszej
pracy rozwazane bedzie zagadnienie rézniczkowe postaci:

Lu(r,t) gtt = A(t)u(z,t) + EV 2u(z,t), -(%,t)eD, (141)

D ={ (F,t): te<t ,T>, 565—2}
z warunkami gz_'énicznyxﬁi: o
1) u(F,0) = p (F), o i ' (1.2)
2) u(:'b',.t)lr = ¢ (%) (F - brzeg obszaru 2 ), o {1.3)

gd_zie:” w(F,t), p (F), v(,t) - wektory K~-wymiarowe,
A(t), B - macierze [K x K|-wymiarowe, '

oraz aproksymujace"j-e zagadnienie réznicowe:
+1 _ |- . n n o=
v; = [I + c(1—trn)Bn]vm + 'L'thm, | (rm,ﬁn) €Dy, C(1.4)

_ . S .
Dy = {(f,t),: Bty + 0T (0=0,1,..i0e =2 - 1), Fely,
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z warunkami granicznymi
1)V;=¢m, (105)

2) vp=yy dla Fypely (M, - braeg obszaru R ),  (1.6)

gdzie: vg = v(Z,t,), | (1.7)
B, = B(t,), o (1.8)
o = 9(Tyls - : (1.9)
y/; = W(?mftn) (zaktadajgc, ze I hCF )y (1.10)
Lol = Lu(E) = > at(2,,put(5), (1.11)
peN(fy) .

N(f) ~ otoczenie siatkowe p—tu'.?.

Zadanie polega na takim doborze ciggu liczb rzeczywistych
[Tn oraz ciagu macierzy {B (n=0, 1,...,N), aby'wartoéé nor-
my (euklidesowe]) bZedu aproksymacjl byta moZliwie najmniej-
sza.

2. Oszacowanie bxedu metody réZnicowe]

Poniewaz
) n - 2 -
W (7) = u(F) 4 20 L T2 ;£i?)-+o(c3),(2.1)

gdzie, zgodnie z (1.1):

__au (F) _ 4 o “F) + BV un(r) (An=A(th)),‘ '(2-2)-
oraz
.20, da ah
Qu(#) = ou ( 2 b (v ) 2 ) s
laltzr = dtn un(r)+A _-Fli.]_ BEv ——-—a—_}— (dt + A )un(r)‘f'

+ (4 + B )v2u(E) + 5202 (72 (5 )1+ 0(c3), (2.3)

wigc podstawlajacs
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z 94, 2 ' 1
.An =4 4 -5 * 0(t“), gdzie A ;= A t°+<n+§) (2.4)
: oty . tty ' .
Aﬁ‘= A2 4 + 0(), (2.5)
n-!-g

otrgymano nastepujacy schemat réznicowy, speiniony przez roz=
wigzanie zagadnienia (1.1) z warunkami (1.2) i (1.3):

i 2
Wtlz) o uB(3) +TA ] WB(7) +tEveN(E) + & a° ] u(F) +

n+§ 2 n+§
- on,=y 2.2 2n,.
— _—2'<A 1E+EA 1)xzu(r)+E v (vu (r)) +
. n+-2- n+§: .
+0(r2), (2.6)
W(F) = 9 (¥) dla TeR, (2.7)
() =¢(®) dla Tel). (2.8)

Zastaplienle operatora rdéZniczkowego Vzun(f) operatorem
réznicowyn (okresSlonym w weztach giatki) postaci

Ly = Ev2uﬁ + o) = Bv?f + o(c?), (2.9)

gdzie 7:=6'h2 a. L, Jest opsmatorsm typu (1.11) oraz podsta-

wienie "Bn-= A 4 (2.10)
n+§

powodujg przeksztakcenie (2.6) do postaci

2 2 ' '
n+1 _ Sl n T- R2.n | 7o 2.n
u o= (I +'an)um + 'cLhum + 5 B_num + 5 [(BnE +EBn)V Wy +

2/o2..0

+ B2V (v um)] + O(_'c3). ' (2.11)

Jak wynike z [1], rozwigzanie schematu (1.4) z warunkami
(1.5) 1 (1.6) jest, przy podstawieniach (2.9) 1 (2.10), zbiesz-
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~

ne do rozwigzania zagadnienia (2.6) z warunkami (2.7) i1 (2.8),
natomiast b¥ad aproksymacji jest rozwigzaniem nastepujgcego
zagadnienia rdznicowego:

zﬁ“ = uﬁ“ - vﬁ” = [I-+'c(1-rzrn)Bn]z:I‘1 +T Ly +

. ﬁ13(]3 2 I)nﬁ{(BEEB)VZI1

+ 5 Bp\Bp + 2% liuy + 5 |\Bp A,V Uy +

+ Ezvz(vzuﬁ)] + 0(c2), . (2.12)
z; = 0, (2.13)
zE: 0 dla T el. (2.14)

Stosujgc podstawienie:

3 = [z:} ie[,m: i-meﬂh}. (2.15)

,?n' {uxi} ie[m: rme}?h}_, (2.16)

mozna schemat (2.,12) z warunkami (2.13) i (2.14) zapisaé na-
stepujaco

n n 2
3n+1 = ~[I+'z:(1—1:7;~;;')Qn]5 +tP3 + 12— Q. lQ, + 23.’;11)fzn +

+ ”2—2 5,0 +0(e?),  (n=0,1,...,¥) C(2.17)

7 =0, | (2.18) -
gdzie: ﬂQ_n II= || Bnﬂ . (2.19)
e lnleaw. e
"Snrgn" = Cy{n), | (2.21)

(C, i1 C, nie-zalezg od h). :
Jak Yatwo mozma wykazaé [1], rozwiazanie schemavu (2.17)
z warunkiem (2,18) ma postad '
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n-1

n-f . . :
3 = % fz{;[1+1 AZM(BK+P)]} (QiRitzi_+Sifzi) +0(F2),(2-22)

gdzie: R; = Qg +29jT,  (|Ry] =|lB; + 29I, . (2.23)

Oszacowanie bkedu aproksymacji jést nast@pujaée

E I!f%z[ZhIHZBk leof I, 2]

=1
+ % 52:; (n~i-1) (|[Qi|‘ IRs]| + 1) o2, (2.24)

gdyz

|PQsR; 2 || = sup || L [B (B; +29;T)uy ]”_ sup 1| B4 (34 +2711)Lh m||<

<{3,fI5;+ ?zrilll Sn‘}P"Lhu;} <] Qi”’.”Ri“'C] (1). @.25)

Z postaci wyrazenia (2.,24) wynika, %e podobnie jak W przy-
ipadku uktadu réwnah zwyczajnych, najlepsze oszacowanie b¥edu
moZna uzyskadé wéwczas, gdy ciqg' Th bedzie speiniak warunek

Sin | HB + 29T =B +29 1] - (0=0,1,...,0). | (2.26)

Stosowanie schematu {1.4)-(1.6) z ciggien Tn okreslonym -
wzorem (2.26) jest oczywiscie celowe jedynie w pewnych przy-
padkach. Rzeczywista popraw¢ oszacowania biedu w pordwnaniu
ze schematem, w ktdrym Th =0 (n=0ye..,1) otrzymuje sig wte-
dy, gdy spektniony Jest Jeden Z poanSZJOh warunkdw:

Warunek 1

Jezeli wartodci wtasne ﬁi(t) (i=1y4.4,K) macierzy 4(t)
sg dla kazdego 'te<tC,T > rzeczywiste 1 jednokrotne oraz
spe/nlaja nleromnosc

mln‘ﬁ (t)l

<§ (i=15'-"K)’ (2.27)
m%x}ﬂi(t)l :
gdzie & - dowolna liczba dodatnia, znecznie mniejsza od jedso-
$ci, to przyjmujac _ ,
4 \ n+3
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otrzynuje sie oszacowanie:normy || B, + 2T ” okoko dwa razy
mniejsze niz normy B, |l.

Warunek 2

Jezeli wartodci wtasne A i(t) (i=1,...,0) kazda o krot-
nosci 51(2:_ 8y = K) macierzy A(t) spetniajg dla kazdego

’ =1 ' .
te<t ,T = nast¢pujgce nierdwnosci )

1) istnieje k=1,2,...,L takie, ze

-1
|Ren (£)] <& (2.29)
| Ima, (£)] : _
2) Re?\k(t) <€ ‘(i="'1’0.oa,L), -(2.,30) -
"Reﬂi(t) _
3 }Reﬁk(t}[ =t U=ty...,L, 14k, C(2.31)

gdzie, poaobnie jak poprzednio, €& oznacza liczbe dodatnia, .
znacgnie mniejsza od jednosci, to podstawienie '

Ty = -;}Reak<t 1) - (2.32)

| n+2—,

powoduje, %e oszacowanie normy n.Bn + ZﬁhI“ jest okozo dwa
‘razy mniejsze, nis normy “Bn" . '

3. Zastosowapie do fozwiazahia réwnaﬁ'dyfuzji

Rozkxad neutrondéw termicznych w reaktorze (z unzglednie~
niem neutrondéw opéznionych) mozna opisaé nastgpujacym ukkaden
réwnat [2]: '

1, 20Tt ) . 129 25(5,1) +[(1-/s)k e BT _ 1]9:(?.*6) +

J%% G - | o f
+‘L—a——l‘2=i7\i Ci(r’t)’ ’ (3.1)

aci(f,t) __'kpi
ot ~ plyv

F(F,8) = A 65(Fpt)  (1=1,2,...,G), (3.2)
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gdzie: B= Z,Bi,
¢(r t) - strumief neutrendw termlcznych,

Ci(r,t).- koncentracja prekursoréw i-tej grupy neutro-
néw opdinionych, :

Uk*ad ten gesft; szczegdlnym przypadklem ukladu (1. 1), poda~

' nego w [3].

,Uwfzglgdnia,jqc, zes

.- v (3.3)

G (T,8) = v n(Fpt), (3.4)

gdzie: n(r,t) - gestosé neutronéw termicznych,

Sl B (3.5)
Cors = 1+L2B§ o :
Yo | | (3 6')
1 =—9 S .6
141282 ’ | |

‘mozna “uktad (3.1) przeksztatcié do postaci:

n(z, t) _ 'L2 2 [p-)@ 1 L‘2 21 .-
von(r,t) +{ =5+ n{¥,t) +
ot 1"'41‘ 2 ’ A A 'J+L2B2
'B “Za T, (r t), (3.7)
3¢, (7, t) r v o
gizle: A= g 1,_ ('3.9)
» eff .
K op = _
eff
—E T =P : o (3.10)
- “eff p- _ : :
Jesli teraz oznaczyéy
a{%,t) = x (7,t)
o o (3.11)

Ci(f,t) =:xi(5rt) ’(i=11--;!G)9
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x(f,t) '—‘,[ Xi(f,t)} (i=o"---’G:), (3-12)
to mozna uk¥ad (3.7) -~ (3.8) przepisaé w postaci
D) - a(p)x(F,8) + BV x(T,¢), (3.13)
gizie: _ - 1 1
p-B 1 1°8° 8% . . % |
+ R 1+L2B2 pe A ces pe 7\G
I 2 :
B A :
A(g) = e T 0 (3.14)
2 )
e® © "E 0 -
5 A cen ~Ag
2 .
1 L
A O a0 e O
A 22
B 0 0 | © eee 0 B

ZakZadaj‘ap, ze reaktyWnbéé: jest jedynie funkcja czasu
(p =p(t )') oraz przyjmujac, Ze na granicy reakiora (majacego
ksztalt prostopadtoscianu, walca lub kuli) gesto$é neutrondw
Jest stale réwna zero, natomiast w momencie poczgtkowym'
(t = to) posiada pewien okreslony rozk¥ad w cakej o‘bjetoé’ci
reaktora, otrzymuje sie nastepujgce rézniczkowe zagadnienie
granicznes ' '

x(LE) - as) x (7,%) + BPx(F,8), (3.16)
x(%,0) = ¢(¥), L C(3417)
=@ = 0 | | (3.18)

gdzie I - powilerzchnia boczna reakitora.
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Wartosci wiasne macierzy - A(t) sa (dle kazdego t) rze-
czywiste, Jednokrotne i spelniajq (ze wzglgdu na w ) nastepu-
Jace réwnanie [4]

11\[ (t)'/5+1LL2 2] 2/317\1 =0, '_(3.19)

"ktére mozna przepiseé w posta‘cfi

6 F 2.2 "
wl+ ] w_‘i@Ai_ _.[p(t) +_L%F]= 0.  (3.20)

Wiadomo réwniez [2] , Ze najmnieasza wartosé wiasna w (1:)

min
spelnla dla kazdego 7y nierownose

min(t) Agay = ~14871, (3.21)
‘gdzde A o = maxA;  (1=1,2,...,6), (3.22)

natomiaéf najwigksza wartosd wlésnﬁ w» max(f) spel_nia, dla .
niewielkich wartesci p(t) (czyli-dla k_p. Dbliskich jedno-
$ci), nieréwnosé nastepujaca ' : -
| © s (8] < 14 y C(3.23)
) Widoeczne wigc jest, ze zastosowanie do aproksymacjl zagad-
_nienia (3.,16) - (3.18) schematu (1.,4) przy zaXoseniu, ze
Fp = o = - %Qo(min) (0=0y1,...0,W),  (3.24)

gdzie “)o(mln) " jest mnajmniejszym piemiastk;em réwnania

g -w/31 1,252

wAs
= O PR

5= 0, - (3.25)

powoduje istotng poprawe oszacowania bledu\.
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PABHOCTHHM] METOﬂ PENEHUA
CHCTEMH EKQQEPEHHMAHBHHX YPABHEHUY B YACTHHX HPOH3BOHHHX THIIA
YPABHEHUY INedY3UM HENTPOHOB

KparTk o e COJepEaHHeEe

‘[IpOBeZEHO AHANU3 Bonpoca anpOKCHMaIUY CHCTEeMH nn@@epen-'
I¥aJdBHEX YPaBHeHHH B 93CTHHX NPOU3BOJHNX THNA ypaBHeHu# Iad-
"annn C OOMONBB cncremmlpagnocmnmx ypaBHeH#t, ¢ TOYKE 3PeHHA
BO3MOXHOCTH nényqenna MEHEMAIbHO# BeJWYMHH ONEHKE MOrDemHOCTH
{no PBRIMIOBOH HODME).

YxaszaHH npnmepu, "KOFLa Bnexpenue OOJYYeHHOH CXeMH Aaer
ymensmenne'oueuxn IOTPeMHOCTKH B CpaBHEHEN C TUOGBOH ABYyX=-
caofHOf cxeMOH MAM IPYFUMH MeTOLamMH. Bolee nonpoﬁao paccMO~
TPEeHA cxema,ypaBHeHnﬁ Iupdysun TeniOBHX HeliTDOHOB B ZXEPHOM '
peaxTope. ' ' '

A PINITE DIFFERENCE SOLUTION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
' OF NEUTRON DIFFUSION

Sumnmazry

Fartial differential equations of neutron diffusion type
have been reduced to a set of finite difference equations and
an error of approximation in the meaning of an Euclidean norm
has been investigated,
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The cases when the proposed method gives better estimation
of error than other methods have been demonstrated.

A special attention has been paid to the equations of
thermal neutron'diffusion in a nuelear reactoxr.

Rekopis dostarczone w listopadzie 1971 r,



