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1. Wetep

Réwnania dyi_‘uzji, okreslajace rczktad neutronéw w reakto-
rze (z uwmzglednieniem G-grup neutrondéw opdZnionych), moZna za-
pisaé w postaci nastepujacej [1]:

o & ' -19
Lva -A+ (1 ~-8)nH]g+ ;7\1*1 cifv' ,16_?: (1.1)
_ _ ac :
13_1 Hf ~ i C FL ‘i = 1,2,0004G),

_ 5
glzler  4,piksky, N ~ skalary,  f=) 4,
i

-~ } - wektory g-wymiarowe,

v Dv, 4, H, V"1_ - macierze kwadratowe [g x-gJe

Z uwwagi pa trudnosci, zwigzane z doktadnym -rozwigzaniem
uktadu (1.1), stosuje si¢ tutaj metody przyblisone, Podstawg
Jjednej z takich metod jest zaXozenie, Ze wektory ¢ (r,t) oraz
8,(T,t) mozna przedstawié w postaci:

X

(z8) = Y §y (%) Ty (8D,
L4 . .

Cilretl = X 3 (F) Cyqp (4),

£

-~

gdzie- ‘/’k(r) - zZhane g..wymlarowe wektory,
T (t), ik(t) - nieznane wielkodci skalarne.
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Przyjmujac powyzsze'zalozénie mozna uk*ad (1.1) doprowa-

-4zié,. po pewnych przeksztaXceniach, do postaci uk¥adu réwnaid
rézniczkowych zwyczajnych:

. 6
AT = - Bln - : <.,
&= [R(t) - B]H + /f__i Ay
) - ' (142)

3 ‘63 : (J=192’0';9G)1
G
gdziel: B = ;; B;j’

Bys» R, A- macierze wymiaru [x x k], przy czym det A#£0,
RT = R,
AJ - skalary.

Stosujac pbd gtawienie

moZna ukad (1.2) przeksztaiecid do postaci

e =1, - Bl 3 T | -
= AT RE) BT+ 2 2,7, (1.3)

—{j ﬁA.ﬂ Bj—ﬁ —Aj%’j (j=1929",'-9G)‘ E
Oznaczajgc:
" ) ] T .
{AT R(E) =B AT ... AT by
-1 '
L A B1 -7;;'1 _ 0 o f;’,j
P(t) = . . . ' ‘-". X(t )'—'
i . ’ . 0 . :
_1 .'_ —_—
L A BG "7;‘G_I_ Lg(}

“oraz uwzgledniajgc warunek poczgtkowy
x(t_o) = X5

otrzymuje sig¢ poprawnie sfe-rmulowape zagadnienie poczgtkowe:
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x(t) = P(t) x(t-),
' (1.4)
X(to) = XO‘.

W przypadku, gdy elementami'maci'erzy P sa maclerzy wy-
miaru,[1 x 1], uktad (1.4) przybiera post'aé:

%(t) = Py(t) x(t), |

, {(1.5)
x‘(»tol =
gdzie:
%Ep(t)-ﬂ} A‘l s e e 7[(}
B4 '
3 -A1 o
: 0 .

Réwnania (1.5) nosza nazwe punktowych réwnah kinetyki.

Wartoéci wiasne macierzy P,(t) sa pierwiastkami réwnania
(ze wzgledu na w )

w A+ ; —d () =0, (1.6)
j‘ / [H] +A . . R
J N

przy czym mozna wykazadé [2], ze Jesli A G =Agog= *++ =Ags
fo w k‘.aZd'ymZ przedzialéw (-w, -ﬂ1 )" (-“1, -Az)gto',
(- A IRY -RG) znajduje si¢ dokkadnie jedna wartosé wiasna ma-
clerzy P {t) .oraz: ‘

a) jesli p(t)>0, wéwezas

@w min e(-M - f‘o "%1)}

wMe(O, +00 )y
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b) jesli p(t)<0, o
wmin 6( -")\1. + _____P(t/)\. -,B!b _lA']),’

“ max © (—ZG’ 0).

Dla prazypadku- G = &6 przyktadowe wartosci ~liczbowe sta-
¥*ych sa nastepujgce: g = 0,0075, A = 1074 g Sy Aq =14 5! s
AG = 0,0124 s 1. Przed21aky, wewnatrz ktdérych zawarte sa eks-~
tremalne wartosci wiasne (wyrasone w sekundach), beda wtedy
nagstepujgce:

przy zatozeniu a)

wpip € (-89, -14),

" natomiast przedziax (0, +o0), do ktdrego naleky W ooy dla
praktycznie stosowanych wartosei p(t) (ktdre sa zawsze zna~
cznie mniejsze od B ) zaweza sig¢ do odecinka (0, 1):

. W opax € (0, 1),

przy zatozeniu b):

@ pin €(-89 +5, -14),

min

w o e(=0,0124, 0).

Powracajac do ogdlnej postaci réwnah kinetyki (wzér (1.4)%
gdy elementami macierzy P(t) sg macierze [K)cK] -wymiarowe,
mozna dowiesé [1], %e kazdy z przedziakéw (-oo, -;H),

(- 21, —ﬂz), eeey (- -Ag» +00 ) zawlera dok¥adnie K wa;toéci
wtasnych macierzy P przy czym, Jjeéli macierz R{(t) jest
okreslona dodatnio, wéwczas Wart0501 wkasne z przedziatu

(- KG, +0) leza w przedziale (O, 4«:), natomiast jesli R(t)
jest okreélona ujemnie, znajduja gi¢ one w pyzedziale (-AG,O).

Przy rozpatrywaniu gzagadnienia numerycznego rozwigzania
zadania (1.4), przy tak niesymetrycznym rozkiadzie wartosdci
wtasnych macierzy P(t? .(wmin< 0, wmin>>|°"max)’ nasuwa
sig¢ pytanie: czy istnieje mozliwoéé dobrania schematu réznico-
wego, aproksymujacego zadanie (1.4), pozwalajgcego na optymal-
ne oszacowanie bedu aproksymacjil. Celem niniejszej pracy jest
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znalezienie schematu rdéznicowego .o pewnej, 2z gbry zakozonej
postaci, aproksymujgcego z rzgdem Jeden rdéiniczkowe zagadnie~
nie poczatkowe typu (1.4), przy ktdrym biad rozwigzania przy-
bliZonego jest minimalny wzgledem peWnego ciggu parametrdw.

2. Analiza zbieznosci rozwigzania schematu réznicowego
do rozwigzania zagadnienis résniczkowego

W wiekszoscl zagadnied, dotyczacych numerycznego- rozwiazy-
' wania réwnail rézniczkowych, rozpatruje sig mozliwos$ci doboru
schematéw réznicowych pod katem uzyskania odpowiedniego rzgdu
zbieznodei wzgledem kroku siatki, Rzadziej natomiast wystepuje
problem oszacowania rzeczywistej wartosci biedu przy zadanyn
kroku, Uzyskanie takiego wtadnie ogszacowania (w odniesieniu

do uktadu réwnad rézniczkowych zwyczajnych) i znalezienie je-
go wartodci minimalnej jest celem ponizszych rozwazat.

2.1, Postawienie zadania
Dane jest rézniczkowe zagadnienie poczatkowe:

= A(t)x, | (2.1)
x(to) = Xy '

gdzie: A(t) - macierz kwadratowa wymiaru [K X K], rézniczko~
walna w przedziale. <to, T>,
x = x(t) - szukany wektor K-wymiarowy.

Zadanie polega na takim doboraze biqgu macierzy {Bn] oraz

ciggu liezb rzeczywistych {q’n}, aby rozwiazanie gchematu réz-
‘nicowego postaci ' )

. T-to
Tp4t = [I + h(1'h7h)BA}yn (n=0,1,...,N=-————-f 1),

h
y, - dane, _ —_ (2.2)

aproksymujgcego 3z rzgdem jeden zagadniehie (2.1), bylo zb1eéne
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do rozwigzania 'tego zagadnienia wedXug normy euklidespwe,'j oraz
by uzyskane oszacowanie biedu byto optymalne wzgledem.{wn].

2.2. Dobér macierzj B,

Ponizej podane beda (lematy 1-3) warunki dostateczne na
to, by rozwigzanie schematu réznicowego postaci (2.2) byo
zbiezne do rozwigzania zégadnienia (2.1), Jak réwniez zosta-
nie wyznaczona postaé macierzy 3B,. '

Lemat 1

Rozwigzanle schematu rovnicowego

§n+1 =Cn§n+ en (n=0,1,...,N)

(2.3)
§,=0 | |
gdzies Cn - macierze [K X K] -wymiarowe,
n - dane wektory K-wymiarowe,
ma postaé _
) n-1 +1 ) .
$n = i=0 kU1ck i (2.4)
przy czym et
' T1, 4f
k=an = 1.
Dowéd (indukeyiny).
1) §q =860 |
o n it ’71 i+ . nef \
2)&pyq = ( ﬁck) 2(770 )91*(7701;)
Ci=0. . k= (=
-1 +f - .
-2 o, (77 Ck)91+‘9n='cn§h +6_, cbdo.
=0 kanf
Lemat 2
Jesli : .
Q, = T + hAy + 0(n?), © (2.5)

to rozwiazanie schematu réznicowego



Metoda réznicowa rozwilgzywania uktadu rdéwnaid kinetykl... &

n+1 = Qp¥pn o (2.6)

jest zbiezne w przedziale <=t°, T> do rozwilgzania zagadnie-
nis (2.1), przy czym rzgd zbieiznosci jest rdéwny jeden.
Dowoé ad .
desli x, Jest rozwigzaniem zagadnienia (2.1) w punkcile

tn=t° +nh .(Xl=0,1,...,N), to

X4 = X, + bE 4 0(h?) = (I + hAp)x, + 0(h2), (2.7)

oraz -
X =V g = Q(x, —v ) +[I+ha -q +0(0%)]x,.(2.8)
n+l " “n+l ntn 'n : n *n n® e
Oznaczajac
4
n = ¥n = n

otrzymuje sie nastepujgcy schemat réénicowy ze wzgledu na pt

Tt = QJ._1 R + |:I +_b.An - Qn + 0’(h2)]xn»

(2.9)
QO = Oo
Rozwiazanie Jjego, zgodnie z lematem 1, ma postad
n-1{ -t . 2 ' .
=0 k=n-1
a po wzglednieniu (2.5)
B i) i+ 5 .
1n =2\ TT o) o), - (2.11)
i=0 'k=n'1 ¢ )
skgd wynika nastepujgce oszacowanie normy
: N a1 Tt
- v 2y _ ol 2 o) _
f2al = su IT ]o | 2 ot®) =cn®n=cn < o -,1)_ c,4h,
Osisn~1 =0 : :

i*1Sk<n-t

z-ktérego;wynika teza lematu.
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Lemat 3

Jezeli B, = A + 0(h) (n=0,1,e..4N) oraz Fo=Xgs to
rozwigzanie schematu (2.2) jest zbiezne do rozwigzania zagad-
nienia (2.1) przy dowolnych wartosclachfrn.

Dowdd wynikae bezpoérednio z lematu 2, poniewas

I+ h( 'th)Bn = I+hB) -~ '5'an>= I+ h.An -+ O(h2).
Wprowadzajgc oznaczenie
ar - 1 '
An+l T At + (n+3)n], (2.12)
otrzymuje sie
.A = .A + O(h)o (2.13)
n+% n

Wobec tego, zgodnie z lematem 3, poldstawienie

a n+y
powoduje, ze rozwiazanie schematu (2.2) jest zbiezne, przy do-
wolnych wa;toéciach T+ do rozwigzania zagadnienia (2.1). Ta-
ki wtasnie wybdr maciersy B,, podyktowany jest faktem, zZe '
otrzymane wéwczas wyrazenie okreslajgce bkad aproksymacji ma,
formg dogodng do minimalizacji (wedZug normy || || ) wzglgdem (%
Dok*adna analiza btg¢du podana jest ponizej.

2.3. Oszacowanie bXedu aproksymac]i

Jezell X, Oznacza rozwigzanie zagadnienia (2.1) w punk-
cie tn; natomiast Ip = odpowiadajgce mu rozwiazanie schema-
tu (2.2), to wartos$é bredu wyzhacza zalesnosé

2y = Xy = Tyo (2.14)
Aby uzyskad efektywng postad z, oraz przeprowadzid Jego
oszacowanie, nalezy udowodnié nastgpugacy lemat-

Lemat 4

* Rozwigzanie zagadnienis (2.1), ograniczone do wgzlow giat-
ki, speknia rdwnanie :
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1 n

2 ]

x . =|T+hh ., +% 42 |x +o0m?). (2.15)
n-1 i 2 1

. n+2 n+2

Dowdad
Jesli
x(t) = A(E)x(%) ,

to
x = X,_ + h% +-Eg-i ; 0(h3) =x_ + hA Xx_ +
n+1 ~ “n n 2 “n T~ “n n'n
Bl (; 2 3 '
+=5 (A + AP )X, + O(h Ye (2.16)
Poniewasz
h 2
A 1= An +-§—An + o(h<),
n+;

wiec wyzraczajac stad An i podstawiajac do (2.716) otrazymuje
sie natychmiast wyrazenie (2.15) chdo.

W dalszym ciggu pracy macierze A 1 beda, celen uprosz-

A+x

2 _ :
czenia zapisu, oznaczane symbolem Bn' Tak wiec rdéwnanie
(2.15) przybiera postad

h2 3
Xpyq = {I + hB )x + & B2 Xn * O(h Yo (2.17)

Wartosé bredu Z,s Wyznaczona wzorem (2.14), speinia wte-
dy rdéwnanie ’

Zug1 = Fpg1 = Tpp1 = [I + h(1-h3h)Bn](xn - yn) +

[ n? o2
4—Lth +5 By - h(1-hxh)B;}zn + O(h )y (2.18)
a wigce
2z . = [I + h(i-hy JB |z, + I PR = o(B%). (2.19)
n¥l Th/Ppl%n + 3 Bp|Pn T ¥y J

Wprowadzajac oznaczenie

R, = B, + 27,1, (2.20
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oraz wzgledniajge, 2e Zy = Xy =¥, = 0, otrzymuje sig¢ naste-

pujacy schemat réznicowy ze wzgledu na 2,
> .
h 3
Zpaq = [I-l-h(1-hzfn)Bn]zn +5 BR X, + o(h’),
(2.21)

Lemat 5
Rozwigzanie schematu (2.21) ma postad

%hz > <I +h n(zz BQBiRixi + 0(h%). . (2.22)
Dowéd |
Uwzglednlajgce lemat 1 otrzymuje sie natychmiast
[ Y
2, = an L/{711(1+h(1-1:1¢k)13k)} [1 n? BiRlxi+O(h3)} -
oo 1,2 | 3
= lz 7711+ 18, )jl[gh B,R;xy + O(h )} =
T < 1,2 3
=2 _1 +h /;'t Bk:l [Eh B,R,x; + O(h )_] -

: n-{ n{
1.2 2 .
= 5h EO[I + h E Bkl'BiRi_xi + 0(h“), chdo.
= +

k=i+
7 réwnania (2. 22) mozna otrzymad nast@pugace ogzacowanie
bkgdu » :
_f'
1,2
|24 < 2t §_||I+h B )Bs

10 =it

>

Red = +0(%), (2,23)

>
Pt

Oszacowanle to bedzie stanowixo punkt wyjsciowy mlnimali-
zacji oszacowania biedu wzgledem ciggu {1‘¥Y (1=O,1,...,n—1),
przeprowadzonej w rozdziale nastepnym.

" 3. Obliczenie wartodci minimalnej oszacowania biedu
aproksymacji

Jak wynika z postaci wzoru (2.23), oszacowanie bkegdu
aproksymacji jest zaleZne, poprzez wyrazenia R;, od ciggu ¥’y
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i przybiera wartosé minimalng dla cilagu y i,‘ktorego wyrazy
spelnlaga zw1azek :

min " R, (Ti) " “ Rl(XOl)" =" B.'.L+ 2’[05_-1. ”

T € (-0, ‘un)
(1=0y1400eyn=1)0  (3.1)"

Zadanie sprowadza sie wiec do zZnalezienia takiej wartodci
T ktéra dla danej macierzy 3B minimalizuje norme || B + 2%I|.
Zostanie ono zrealizowahe, poprzez lematy 6-9 oraz twierdzenie
1, w twierdzeniu. 2,

Twierdzenie 1 :

Dla kazdej macierzy B, Wymiaru I—_K,x K], istnieje taka
nieosobliwa macierz S (det S # 0), zZe

B=25Js ], (3.2)
gdzie: ~ N
J
| 9,
0
3
v ” Ao, .
=) 9 ¢ . 1 (3.3)
i=1 i 0 . .
_ .
'L
in 1.0 ... O
0y 1 :
g, - * 1 0| - klatka Jordana rzedu
i YRR L
L : Si<§_ Si = K>, (3.4)
0+ v. 0 Ay et |

_.2«1 - wartosé w;:asria macierzy B o krotnosei .‘si.
~ Dowdd tego twierdzenia mozna znaleié w precy [3]';.lub [4].
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Lemat 6
Jedli J ozhacza rmacierz Jordana, okreslong wzorem (3.3),
to '

lal = sup Ny 0% (3.5)
fsi<L - L '

Dowdd _

7 definicji normy macierzy wynika, ze

lall = swp |3x], (3.6)
Ix[[=1

gdzie x ozpacza dowolny wektor K—wymlarowy. Wektor ten moz-
na przedstawié w postac1

% ={ wg ] (81,2,000,1) 3T

gdzie x = Exik

(gc=1,2,...,si). (3.8)

Mozna wtedy zapisac, ZzZe

Ix = ‘JA‘ x| (2=1,2,000,0) - (3.9)
i
2 E 2
Jox|” = Z1'IJ” x| (3.10)
) i= .
a uwzgledniajge (3.6) otrzymuje sig
L .
. : 2 :
lal? = ew ) o, ml (3.11)
Skt T 7
1=1 ' .
Jesli teraz zakozyé, Ze
sup| 9y N =hoy | (3.12)
f=<i=l io
to _ ‘ _
' 2 L 2 |
EIRCI D M EY I F 1 EA N CRED
Shxdi<t o |
czyli = S
“JH=<supllJﬂin ' (3.14)

fsikl



Metoda réznicowa rogzwigzywanis ukadu réwnad kinetyki... 15

Z drugie] strony, biorac

XE = {O’.qc,O’xi ,O,o.o,o}b (3'15)
o .
i uwzgledniajac (3.11), otrzymﬁje sie |
lall = sw | 0 = I=la, | (3.16)
W x; st o ©° o C

Z nierdéwnosci (3.14) oraz (3 16) wynika réwnosé (3.5),

czyli teza lematu.

Lemat 7 _ _
Jezell Sy oOznacza wyniar macierzy JA s to:
. e - i
1) jesli 8;=1, wéwezag
Loy |- |2y, (3.17)
i
. 2) jesli 5;>2, wtedy

. | y
_ 277 . .
[1 + 2|“1L<1 "Ei:T)'+| Ml ]S Hinﬂstﬂil + 1. (3.18)

Dowdad
. Sxusznesé 1) wyn ka wprost z definicji. Dla dewodu 2)

trzeba oznaczyé
xi'= kxik}': (k=1,2towo,si)o (3&19)

Wtedy n
MEgq + Xyp

AEgp ¥ %yq
. J%ixi = | 'Il.....lf. . (3.20)

| AX +x
i 1(31-1)' isi

A, x
i 151

oY&ez
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5~ 7

,"Jai?iﬁ 2:_'11 Fix T xi(k+1)| + |A 1 |xio |

2 & 2 ooyt 5 "
= ‘Ail ;;;lxikl + 2Tﬂi|g;lxgkllxi(k+1)]+-;% | x50« (3.21)
Poniewas
| 2 > '
2|xik{|xi(k+1)|55|x1k] + ]xi(k+1)] s (3.22)
wiec ' .
s

"J7\l X1"<|7‘1| ;I ikl + 7‘1'(21"11:' + Z. |xik| )
+ E: |x1k

. O (3423)

Wobec tego

2 2 2 |
ﬂJai" = stlfli’fu T, x?“ < |7‘i‘ +2|al+1= (Jag]+ 1?2, (3.24)

\czyli )
HJm f=<}ag] + 1, - (3.25)

co stanowi prawa nierownosc wyrazenia (3 18). Dla dowodu leweJ'
rieréwnoéci oznaczono

T 1 1. 3
X . ={0)———,4.. -1, (3 26)
ol { ' VEE:T ' ',[g;:?]’ " ol“
-Wtedy ~ '

ol i i) £

.

=|;\i]2 + 2|2y |<z—1:§)+ 1 _Iaif + 2]7\1|( | h 1)+1 G. 27)
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i ostatecznie

il o Lo ol sl ]

fxiti=1

Z lematu 7 wynika nastepujacy wniosek

Wniosek _

Jezeli §; oOznacza wyniar macierzy J%_, to
: i

;Lli_lim ’lJzi" =N, ] + 1. (3.28)

Na podstawie lematdéw 6 i 7 otrzymuje sie¢ natomiast dowdd
kolejnego lematu:

Lemat 8

Jezeli

f
ia, | . dla 1 :

jo 1)

1" 2 P (3.29)
' - [, 1 1
[pil' + 2“11'(1 - = )+ 1] dla i : 8;>2,

(

ae

oraz
[l dla it s = 1,
(A1 + 1  dla i : s;=2,
to ‘ '
‘max p; <| I} =< max aye (3.31)
tsisL fsisL
Lemat 9

Jezell J oraz J

(3.3) 1 (3.4), 2

5. ©5a macierzami, okreflonymi wzorami
i -

. .
J(8) = ;J(mi_,_g), | (3.32)

gdzie: ¢ - dowolna licszba rzeczywista (lub zespolona ), to
J+686I = J(6).
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Dowéd
Z definicji macierzy J wynika, ze

L

. , ‘ S
J +6T = IZ_ J21 + ;_éli = Z (J%_l +81,), (3.34)

gdzie I_i (i=142,¢4.,L) - macierze jednostkowe, i-wymiarowe.
Poniewasz

J7\i + 611 = J,(?\i+5) , (3.35)

wiec
¢ L

J +6I = ; J(“i_l_s) = 11(6), cbdo.
Z twierdzenia 1 oraz ostathiego lematu wynika, ze

B + 271 = 5J5~

+ 27T = S(J+241)57 ) = 5 J(25)5” % (3.36)
Otrzymuje -sle stgd nastepujace oszacowanie

I8 + 291l = Isl-kaglsls=Y =] s(2q)

-1 ;
57, 3.37)
poniewaz mozna przyjaé, ze [Si = 1,

Z postaci wyrazenia (3.37) widoczne jest, Ze poszukiwane
liczby realizujgcej ﬁ:‘(L_aJ B + 25I || nalezy w rzeczywistosci
zastgpidé poszukiwaniem wartosci realizujgce] m:‘zn lI-)J(ZT) .

: : € (-0, +oe)
Poniewas, zgodnie z lematen 8, Y

= . : L ) 8

faeeyl Zax a; (7D, (3.38)
7 |7\i + 2;| dla 1 : sy=1, ‘

gdzie q;(7) = ' ' (3.39)
|9\-i + 27 + 11 dla i : siéz, B ’

wigc zadanie sprowadza sig ostatecznie do znalezienia liczby
¥o? -dla ktérej wmin max qi(_w) —_-.I]iliafL qi(To)‘_

p el rm) Isisl
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. Twierdzenie 2
Jezeli T, ©Ozhacza liczbe taksy, 2ze

min = max q(7) = max ay(rgds (3.40)
E¥,

. #€(-00,+o0) fuisl

to istnieje liczba naturalna iossL taka, ze zachodzl naste-
pujgaca réwnosé:

; .
mex | max gq (— —Re%.) mex a:(rs4) = a; (v ﬂ, (3.41)
[ 1=ist 1 2 i —%—Re/\i_é 81]&—%—[(6751 13 -io 0—-
(i j=t,...,L)
Dow é d
Poniewas

1
H
| Ay +27]= [(23‘+ Reﬁi)2-+(ImAi)2} (3443)

wiec uwzgledriajac definicje (3.39) otrzymuje sie

dq, (¥) 27+Rehi )
ir o Cpeed dla | Ay + 27| # 0. (3.44)

Wynika stad, ze:

dq.
1) jeslig< - %Re%i ,» wéwczasg drl < 0, ecayli qi(r) - fun-

kcja malejgca,
élq:.L

2) jesli y> = %Reﬁi, wiwezes v

>0, czyli q;(y)-fun-
keja rosngca.

Wobec tego dla kazdego i=1,2,...,L prawdziwa jest rdw-
nosé

qi(- -;—Reﬁi) =. min qi('f)o (3.45)
W dalszynm eiggu dowodu rozpatrzone bedg dwa mozliwe, wza-
" jemnie wytaczajgce sie¢ przypadkis

: . 1 &t
a) max o qylyss)= max gq (- —Rea.)= gy (3.)s (3.46)
—%Rehls fij<-$Re); 174 I=ist i‘ e 150
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1 ‘
b) max g §Re7‘i)<1 max ay(ryy) =
—7Re7«isxi3s—gke’)\j

) ar v ‘
= qio('Kiojo) = qio(T°)9 : (3.47) ‘

i pdkazane zostanie; Zze tak okreslona liczba To spelhia réw-
hanie (3.40).

Biorge pod uwage dowolnsg lchbQ T #3'0, otrzymuge sie
W przypadku a)

] )
a; (¥)>aq;(~5Red; ) =q, (v.) (3.48)
i, io( 2 io) i,t'o ’
w przypadku b)
a; {()=q; (¥; ) jedli y=v, .
i, i 090 ’ i ’

45 (¥)>aqy x' )y Jesli ¥=%, . .

Jo i 090

Dowodzi to, ze

Yefoo,ro0) IxisiL

min  max  q,(y) =q; (1) (3.50)
o .

Dla dowodu nierdéwnosci przeciwne] wyStérczy zarozyé ist-~ -
nienie takiego k (k=1,...,L), dla ktSrego speiniona jest nie-
réwnosé .

a9 (1) = 9, (ro). (3.51)

Uwzgledniajac wZasnosci funkejl g, (r), wynikajace ze wzo-
réw (3.44) i (3.45), otrzymuje sie wtedy.
dla przypadku a)

' \ 1 : ’
q SReds )= a; (7,) (3.52)
k( } ( 2 lo> i, ‘o ’ '
a wiecc istnieje taka liczba Ty ze
. o

min(- %R,e?\k, 5%Re7\ )<~4vi = (max( Re?\k, - %Re;)\io), (3.53)
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oraz - .
X =q, . s 3.54
| qkﬁrlok) _qio(jriok) =9y (1) ( )

co jest sprzeczne z zatozeniem (3.51),
dla przypadku b) '

o - Ve, (v . , ,
qk( QReAk)\qio(Xioao) qao(vrloao), (3.55)

oraz odpowiednio

-

1) jesli - sReA, > -~ sRel to istnieje liczba §
RS 270 ‘ 1k
1 - 1. .
(- §Reﬁio-\ riok's;— 2Rehk) taka, ze
q: {ys ) =>q. (¥.) (3.56)
i, Ylok St !
2) jesli - JRer, =< - IRed, , to istnieje liczba ¥5
o} ) ‘o
- lRe7\ < = - lRe?\ taka, ze
" K‘jok\ 203, s 2
as (Fs ) >as (7)) = g (7)) (3.57)
3o Tk’ T 95, o iy folr

- co znown Jjest gprzeczne z zalozeniem (3.51). Wobec tego dla
katdego i = 1,2,...,L musi byé speiniona nierdwnoéé

a3(¥,) S ag (3,0, | (3.58)
, “0 _
a wige réwniez
' r?&im) 1]32—'% ti(y)s qio(r’o)‘ ' (3.59)

Biorgc teraz pod uwage nierdwnosé (3.50) otrzymuje sie
bezpoérednib réwnanie (3.40), co kotczy dowdéd twierdzenia,

Powracajae do foéwazanegb.schematu réznicowego mozna te-
raz stwierdzié, Ze oszacowanie (2.23) normy bledu aproksyma-~
cji bgdzie'najlépsze, Jezell wyrazy ciggg {Ton} zostang, dla
kazdego n, okreslone zgodnie z twierdzeniem 2. ‘
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Z twierdzeria tego wynikajg dwa nastepujace wnioski:

Wniosek 1

Jezeli macierz B ma-wartosci wiasne rzeczywiste i jedno-
krotne wéwczas, jak wynika z lematu 8 oraz nierdwnosci (3.38)

min [J(2¢)ll = min ma2x q. (r) = max qi(xi.), {5.60)
Ye(-00,40) % € (-00,t00) fsisK 1si, j<K J’

gdzie xij Jest pierwiastkiem rdwnania -
oy +2s] = J2g + 241, ' (3.61)

rozwigzanie ktdrego ma postad

Fig = - 3 g g (3.62)
Wtedy
, .

|2na +g] = 5(A = A4l (3:63)

a wiec
1
= 2 A = 5 (max A, - n A .r
2‘3‘};‘_"« Q. (‘X' ) . 722-?/(' T + 1| 2(1«;{/( i IEIlJ;K )(3 54)

czyli poszukiwana wartosé Y, Jest wyznaczona wzorem

1/ . |
= - — A max A .6
o 4(ggllg g+ omex 1) (3‘5)
Wniosek 2 - _
Jedli istnieje taka liczba naturalna k=<1 oraz liczba
dodatnia &, zei '

1) IReﬂk‘ < £ .i | ' (3.56)
Red,| _ . ,
IlRZ?\;‘I <& {i=1,...,L), "(i#k), (3.67)

3y M <& ti=1,..4,1),

" (3.68

to wartosé Ty okreélonarréwnaniem (3.40), wyraza sie-wzorem
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Yy = - %Re?(k(1+r), (3.89)

gdzie |r|<2¢ + 0(e?). | (3.70)

Stusznosé tego wniosku wynika z faktu, sze przy przyjetych
zaxozeniach '

i . i = K ] . 1
repin Jmex q;(y) 1 max ' qp (¥4 ) 1 (3.71)
i:[min (- 7 ReAy, - %RM,-) < =max (- 3 Red,,

L. . N ,o _%Re’Ai)} y
gdzie Tt Jjest pierwiestkiem réwnania - .

- ktdre przybiera jedng z nastepujacych postaci:

a) jedli Sp=8;=1 1lub 5 >2 i.8y>2, to

1
z

[N

[(27+ Re?\k)2 + (Imhk)z] = {(2T+Re7\i)2+'(1mni)2]

(3.73)
b) jedli 8, =2 oraz s;=1, to

. 4 : 1 }
[(23’ + ReAk)2 + (Im?\k)z]2 +1= [‘(27+Reﬂi)2+ (Im?\i')ZJE(B.M)

(Jesli s =1 -2 8;>2 to postaé réwnania rézni sie od (3.73)
przestawieniem wskafnikdéw). .

Rozwigzujge rdéwnanie (3,771) otrzymuje sie odpowiednio:
w przypadku a) '

2 Tm A 2
. Imi\k) _ Im?\i>
1 : Re?\if Re?\k Re?\k / 1
Tki‘__:_ ZRe?‘k 1 +Re7\k + - Re?\i = - ZReﬂk(1+r)’ (3075)
- ’ 1= Reﬂk

- gdgie

: 2 2
(Im’/\k>_(Im7\j_> |
. Re, Re} Re},. (Re’/\ )
jrl = Reai'+ S Re? <l Reai' +
k 1 k
‘ 1o wen,




24 ) MiechaZ Podowskl
' 2
max Im?\k 2 Im%i|—

Reh, Reh, | £2 ‘ 5 i
+ v Reﬂil <8+1 =z =&+ 0(&°), . (3.76)
1 - = C

Red,

w przypadku b)

. 2 2 2
e () ) - )
1 : Re?\i Reﬂk Re’/\k Re?\k

= -7 Reﬂk'1 + Reﬂk + Reﬂi +
. 1 - ————
L Re?\k .
' » 2 7
27 +Redy ImA; 21%7
2 N ReA_ ). T\ ReA, -
tRen, . Ren . (3.77)
k A . |
Re?\lc
a oznaczajac:
ReA,
a =Re—7\;’ lal<é (3.78)

i ﬁwzglgdniajqé zaloZenia.(3.66)e(3.68),

= - %—Reﬂk[1 + a + 4f(Reﬂk)_1-+O(£2ﬂ T (3.79)
lub | . ‘
-1 - ‘
¢{1 + (Red) ] = ..}-f Re/\k[‘l +a + 0(@2)] , (3.80)
skad
Bt - -1 .
Oznaczajgd z kolei
r=a- (Reﬂk)-j + 0(62), (3.82)
otrzymuje sig¢ -
- Fki = - _} Reﬂk(1 + I'), . © (3.83)

gdzie [i]s[a] + ]Rexk|’1}+ 9(62)<=25'+ 0(e?). (3.84),

i
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4, PrzybliZona metoda minimalizacji oszacowania bedu
aproksymacji w przypadku, gdy nie sg znane wartoscli wtasne
macierzy Bn

Obecnie przedstawiona zostanie metoda przybliZonege wyzna-
czenia ciqgu'{ Ton} w przypadku, gdy nie sg znane wartosdci
wiasne macierzy Bn’ wiadomo natomiast, Ze speiniaja one zaXo-
Zenia wniosku 1. lub 2.

Lemat 10

Dla dowolne] macierzy kwad:atowej. B = {bij (140 =7152500e
«..,K) istnieje wskagnik i taki, 2Ze kazda wartosé wkasna

macierzy B -speinia nierownoéé
A-b =

i1, I‘

(4.1)

H{/f .

Dowdd mogna zhalefé w pracy [5]
met11

Jezeli macierz ‘B jest rzeczywista, to kazda jej wartosé
wktasna speinia nierdwnosd

' s _ " \
m'j.n(bii -;lbij])sReﬂ smax(bii +Zlbijl) ’ (4.2)
T

i#j=1
"Dowdd ‘
Z nierdwnodci (4.1) wynika, ze
o )
Red - b, I (ReA = by 4 ) +(Im7«)2 -
i,i, ioig
K .
=[a-my s <) | b (4.3)
, Fjr
czyli .
X
by s ',Zlbiojl < Ref < by , Z \bl J| (4.4)
La.*j=l [é..

a wiec spekniona Jjest nierdwhosé (4.2), cbdo.
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7 lematu 11 wynika wniosek nastepujgey:
Wniosek 3

Jezeli spetnione sg za*ozenia wniosku 1. lub 2. oraz za-
chodzi jedna z nierdwnosci:

X
m.?x(bnii +; bnij)
X <C(n=o,1,oc-,N)’ (4.5)
m%n(bnii +X—. . | Pnij )

1ub
- K
mini{b .. b ..

<6in=041500.,0), (4.56)
max(nil ; ' bnij)

gdzie jest znacznie mniejsze od jednosdci, wéwczas celowe
jest zastesowanie do aproksymacji zagadnienia (2.1) schematu
réznicowego postaci (2.2) przy zaXozeniu, 2e ciag {Tn} Jest
okredlony nastepujaco

1

¥n = Ton

- 1[m1n< bois- Z‘bnwgl)"' max( Z }bnl:;)}(d 7)

gdzie Bf[Enia'} (1,3 =142y000,K5 0=0,T,000,8)0  {4.8)

5. Ocena przydatnosci opisanej metody doboru schematu
réznicowego

5.1. Usagi ogdlne

Z przeprowadzonsj dotychecszas anallizy wynica w sposdéb oczy-~
wisty odpowiecdf ne pytanie: w Jakich przypadkach uzasadnione °
jeat stosowanie (do przybliZonego rozwigzania zagadnienia
{(2.1)) schemstu régnicovesgo o postaci (2.2) w miejsce schena-
tu postaci \

It T (I + h3,)y,, .
(5.1)
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Widoczne jest mianowicie, e jesli spetnione sg zaroszenia
(3.66)-(3.68) wniosku 2. wéwezas okredlajac ciag {Un} naste-
pujaco : ’

¥ .= -%Reakn (n=0,1,...,8), (5.2)

oraz uwzgledniajac (3.39), otrzymuje sie

1. 21 s _
[Ain - E—Reﬂkn| Jesli si-1
{i=1,+..,0L) (5.3)

q. (—-— Red > = : "
i . kn 1 o gq s k
4 ]Ain -5 ReAkn!+1 jesli s;>2 (1¥\?

czyli
r 2A; ]
A - 5 as =T
7 Re kn‘(1 * |Re7\kn1>’ gdy sy
23 (- R M) (1), (5.4)
' 1—]Re'/\ i+ Z{ﬂinl + maa—ilrgdy 5,22
Le knl\' * TReA [ * oA, i

a wigc, Jesli i#k,_fo

qi(—lJ—LReAkn)s%‘Re?\kn' (2VZe+26+ 1) =%1Re7\knll:1 +2 (Y341 )z] (5.5)

natomiast dla i=k

1 1 | l knl 1 ¢
qk(~ZRe7\kn)s§|Re7\kn|(1 * 2 Rehe) )<2 |Rer, | (1+4€).  (5.6)
Ostatecznie wige
,meX ay < 1 Rehkn)<%-ﬁeﬂkn {1-+2(\E?4—1)£] (5.7)

Jezell za$ zatozyd, ze Tp=0 - {n=0,14400,%), co na miej-
sce w przypadku zastosowania schematu (5.1), wdwczas:

©) |Ain]  83F sg=T, 55)
qi = ' R .
'ﬂinliq gdy s;22,
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a wiec
i Imﬂkn 2 1
il qi(o)sl%kn[+1 =|Rehknl[1+(ReAkn)]_*‘ﬁng;] (5.9)
czyli

| Ren, | = mex qi(0)<lRe7&knl[V‘l +£° +£]S|Reﬁknl (1 +2€).  (5.10)

Biorgc teraz pod uwage wyrazenie (2.23) oraz nieréwnosé
(3.1), tatwo mozZna zauwazyé, 2e w pierwszym przypadku (xh =
= - %—Reﬁkn) wielkosé oszacowania biedu.rozwigzania przybli-
zonego jest okoZo dwukrotnie mniejsza niz w druginm (Th= 0)e
Jedyna trudnodé, zwigzang z zastosowaniem schematu (2.2) sta-
nowi fakt, ze konieczna jest wiedy znajomosdé wartosei wktasnych
macierzy By, a wiadciwie tej wartoéci.wlasnej, dla ktdérej za-
chodzi réwnosé '

m?x|ReAinl = lBeﬁknl (i=14evesl; N=0,1,000,N)s (5.11)

Trudnoéé ta nie wystapi, gdy ciag T n zogtanie okresdlony
wedtug réwnania (4.8), przy speinionych zatozeniach wniosku 3.
Nie mo2na jednak wtedy dokzadnie okreslié, jak zmieni sie
wielkoéé oszacowania bredu.

5.2. Zastosowanie do réwnan kinetyki

Poniewa? wartosci wrasne macierzy P{t) =g dla kazdego
rzeczywiste; wiegc ciag Ton okreslony jest wzorem

1 . ) .
Yon = - Z(wn(max) +“n(min))" : (5.12)

‘e . o I _ . PR _
gdzi ‘”n(max) i ‘dn\mln) sg ekstremalnymi wartosciami wias

nymi macierzy P(t, ). Sa wigc. one piermiastkami réwnania [1]

6
N\ w -
det |:¢‘_>A+ ; oF ﬂj Bj’R(tn)} = 0. (5.713)

W przypadku, gdy norma macierzy R(tn) Jest dugo mniejsza
od jednosci mosna, celem uproszczenia rachunkdw, zastosowad
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wzdr przyblizony

- 2
Ton = ¥o ~ ZT%o(min)* {5.14)
gdzie “’o(min) Jjest najmniejsgym pilerwiastkiem réwnania
. 5 _ »
det [wA 3. ]=0 (5.15)
w+_w+A-j_. . .
J= J "
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PABHOCTHHﬁ‘METOﬂ PENEHMA KMHETHEK
SAAEPHOIO-PEAKTCPA

KparTkxoe coXepxasHndtie

OnpeXeleHO Pa3HOCTHYO CXEMy HEPBOr0 NOPAIKA nnx pe-
MeHHA CHCTEeMH OOH%XHOBEHHHX nnmmepenunansnﬂx ypaBHeHHA. VYxa-
33HO, UTO JTa cHCTeMAa Iyyme JAPYyrUX IO OTHOWEHHM K MUHMMAJABLHOHR
OlleHKe N0 OBKIUTOBOH HOpMme. [IpMBeZeHO HECKOIBKO npuMepoB. Bo-
Jee noxXpobko paccmorpeaa cucTeMa YpaBHeHHI KWHETHKH fXePHOTO
PeaxkTopa.
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A FINITE DIFFERENCE SOLUTION OF WUCLEAR REACTOR
KINETICS EQUATIONS

Summary

4 finite difference first order integration formula for a
get of ordinary diffirential equations has been developed. It
has been shown that this iprmﬁla gives better estimation of
an error in the meaning of an Euclidean norm than those al-
ready known. The proposed method has been illustrated by
examples. A special attehtion has been paid to nuclear reactor
kinetics equations. ‘

Rekopis dostarczono w listopadszie 1971 r.



