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1. Wstep - ustalenie pojecia estymacal parametrdw
i zmiennych stanu ukzadu dynamicznego

1.0, Przy analizie uktadéw dynamicznjch {czy tez proceséw
niestacjonarnych) nierzadko wystepuje problem oszacowania pa-
rametréw lub zmiennych stanu danego uktadu (czy tes procesu)
rzeczywistego. Istnieje spora liczba metod estymacji [1],
szczegdlnie metod matematycznych [2],[5]. Waréd metod matema-
tycznych mozna wyrdznié dwa zasadnicze kierunki: determinis-
tyczny i statystyczny [ ]. W dalszej czesci pracy przedstawio-
na zostanie pewna metoda estymacji sekwencygneg, opierajaca
si¢ na deterministycznym opisie dynamiki vkiadu (procesu).

1.1. Uzyte w niniejszej pracy pojecla takie jak zmienna
stanu czy parametr uktadu dynamicznego sg charakterystyczne
dla nomenklatury przyjetej w teorii automatyki. Tak wiec para-
metr ma tu nieco inne znaczenie, niz si¢ na ogét przyjmuje w
teorii wymiany ciepita,

1.2, Nalezy uécidlié pojecie estymacji parametréw i zmien-
nych stanu uktadu dynamlcznego, zawezajgc je do celdéw wspomnia-
nej metody. .

Zatbézmy, ze dynamike ukladu moszna opisad przy pomocy ukia-
du réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ogélnie nieliniowych
. {zapis wektorowy):
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x(t) = i[z(t), ul(t}, E(t)’ wit), t]’

x(0) = x_, (1)

z(t) = g[x(t), ult), v(s), t].

gdzie wielkosci wystepujace w (1) definiowane sa jako:

x(t) - wektor zmiennych stanu uktadu,

u(t) - wektor znanych zakiécen dziatajgcych na ukkad,

p(t) - wektor nieznanych parametréw uktadu,

w(t) ~ wektor nieznanych zakiécen dziatajgcych na ukiad,

v{t) - wektor nieznanych zakkécen pomiarowych,

z(t) - wektor zmiennych mierzalnych.

Pod pojeciem estymacji parametréw i zmiennych stanu uktadu
dynamicznego (1) rozumiane jest tu oszacowanie:

Bﬁt) ~ wektora nieznanych parametréw

oraz .
x(t) - wektora zmiennych stanu,
przy wystepowaniu: ’
w(t) ~ wektora nieznanych zaktoécen d21alagqcych na uklad

dynamiczny,

v{t) - wektora nieznanych zaktécen pomlarowych
gdy dany Jest

z(t) - wektor zmiennych mlerzalnych _
Wektory pl(t) i x(t) sg wyznaczane w pewnym sensie opty~
malnie, tzn. wg zalozonego wskaznika jakoéci estymacji.

2. Modele dynamiki niektérych uktadéw wymiany ciepla

2.0. Z teorii wymiany ciepta wynika [4|, e zjawiska fi-.
zyczne zachodzgce w uktadach wymieniajacych ciepio opisuje
si¢ réwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi przy zatozeniu warun-
kéw brzegowych i poczqtkowych
Dynamike wielu ukitadéw wymiany 01epla charakteryzujg réw~
nania: - '

2 xR, ©) = HXE, 6, UaE t)],
X

Xo '7. - - Ref, ‘ _,(2)
Usg, (R, t)]

1}
(@]
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gdzie: t ~ czas te[O,T],
R ='col(R1,R2,R ) - zmienna przestrzenna,
X = col(X,,X,, ... X) ~ zmienna stanu ukladu,
U= col(Uq,Uz, eee Uy) ~ wymuszenie zewngtrzne,
H,G - operatory rézniczkowe przestrzenne,
Q - obszar przestrzenny,

891 - granica obszaru przestrzennego.

Analiza takiego ukladu dynamicznego sprowadza sie najczesd-
ciej do rozwigzania réwnan (2) metodami aﬁalitycznymi lub nu-
merycznymi, Niekiedy stosuje sié metody analogowe znajdowania
przebiegédw przestrzennych i czasowych zmiennych stanu X_[S].
Gdy operatory H i G sg macierzowymi, liniowymi operatorami
udaje si¢ niekiedy uzyskaé¢ rozwigzanie réwnah (2) w zwartej
postaci analitycznej [6]. Najczescie] jednak H 1 G sa opera-
torami nieliniowymi. Wtedy do rozwiazania (2) nalezy zastoso-
wa¢ jedng z przyblizonych metod rozwigzywania réwnah czgstko-
wych. Zaliczyé do nich mozZna:

A. Kwantowanie zmiennej przestrzennej R.

B. Rozwinig¢cie X i U na k~pierwszych harmonicznych prze-
strzennych. .

W wyniku zastosowania przyblizen -4 lub B =z réwnan. (2)
otrzymuje si¢ skohczony uklad réwnah rézniczkowych zwyczajnych
opisujacych dynamike rozpatrywanego uktadu wymiany ciepza:

Hx =[x, us)],

(3)
Y =
x; (0) = x4
gdzie: i = 1,2, ... k x M,
j=1,2, o'onkXN,
lub w postaci wektorowe]:
x(t) = £x(6), u(v)],
_ _ (3)
.;_c(_O) =X, .

Nalezy podkreélié, ze zastosowanie powyzszych metod dys-—
kretyzacji modelu (2) musi byé poprzedzone analizg Czy Ioz-
". wigzanie rownah (3) jest zbiezne do rozwigzania réwnania (2),



6 ‘ ' Andrzej Mastowski

jezeli przedzialy kwantowania dazg do zera lub liczba harmo-
nicznych dgsy do nieskoiczonos$ci., Przeprowadzenie takie] ana-
lizy jest na ogétr sprawg bardzo skomplikowang.

2.1. Przedstawienie opisu dynamiki uktadu (2) w postaci
(3) jest waznym etapem w rozwazanym problemie estymacji, po-—
zwalajacym zastosowaé zaprezentowany pdédZniej formalizm estyma-
cji sekwencyjnej.

2.2, Przyktady aproksymacji przestrzenno-czasowego modelu
dynamiki ukladéw wymiany ciepla przez model czasowy mozna zna-

lezé w pracach [7],[8],[9], [10].

2.3. W dalszym ciggu niniejszej pracy bedzie omawiany dy-
namiczny uklad wymiany ciepta; jest on opisany réwnaniem (3)
lub w postaci peiniejszej réwnaniem (1).

%. Ogblne sformutowanie problemu estymacji parametrdéw
i zmiennych stanu dynamicznego ukiadu wymiany ciepla

%,0. Ponizej sformulowano problem jednoozesnej estymacji
parametréw i zmiennych stanu ukadu, ktérego dynamike opisuja
réwnanias

[N
2
It

- £[x(8), ult), p(t), t] + wlt) ,

X
e
I

X, (4)

z(t) = g[x(t), t] + v(t) .

gdzie: w{t) i v(t) ©blizej nie okreélone wektory zakiocen
dziatajacych na ukiad i zaktécen pomiarowych.

Nalezy zwrdcié uwage, ze w modelu (4), w poréwnaniu z
ogdlniejszym modelem {3), wektor zmiennych stanu x zalezy
liniowo od w oraz 2z zalezy rdéwniez liniowo od v. Przyje-
to ponadto zalozenie, ze wektor nieznanych parametréw p jest
staly w przedziale czasu estymacji:

const  te[O, T],
O .

plt) = p

(5)
plt) = p

It
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Definiujge nowy wektor zmiennych stanu ukiadu mamy
x,(t) = collx, p]. (6)
Wtedy z (3) otrzymuje sie:

% (t) = £[x,(6), u(t), t] + w(s),

x,(0) = x, (7)

z(t) = g [x (%), ult), 6] + wlv)

gdzie: f col[i, Q],
w, coll[w, 0],
z, (O) = col[x(O) p(Oﬂ
Zatem problem jednoczesnej estymacji parametrow i zmien-
nych stanu zostal sprowadzony do zadania estymacjli nowych
zmiennych stanu definiowanych przez (6).

-p

3.1. Zdefiniowano nastepujace wielkoéci wektorowe charak-
teryzujace blad niepetnej informacji o modelu dynaniki ukiadu
(nieznajomosé wektoréw w i v) oraz bigd nieznajomosci warun-~
kéw poczgtkowych gpﬂo) [11], [12]:

oq() = alt) - gy[E (%), ult], ],

eplt) = £ (8) - £[2,(5), u(®), t], (8)
eqlt), = x,(0) -~ m,
gdzie: m, - przyblizona wartosé X0 dla t =1t, = 0,

ﬁp(t) - estymata zmiennej stanu X.

3.2, Wskaznik jakodci estymacji zmiennych stanu X, ukta-
du [11], [12] mosna zdefiniowaé nastegpujgco:

R A = R T A L T



8 Andrzej Masiowski

gdzies [O,T] ~ przedzial czasu estymacji,
Q,],Qz,Q3 - macierze wagl symetryczne dodatnio okreélone,

“ g” % = <e,Qe> -~ iloczyn skalarny.

3+3. Optymalna estymata ép zmiennej stanu gp mini-

malizuje wskaznik jako&ci estymacji I(gp) czyli

I( ) = min I(irp) . (10)

X
“Popt
Reasumujac, zadanie optymalnej estymacji zmiennych stanu

i parametréw uktadu zostalo sprowadzone do zadania znalezie-
nia minimum funkejonatu (9) przy ograniczeniach (8).

4. Metoda rozwigzania ogdlnego zadania estymacji

4.0. Zadanie znalezienia minimum funkecjonatu (9) przy o-
graniczeniach (8) mozna rozwigzad wykorzystujgc metody matema—
tyczne optymalizacji dynamicznej, Stosujgc zasade maksimum
Pontrjagina ﬁ5], [14] otrzymano réwnania kanoniczne o posta-
cirs

i=£_’_,t-_Q. Y
" p[XP - J 2% (11)

<
i
»
'
14> o
g H
L
=
1

gp[Epr us ¥ - (£0Fy

gdzie: (gp)g- ~ transponowana macierz pochodnych funkcji wek-
P torowej gp wzgledem 'x_,

(ip)zr ~ transponowana macierz pochodnych funkcji wek—
P torowej f_ wazgledem >y
¥ - wektor sprzezony [13].

Poniewaz przedzial czasu estymacji jest ustalony a
ﬁp(o) i £(T) dowolne, réwnania (11) musza spexniaé dodat-
kowo tzw, warunki transwersalnosci lﬁ}]:
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0) =2 Q) - .
L0 = 2 g[xy(0) - ] (12)
¥y(T) =0 .
Aby znalezé optymalng estymate X nalezy rozwigzaé

“Popt
P
uktad réwnan (11) z warunkaml granicznymi (12).

4,1, Do rozwigzania réwan (11) z warunkami (12) zastoso-
wano [12] technike¢ odwzorowania niezmienniczego [15], [ﬂG] o-
pracowang przez R,Bellmana i innych. W wyniku otrzymano naste-
pujace réwnania (ktére 53 pierwszym przyblizeniem rozwigza-
nia):

BT = (g ) B(T) + B(T)e |2 (1] +
| 5, 70+ 09a 10

+2 2 [am, fm] 2 - 351, (13

£ (1) = gp[gp(m)] -

P
- 2 P(T) A [ﬁp('m)] ,Q,I{z(m) p[xp xp(m)”
Z wérunkami poczagtkowymi:

{14)

gdzie dla uproszczenia pomlnleto w VaplSle niektére argumenty
funkcgl fp i gp.
- Inne oznaczenia:

T - teraz zmienna prawa granica przedziatu czasu estyma-
cji T >0, '

P(T) - macierz zaleina od T,

A= (gp);r,.Q = (ip)gr ~ transponowane macierze pochodnych

A

wzgledem £ funkeji ip'vi 8.»

tx: {A[QP(T)]Qq‘g(T) _5P[gp(mq> 2 - wektor pochodn&ch'

funke ji wektorowej w klamrze wzgledem ﬁp.
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Réwnanie (13) jest réwnaniem sekwencyjnej estymacji zmien-
nych stanu ukladu opisanego przez réwnanie (7). Z rozwigzania
réwnania (13) z warunkami poczgtkowymi (14) otrzymanc optymal-

ng estymate = (T) wektora zmiennych stanu =z _(T).
Popt D

5. 0gélny algorytm sekwencyjnej estymacji parametréw
i zmiennych stanu dynamicznego uk}adu wymiany ciepta

5.0, Dalsze prace nad opracowaniem algorytmu sekwencyjne]
estymacjl parametréw i zmiennych stanu ukladu dynamicznego wy-
miany ciepta moZna strescié¢ w nastepujscych punktach:

A, Okreslenie modelu danego ukZadu wyniany ciepia,

B, Okreslenie parametrow eStymowaﬁych.

- C. Wyznaczenie nowego wektora zmiennych stanu gp oraz
prawych stron w réwnaniu (7).

D. Okreflenie szczegdlowej postaci kryterium jakosei esty-
macji.

E. Wyznaczenie prawych stron ukiadu réwnahr (13) oraz przy-
jecie warunkéw poczatkowych (14).

- F. Wybranie i dopasowanié do danego problemu procedury

catkujgcej ukiad réwnan réznieczkowych nieiiniowych zwyczajnych
(13) z warunkami poczatkowymi (14).

G. Opracowanie algorytmu estymacal sekwenchneJ.

25.1. Uwagl dotyczqce planu prac:

ad-A, Przy okreslaniu modelu dynamiki danego uktadu wymia-—
ny ciepla wyznaczy¢ nalezy szczegdiowg postaé réwnan (4) opi-
sujgcych zmiany wektora x w czasie oraz wiaZacych niemie-~
rzalne zmienne stanu z wielkoéciami mierzalnymi z(t) = (patrz
punkt 2). Jezeli mozna oszacowaé w 1 v to dopisuje sie te
funkcje do prawych stron réwnan (4).

ad-B. Przy okreslaniu parametrow identyfikowanych nalezy
pamietaé o zatozeniu p=const w danym przedziale estymacji.

ad-C. Nalezy zwrécié uwage, Ze pomimo zwickszenia wymiaro-
wodci wektora x 1ilodé skiadowych wektora 2z nie zmienia
sie,
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ad-D, W punkcie 3,2 zdefiniowany zostal ogdélny wskaznik ‘
Jakosci estymacji. Dla danego problemu modyfikuje sie (9) o-
pierajac si¢ na fizycznej interpretacji wektoréw e.

aq-E. Dla wyznaczonych w p.C funke ji gp i gé okresla
'si¢ prawe strony ukladu réwnah (13). Wystepuje w nich maciersz
P(T) jest macierza kwadrétowq o wymiarach wektora x_. Nalesy
zwrdcié uwage, ze P(T) oznacza pochodng macierzy P(T) wzgle-
dem czasu T, Warunki poczgtkowe dla (13) sa dane przez (14).

' ad-F, Wybranie i dopasowanie dc danego problemu procedury

catkujgcej uklad réwnan (13) ma decydujacy Wwptyw na czas rea-
lizacji algorytmu estymacji, szczegélnie zas przeznaczonego do
pracy W maszynie cyfrowej w ukladzie on-line. Do dyspozycji
'istniejq opracowane jus w postaci procedur lub podprogramdbw
algorytmy catkowania numerycznego réwnah rézniczkowych ZWy—
dzajnych [1i],’[18]. Racjonalnym’Wydaje si¢ zastosowanie kom-
promisu miedzy szybkoscig liczénia danego algorytmu a doktad-
nosciag i wiarygodnoscia otrzymywanych wynikéw.

ad-G. Przy opracowywaniu algorytmuvestYmacji nalezy zwrd-
¢i¢ uwage na sposéb pomiaru Wektora z oraz technikg wprowa-
‘dzenia wartoéci z do maszyny cyfrowej, jezeli realizuje sie
ten algorytm w uktadzie on-line. Wtedy nalesy uwzglednié dys-
kretny wariant relacji z =g, czyli zliat) = §p[§p(i At)],
glzie i =1,2, ... m [19]. ) ‘

'D«2. Schemat blokowy ogdlnego algorytmu estymacji sekwen-~
cyjney przedstawia sie nastepujacor

[emm]

[AVWprowadzenie danych'g]

_LA;Okreélenie'warunkéw poczatkowych (14;41
1 .

- Okreslenie procedury funkcyjnej.
definiujgcej uktad réwnard (13)
1

[ Wprowadzenie wartoéci wektora = ]

Lgicalkowanie uktadu réwnan (13) ]

[t Wyprowadzenie wynikéw: x i P ]

KONIEC
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6. Zakonhczenie

6,0. W zakoiiczeniu naleZaidby oméwid pewne cechy, ktérymi
charakteryzuje si¢ przedstawiony w niniejszej pracy ogdlny al-
gorytm estymacji sekwencyjnej, jak roéwnlez cechy, ktdre sg
wiaéciwe same] metodzie estymacji sekwencyjnej.

A, Przedstawiona technika estymacji bazuje na pomiarze
wielkosci wyjéciowych z ukiadu bez potrzeby wprowadzania spe~
cjalnego. sygnatu na wejécie do danego ukladu, Pozwoli to na
przeprowadzenie eksperymentu w warunkach normalnej pracy dane-
go uktadu dynamicznego wymiany cilepia. _

B, Nie jest wymagane przyjecie wstepnych>zalozeﬁ o danych
statystycznych dotyczacych zakiécen dziatrajgcych na uktad oraz
na urzgdzenia pomiarowe. Wyznaczenie podstawowych charakterys-
tyk tych procesdéw przypadkowych wymaga nd ogdr diugotrwaiych
doéwiadczen i specjalnego wyposaZenia. Sformulowanie problemu -
estymacji w sposodd przédstawiony powyzej pozwala obejsé te :
trudnosé.

C. Sekwencyjny charakter metody predestynuae algorytm estyh
macji do realizacji w maszynle cyfrowej w uktadzie on-line z
obiekten badanym. )

D. Zastosowanie teorii odwzorowania niezmienniczego pozwo-
lizo (patrz punkt 4) przeksztalcié problem dwugraniczny (réw-
nania (41}, (12})) w problem poczgtkowy (réwnania (13}, (14)).
Ma to duze znaczenie z numerycznego punktu widzenia, gdyz jak
wiadomo [17] efektywne rozwigzanie zadania dwugranicznego na
drodze numeryczne] jest bardzo trudne,

E. Przedstawiony algorytm estymacji wykdrzystuae standar-
dowa technike calkowanla numerycznego réwnain rézniczkowych
zZwyczajnych, co stanowi jego istotna zalete, gdys obecnie sg
dostepne dobrze opracowane szybkie algorytmy calkowanla'[18]

6.1. Do wazniejszych ograniczen omawianej metody estymacji
nalezy zaliczyé:

A, Zawezenie klasy rozpatrywanych uktadow do tych ktérych
dynamike mozna opisaé réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. W
przypadku uk}adéw wymiany ciepta powoduje to dodatkowa trud-
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noéé - przeprowadzenie aproksymacji (patrz punkt 2) modelu
"przestrzenno-czasowego" modelem *“czasowyn",

- B. Zatozenie o liniowej zaleZnosci pomiedzy zakloéceniami
dziatajacymi na uktad dynamiczny i uktad pomiarowy a zmienny-
mi stanu i zmiennymi mierzalnymi. Jest to zatozenie arbitral-
ne, dogodne dla proponowanego schematu rozwigzania problemu,
Ostatnio pojawiajg sie w literaturze’[zo] préby rozwigzania
zadania estymacji sekwencyjnej prazy uwzglednieniu nieliniowe-
"~ go zwigzku pomiedzy zakléceniami a zmiennymi stanu i zmienny-
mi mierzalnymi. -
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METOJL NOCTESIOBATENBHOA OLEHKM IIAPAMETPOR
¥ IEPEMEHHHX COCTOSHLS
HIKOTOFHX ﬂHHAth CKHX CHUCTEM TEHHOOBMWHA

KpaTkoe CcOZepDPXxaHEUE

B pafoTe mpeiCcTaBIeH MeTOL MOCIeOBATEABLHON OUEHKH mapa-
MeTpPOB K IePEeMEHHHX COCTOSHHA JUHAMHYECKMX CHCTeM, B UacCTHO-
CTY HEKOTODHX CHCTEM TEeRJ00O6MEeHa, KOTOPHE MOTYT OHTH HUBJOXEHH
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LeTepPMUHACTHYSCKUMU, OOHKHOBEHHHMHE, IupfepeHNUaNbHHMHE ypaBHe-
HuAMi. [IpobGleMa OUeHKM cEOPMyJAHWpOBaHa TaKuM 00pasoM, UTO He
TpefyeTca npelcTaBieENe NPeLBADUTEJIBHHX CTATHCTHYSCKHX NpeX-
IOCHJIOK, KAaCalkmUXCH KaK NoMeX, LefcTBYONHUX Ha CHCTEMy, Tak u
norpemocTefl msMmMepenuii. Tak chopMyaumpPOBaHHAsg NpobieMa OTHO-
CHTCA K CAy4YadAM, KOTJa HeBO3MOXHO OIPEeIeJHTH HeOOXOIUMHE CTa=-
THCTHYECKHE XapPaKTEePUCTHKHU.

B saxawueHde ob6cymmeH oOmuUi axbropudM OUEHKM NapaMeTpPOB
"M IepeMeHHHX COCTOSHHMA C TOUKY BDEHHA er0 peaxusanuu Ha [BM
B JUHUK C BHUHUCJIUTEJBHOH MamuHOH.

SEQUENTIATL, ESTIMATION METHOD OF STATES AND PARAMETERS
FOR SOME CLASS OF HEAT TRANSFER DYNAMIC SYSTEMS

Summary

Sequential estimation method of states and parameters for
some dynamic systems, particularly heat transfer systeus,
which are described by a set of deterministic ordinary diffe-
rential equations has been presented, So defined estimation
problem refers only to the case when the determination of
valid statistical data on environmental and observational
disturbances is not possible,

The general estimation algorithm has been discussed from
the point of view of its application in on-line digital com-
puter,

Rekopis dostarczono w styczaiu 1971 r.



