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1. Wprowadzenie

. Pewne metody statystyczne, znane powszechnie pod nazws me-
tod Monte Carlo, sa od niedawna coraz czgéciej wykorzystywane
do fozwiazywania réwnal rézniczkowych i ich przeksztaXcer réz-
nicowych, spotykanych w przewodnictwie cieplnym,

‘ . Podstawy teoretyczne tych metod oraz sposoby postugiwania

sig nimi mozna znaleZé w [7] i [3].

'L_quwiqzania konkretnych przypadkdéw oraz wady i zalety nie~
ktérych metod podane s3g migdzy innymi w publikacjach [1] i
(6]« .

Metody Monte Carlo sg zaliczane do metod statystycznych ze
wzgledu na statystyczny wynik rozwigzania; temperatura T w
interesujgcym punkcie jest érednia z temperatur w punktach,
koficzgeych drogi czastek'

= (1/m) T,
=73’
gdzie ¥ - ilodé czgstek.
Nizej opisano krétko metody statystyczne, ktére byty rea-
lizowane przez innych autoréw, a nastepnie rozwiniegto azerze]
propozycje nowych metod,

‘2, Niektdre, znane metody Monte Carlo
-Jedng z pierwszych, stosowanych metod Monte Carlo Jest
metoda oparta na tym semym réwnaniu, co metoda rdéznicowa w
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przdéd (2,czeéé II), ktdre dla jednowymiarowego przewodzenia
ciepta ma postad

™(x,t) = T(x,t-at) + (aAtﬁﬁxz)-[T(x—Ax,t—At) +

‘ (1)
+ T{x+ax,t-a%)-21(x,t-0t)] ,

gdzie a - wgpbkezynnik dyfuzyjnodci.

Zastosowanie te] metody do rozwigzywania pewnych przypad-
kéw przewodzenia ciepZa jest podane w publikacjach [1] i [11]
oraz w pracy [8].

Podstawy teoretyczne metody opartej na rozwigzaniu czast-
kowego réwnania rdézniczkowego drugiego rzedu metodsg rozdziele-
nia zmiennych [10] opisane sa krétko w (2, czesé I). Zasto-
sowanie i bliZsze wyjadnienia dotyczgce postugiwania sie tg
metoda mozna znale?é w pracy A.Haji - Sheika i E.M,Sparrowa
[1] » Krok przestrzenny r réwny jest najkrétszej odlegkosci
pomigdzy chwilowym pooZeniem czastki a brzegiem. Nowe poXoZe-
nie czgstki -~ to punkt na okregu ‘o promieniu réwnym krokowi
przesﬁrzennemu 0 kgcie nachylenia do osi odeietych ¢ okreslo-
nym przy pomocy liczby losowe]j ze wzoru

: F =927,

Krok czasowy At dla przewodzenia dwuwymiarowego okresla.
si¢ rdéwniez .przy pomocy liczby losowej ze wzoru

=2 .2, 2
H= <2 g;;exp(fpn-aAt/r )(unJ1/un),

gdzie: r ~ krok przestrzenny,
'y - pilerwiastek funkcji Bessela,
J1(u) - fﬁnkcja Begsela 1. rzedu, : 4

E.F.Emery i W.W.Carson (6) dokonali skutecznej modyfikacji
metod Monte Carlo eliminujgc potrzebe stosowania generatora
liczb losowych.

W metodzie nazwanej Exodus zamiast poszukiwania kierunku
ruchu czgstkl przy pomocy genératora liczb losowych, okresla
si¢ na podstawie prawdopodobierstw wynikajacych z réwnania
‘réznicowego, ilosé wYchodZacych w odpowiednich kierunkach cza-
stek, o '
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3. Metoda Monte Carlo oparta na rdéwnaniu Cranka-Nicolsons

Réwnanie Cranka-Nicolsona (2, czeéé II) dla jednowymiaro-
wego przewodzenis ciepkta ma postad .

T{x,t) = T(x,t-At)+(aAt/2Ax2)-[T(x—Ax,t-A¢)+T(x+Ax,t-At)+

-2T(x,t-At)+T(x-Ax,t)+T(x+Ax,‘b)-ET(X-,t‘)] . (2)

Rozwigzanie numeryczne tego rdéwnania oraz jego zalety w
poréwnaniu do rozwigzania numerycznego metodg rdésnicowg w
przéd sz podane w (2, czesé II), [4]. _

Jedli przyjaé At =4ax%/a, to réwnanie (2) uprodci sie do

T(x,t) = (1/4)¢ [T(x-ax,t-at) +

+T(x4a%, t-at)+T (x-a%, t )+T (x+2x%,t)] . (3)

Réwnanie to moze skuzyé do rozwigzania zagadnienia metoda
statystyczng. Realizacja ruchdéw czgstek bedzie przedstawiats
sie¢ nastepujaco:

Czgstka startujgca z punktu x w chwili %+ z prawdopodobied-
stwem zawartym w przedziale (0 do 0,25) wykonuje krok prze~
strzenny w kierunku x-ax i krok czasowy 4t, 2z prawdopodobieri-
stwem (0,25-0,5), przesuwa sie do x+ax i réwniez wykonuje
krok czasowy At, z prawdopodobiedstwem (0,5-0,75) przesuwa
si¢ do x-ax, ale bez wykonania kroku czasowego oraz 2z prawdo-
podobiedistwem (0,75-1) przesuwa sie¢ do x+ax, nie wykonujac
kroku czasowego. ’

Nowoscig w tej metodzie, w pordwnaniu do metody statysty~
cznej opartej na rdéwnaniu jawnym, jest wprowadzenie, obok kro-
kéw przestrzennych powigzanych z krokami czasowymi, krokéw
przestrzennych bez wykonywania krokdéw czasowych.

Spodziewang zaletg metody statystycznej, opartej na réw-
naniu Cranka-Nicolsona, w pordéwnaniu do metody opartej nas
réwnaniu jawnym jest zwigkszenie szybkodci obliczed z uwagi
na stabilnod$é rozwiagzania.

Ponadto, rozwigzanie statystyczne rdwnania Cranka-~Nicolso~
na wynika bezpodrednio z réwnania (3) otrzymanego przez pod-
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stawienie z réwnania (2), Dla numerycznego rozwigzania rdwna-
nia (2) stosowano metode nadrelaksacji oraz specjalng proce-

dure uzywang do rozwigzywania ukZzadu .o tréjdiagonalnej macie-
TZY. '

A. Metods Monte Carlo oparta na réwnaniu kierunkéw
" naprzemiennych - .

Réwnania kierunkdéw naprzemiennych .(2, czedé II) stosuje
sie do rozwigzywania zagadnien dwuwymlarowego przewodzenia
ciepta.

Przy prostok@tnym ukradzie wspokrzgdnych majg one postac.

m(x,t+At/2)' = T(x,y,t)+(aAt_/2An )e [T{x-an,y,t+at/2)+
+P{x+0n,7,5+A5/2 )40 (x,y~a0, %)+ (4a)
+T(x,y+an,t)=2T (x,7, t+44/2)-2T(x,5, 1))
oraz
’l‘(x,y,'l:+At) = T(x,y,'b+A'b/2)+(aAt/2An ) [T(xa-Ax,y,t+At/c)+
+T(X+An,y,'b+A‘t/2)+‘l‘(x,y—An t+At)+T(x y+An t+At)+

-2B(x,y, b+a6/2)20(x,y, 5408)] ,  (4D)

gdéie' An.= AX = AY.

Po podstawieniu At = An?/a bedzie

 Dlx,y,teat) = (178) [(x-an,y, b+at/2)42 (xan, 5, +08/2)+
+T(x,y-8n,t)+0(x,y+an,%)] =  (58)

oraz . ' e o
DU,y 0008) = (1/0)- e, bost/2 )Mo,y 4008/2)1

+T(x,y—An,t+A¢)+T(x,y+An,t+Atﬂ .. .. ... (5w)



Pewne metody statystyczne w zagadnieniach... 33

Znajdywanie kierunkdéw przesunieé czgstek odbywa sig pddobﬁ
nie jak w metodzie gtatystycznej opartej na rdéwnaniu Cranka-
-Nicolsona, z tg tylko rdézniecg (i to jest nowe w tej metodzie),
%e réwnania (5a) i (5b) nalezy stosowaé na zmiane.

Spodziewang zaletg metody w pordwnaniu do metod opartych
na- rownanlu Jawnym_i Cranka-Nicolsons Jest dalsze zwiekszenie
szybkoscl obliczeid,

Rozwigzanie statystyczne réwnad kierunkéw naprzemiennych

w przeciwienstwie do rozwigzanis numerycznego, jest bezposred-
nie,

5. Metoda Monte Carlo oparta na rdéwnaniu
Douglaga-Rachforda

Stosujge poprzednie oznaczenia, mozna napisaé rdéwnanie bi-~
lansu cieplnego, po przeksztaXceniu bedace analogiczne do te-
g0, ktdére rozwineli i podali sposdéb jego numerycznego rozwig~
zania dla zagadnied dwu i tréjwymiarowych Douglas i Rachford
(5). Przyjmujaec At = An“/4a, dla przewodzenla dwuwyniarowego,
réwnanie to przyjmie postad

T(x,y,%) = (1/2)0(x,y,t~-at)+(1/8)- [T(x-}m,y,t)+m(x+an,y,t)+

+0(x,y-an,t)+2(x,y+a0,t)] . (6)

Zgodnie z tym rdéwnaniem, czastka z prawdopodobiefstwem
(1/2) wykonuje krok czasowy, bez przesuniecia przestrzennego
i z tym samym prawdopodobiefigtwem wykonuje krok przestrzenny
w jednym z czterech kierunkéw,'bez przesunigcia w czasie.

Oprécz wprowadzonego do metod statystycznych chwilowego

zatrzymania czgstki w czasie, wystepuje tu chwilowe zat:zyma;
nie czastki w przestrzeni.

Rozwigzanie rdéwnania uwikXanego, z ktdérego otrzymano rdéw-

nanie (6) jest absolutnie stabilne. Dowdd stabilnosci przyto-
czono w (9),
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6. Ruchy czastek ze zmiennymi krokami

W opisanych wyzZe] sposobach poruszaﬁia sie czgstek wyni-
kajacych z réwnah rdinicowych, kroki przesirzenne i czasowe
miaty state wielkosSci.

7 réwnania réznicowego jawnego lub uwikianego napisanego
we wspbirzednych walcowych albo kulistych mozna okre$lié war-
todei prawdopodobienstw wykonania zmiennych krokdéw czasowych

i przestrzennych, ktdérych zmiennosé jest-okreélona algebraicz-
nises

7. Ruchy czastek ze zmiennymi przypadkowo krokami
w przestrzeni i uzalezZnionymi od nich algebraicznie
krokami w czasie

WielkoSci krokdéw czasowyeh i przesirzennych czastek poru-
szajgcych sie zgodnie z prawdopodobierstwami okreslonymi z
réwnaft réznicowych, w opisanych poprzednio sposobach bradze-
nia, byty albo staze albo zmienne algebraicznie.-

W pracy ], kxrétko streszczonej w punkcie 2.podano spo-
a2éb bladzenia czastek, w ktérym wielkodci krokéw przestrzen-
nego i czasowego zmieniajg sig przypadkowo,

Skoro wielkodci krokdéw nie wpiywajg na stabllnosc rozwig-
zania rdwnania (6), to wydaje sig celowe, zastosowanie tego
réwnania do realizacji ruchdéw czastek, w ktdrych wielkosci
krokéw przestrzennych sg okredlane w sposdb podany w punkecie
2., a wielkosci krokéw czasowych obliczane ze zwigzku

at = an®/4a .

Gdyby kazdy krok przestrzenny czgstki odbywat si¢ z praw-
dopodobieﬁsfwem 1, to czastka po k krokach pokonazaby droge
s’ kAnf . Jesdli prawdopodobiefistwo wykonania kroku prze-
strzennego oznaczyc przez P, to droga bedzie krétsza, réwna
Sp = Pkanér. $rednia dtugodé kroku przestrzennego

Ansrrp = PkAnér/k °
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Srednia diugosé kroku czasowego
2t = (S_/%)%/4a (7)
srp o) *

Nieréwnoéé stwierdzajaca koniec bZadzenia na skutek Wy -
czerpania czasu

b, = kabg, = /4ak >t (8)

gdzle tc = czag przewodzenia ciepia,

Aby skorzystac z maksymalnie dZugiego kroku przestrzenneg=- -
go wprowadzono oznaczenie S = Sp/P.

Réwnanie (7) przyjmie wtedy postad
- 2
atg, p/P (8/x)*/4a. (9),

Réwnanie (9) oznacza, ze jesli czastka pokonywalaby droge
S zamiast S p? to Sredni krok czasowy bytby diuzszy

. 2
atg, —A‘bérp/P , (10)

a nieréwnosé stwierdzajgca koniec b¥gdzenia
. - S _ |
t = kAtér = 5%/4ak > % _ . (11)

Ten sposdéb bigdzenia jest szybszy od opisanego-w (1), gdys
wystarcza generowanie liczby losowej dla okresSlenia kagta i
znajdywanie éumarycznej drogi dla okreslenia czasu.

Przy realizacji opisanege wyzej bxadzenis pozostaje zale-
ta mozliwo$é zastosowania. tego sposobu do rozwigzywania zagad-
nied dla ciak o skomplikowanym ksztakcie, bez popeiniania
btedu przyblizenia ksztazrtu siatka kwadratdéw lub prostokgtdw,

Wada, jak we wazystkich sposobach biadzed opartych na rdéw-
naniach réznicowych, jest mniejsza dokZadnodé, wynikajgca z
przyjecia skonczonej wielkodci krokdw.
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8. Rozszerzenie zastosowania metody Exodus na nie ustalone

przewodzenie ciepZa

Wydaje =sig¢, 2e dogodne bedzie zastosowanie rdwnania (6)
do realizacji metody Exodus w siatce znanych krokdw przestrzen—
nych i czasowych.

Jesll ruch czgstek bedzie sig odbywal po siatce kwadratdéw,
to zgodnie z réwnaniem (6) z np, 10~ czastek startujacych z
punktu (x,y) 5e 105 czgstek pozostanie w tym punkcie, a po
14250 105 czgstek przejdzie do punktdw (x-An,y),(x+An,y),
(x,y—An) i (x,y+An). Dalsze rozdzielanie czgstek bedzie sig
odbywato w tych samych proporcjach. Czastki wykonujace ruchy
w przestrzeni, zgodnie z rdéwnaniem, nie wykonuja krokéw w cza-
sie. Czagstki pozostajace w (x,y) wykonuja 5-105At krokdéw w
czasie. Aby unikngé koniecznosdci liczenia, ile ktéra czastka
wykonazs krokdéw w czasie,'postanowiono spoéréd. czastek pozosta—
Jjacych w punkcie startowym eliminowaé-5-10§ﬁt/tc czastek, re-
szte traktowaé tak, jak gdyby nie wykonala'krokéw czasowych.,

Metoda ta jest znacznie szybsza i doktadniejsza, ze:wzglg-'
du na Wyeliminowanie‘bl@du wynikajgcego z wariancji temperatur
od metody opartej na rdéwnaniu roznlcowym, zwigzanej z genero-
waniem liczb losowych.,

Dla ustalone] konwekcgl udowodnili to Emery i Carson [e] .

Wadg pozostajg btedy wynikajgce ze gkoficzone] wielkosSei
krokéw oraz zastgpienia brzegu rzeczywistego linig Xamang,
dla ciaZ o ksztaZcie bardziej skomplikowanym niZz prostokat,
walec czy kula,
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KparT=xoe C OoOJepx aHHUeE

Hearn nHacroame#l cTaThu ABIHeTCHA NPEACTABJAEHHE HOBHX KOH-

Henuuii B OTHOMEHHH MeTol MoHnTe Kapao ¥ ux oxuIaeMHX LOCTOUHCTB

H HEeZOCTaTKOB.

Ina BBeIeHHA 9TOH OPOGIeMH npuBeLeHa KOPOTKag ONUCH TPEeX HU3-
BeCTHEX MeTOJL MouTe Kapao.
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Some Statistical Methods for Unsteady Heat Conduction
Problems -

Summanrry

The presentation of new concepts of the Monte Carlo Met-
hods and their hopeful advantages and-disadvantages is the
object of this paper.

Described shortly three known Monte Carlo Methods for in-
troduction in the problem.

Rekopis. dostarczono w marcu 1970 r.



