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1. Wstep

Dla opisu przebiegu rdéznorodnych procesdéw fizyeznych, jak
réwnies dziarania wielu maszyn i urzadzei,mozna utworzyé tzw.
modele matematyczne majace postaé pewnych rdéwnai (ogdlniej =~
ukZaddw réwnan). Moga to byé réwnania zardwno algebraiczne,
jak i rdézniczkowe, catkowe, réznicowe itp.Forma ich jest $Sci=-
§le zwiazana z oplsywanym zjawiskiem i, ogélnie rzecz bioragc,
jest rézna dla réznych zjawisk, Poniewaz =z reguky nie jest
mozliwe podanie dokladnégo_ rozgwigzania tych rdwnai w postacl
efektywnej, nalezy sig wigc ograniczyé do badania jakoSciowe-
go pewnych wtasnodci rozwigzaid bez znajomosci tychze rozwig-
zafi. Metody analizy sa przy tym zalezne od postaci réwnadj
inaczej bada sie np; wtasnoéci rozwigzad rdéwnad ~algebraicz-
nych a ilnaczej = rézniczkowych, Jak sie jednak okazuje, Stoe
sujac pewne pojecia analizy funkcjonalnej mozna metody te w
powaznym stopniu ujednolicié, sprowadzajac rézne z pozoru uk-
zady véwnahi do postaci jednego réwnania operatorowego, ktére-
go elementy nalezg do okreslonej przestrzeni Banacha. '

W niniejszej pracy sbadane zostély_ wiasnodci rozwigzan
pewnego wybranego réwnania operatorowego. Na tej podstawie
przeanalizowano ﬁastepnie ukzad réwnai - algebraicznych oraz
réwnanie catkowe i rézniczkowo=-catkowe, Na zakoficzenie zasto-
sowano otrzymane wyniki de badania stabilnodei rozwiazaﬁpunk-
towego modelu kinetyki reaktora =z uwzglednieniem sprzezenia

m o
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2+ Sformu?owanie rdéwnania. Twierdzenie o istnieniu i jed-

noznacznosci rozwiazania

Przed podaniem postaci rozwazanego réwnania -przytoczone
zostang, w postaci zestawu definicji i fwierdzeﬁ, podstawowe
wktasnosci operatordéw liniowych i wieloliniowych w przestrze-
niach Banacha.

Definicja 247, .

Operator A, okresSlony w catej przestrzeni liniowej unor-
mowanej X, o wartoSciach nalezgcych do przestrzeni Y, jest
operatorem liniowym, jezeli:

1) jest addytywny i Jednorodny, tzn. A(a1x1 + X 2) =
= a1Ax1 +-a2Ax2 dla dowolnych Xy9%5 € X, gdzie Ayyy = liczby
rzeczywiste (lub zespolone), v

2) jest ciagly w kazdym punkcie przestrzeni X, tzn., ze
jezeli x e¢X (n = 1,2,...) oraz X,—X, to Ax —-Ax.

Twierdzenie 2.1[1]

Operator addytywny A okreslony w catej przestrzeni Ba-
nacha X i clagty przynajmniej w jednym punkcie X, € X jest
ciggly w catej przestrzeni X. )

Twierdzenie 2,2[1]

Jezell A jest operatorem liniowym, to istnieje taka 1i~
czba ¢>0, ze dla kazdego xeX zachodzl nierdwnosé
I ax]l < cllx[l. ’

Definicija 2.2

, Najmniejszé z liczb ¢ spekniajgeych powyzsza nierdwnosé
nosi nazwg¢ normy operatora A (oznaczenie - ['Al):

Twierdzenie 2.3 [1]

Norma operatora liniowego spefnia réwnanie,

Al = sup | axll,

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze || Ax|l < ”AHleH

Fakt, Zze operator liniowy A przeksztaZca przestrzen Ba-
nachd X w przestrzeid Y oznaczany bedzie w dalszym ciggu
pracy symbolem A e (X-=Y).

Definicja 2.3

Niech X1,X ,...,X »¥ - ozZnaczajag przestrzenie liniowe
unormowane., Operator p—llniowy jest to funkcja y—G(x1,...,xp),

x.eX, (k=1,2,...,p), y €Y, posiadajaca nastepujace wia~
snoscis - : ' ;
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1) jest addytywna i jednorodna =ze wzgledu na kazdg ze
zmiennych przy ustalonych zmiennych pozostatych,

2) jest ciagta, tzn. 2z tego, 2e e %o (k = 1,000,p)

)——-G(x10,...,x ).

wynika, ze _G(x_m,...,xpn 20

Twierdzenie 2.4 [1]

Jezeli G jest operatorem p-liniowym, to istnieje gtata
>0 taka, e “MXV-"sﬁQ“<°WWL°JXJJ

Definicja 2.4

Nejmniejsgza ze statych spekniajacych poprzednia nierdw-~
nosé, nosi'ﬁézwe normy operatora G (oznaczenie - [|G|).
Z twierdzenia 2.4 wynika bezposrednio nastgpujaca nierdw-

nosé

T S N L A PR EN
Twierdzenie 2.5[1] N
. Norma operatora p-liniowego G spetnia rdéwnanie -

LT [ S
Ixeli=1 (k=d,..,p} -

" Twierdzenie 2.6[1]

Jezeli przestrzenie Xk(k = 1,000,p) 83 przestrzeniami
Banacha a operator G(x1,.,.,xp) Jest liniowy ze wzglédu na
kazdg ze zmiennych, to G - jest operatorem p-liniowym.

W dalszej czesei pracy stosoWane'bedq nastepujace oznacze -
nia: ‘

jezelli G jest operatorem p-liniowym, przeprowadzajacym
przestrzenie X, (k = 1,...,p) w przestrzes Y, to
Ge (X, X “ees X —Y);

jezeli w szczegdlnodei X =X (k=1,...,p), to Ge (XP-y);

jezeli G ¢ (XP—Y) oraz xeX, to G(X,X,0.0,x) = GxP,

Majgc zdefiniowane pojecia operatoréw w przestrzeni Bana-
cha mozna teraz zapisad réwnanie, bedgce przedmiotem dalszej
analizy. Ma ono postad

N T |
X - A‘ pr =z, (2.1)
p=2 :
gdzie:
-z2€X, X - przestrzett Banacha,
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Ae (X—X),
Gpe (Xp_’X) (p =-2,3,'-oo)o

Réwnanie to, w zaleznos$ci od posteci =z, A oraz G , moZe
mieé w przestrzeni X jedno lub wiele rozwigzah,bgd? tez nie
mieé ich woale. Okresleniu warunkéw, przy spetnieniu ktdrych
réwnanie (2,1) posiada doktadnie jedno rozwigzanie xfeX,_poé-
wiecone jest podane pbniéej twierdzenie 2,7. Dla jego dowodu
niezbgdne jest wykor-vstanie nastepujacego lematu:

Lemat 21 '

Dane jest rdwnanie

y - a y? = u, : (2.2)
Zp_ %

u - liczba rzeczywista;
a, (p = 2,3,...) - nieujemne liczby rzeczywiste.

o0

gdzie:

Jezell szerag a yP posiada promiend zbieznoseci R>Q,
to istnieja 1iezby o(>0 oraz 23>0 takie, ze dla kazdego
ue <0,x> réwnanie (2.2) posiada doktadnie jedno rozwigzanie
ye<0,/3>, zalezne w sposdb c:.qgly od u.

Dowéd lematu -

Jezeli szereg apyp posiada dodatni promlen zbieznos~
ci R to, jak latwo mozna.wykazac, dodatni jest rdéwniez pro-
mien zbieznosci R ‘9zeregu papyp 1, przy czym JR<R, Ist~-

nieje wigc taka llczba re (O Rﬁ», ze funkcga

u =l £(y) =y - Z ay (2.3)°

p=2 . .
jest‘réZniczkowalna w przedziale <~r,r>. Pochodna Jjej jest rdw-
na

£%y) = 1 - Zpa yP-1, (2.4)

pe2
Z postaci wzoru (2.4) wynika, zZe na odecinku < O,r> ff(y)
jest funkcja malejaca oraz, ze £°(0) = 1.Jezeli wiec f “(r)<O,
to istnieje § ¢ (0,r> takie, ze £°(§) = O oraz dla -kazdego
ye<0,§> speiniona jest nierdwnoéé 0< f (y)<i. Gdy natomiast
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£(r)>0, to tym bardziej £°(y)>0 dla ye(0,r> Jezeli wiec
B jest dowolna liczbg z przedzia]:u (-O,min(i‘r,-r)) , to dla kaz-
dego ye<0,B> zachodzi nierdwnosé O<f'(y)<1. Wynika stad,

26 istnieje cigg?a funkeja y = 1(u) odwrotna wzgledem f,okre~
$lona na odcinkuz0, lob, gdzie GL (). A wiec réwnanie (2.2)
posiada *w +tym przeaziaie uoklaﬂnie Jjedno rozwigzanie

y*(u) € (0,8>, zalezne w sposéb ciggly od u.
’l‘wiér'dzenie' 2.7

Jezell szereg : e ly? posiada dodatni promied zbiez-
nosci, to istnieje taka liczba a >0, %Ze dla kazdego 2z spek-
niajgcego nierdwnosé ||z||<d. réwnanie (2.1) posiada doktadnie
jedno rozwigzanie x*e¢ X bedgce granicg ciggu kolejaych przy-
‘blizen
=z2+4) GcxP ’ (2.5)

7=
przy czym X, moze byé dowolnym elementem przestrzeni X ta-
kim, ze || X |l< v*, gdzie y* jest - jedynym nieujemnym rozwig~
zaniem réwnania (dla [|zf<a )

v = el 2o legly® =zl (2.6)

Zachodzi wtedy oszacowanie’

Ix*l< y*. (2.7)
Dowd d
Niech:
=“A”'”Gp" (P = 2,35004), . (2.8)
= [ z{. (2.9)

Dla dowolnego =z takiego, ze Ilzllsat, mozna rozpatrzydé o-
peracje

- 3 xP
F(x) =2+ 4 2 Gpx ) (2.10)

okreslona w kuli domkn:.eteg K ( 0,y(z) df{ x: | xflsy (z)} ,gdzie -
v* jest rozwigzaniem rdéwnania (2.6). Poniewaz
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r,Glilizl + Nal3leyl- =1 <pzl + 14l 3l I[3* @]P =

= y%(2), ' (2.11)

wige dla kazdego ustalonego 2z operacja FZ przersztaica kule
K w giebie.

Jednoczednie, dla dowolnych x1,x € Kz,spelnlona Jest nie-
réwnosé

0 FZ(.xz) P (x|l <| Al ;"prz G %, <

<[x, - x; ||A||Z:P”G ll[y*(Z)]P -1, . (2.12)
Z podstawien (2.8) i (2.9) oraz lematu 2.1 wynika, %e

Il all Z.:_pll(‘xpll[y*(z)]p-'1 =1 -£7(y")<1 (2.13)

co, wraz ze wzorami (2.10) i (2,11) dowodzi, Ze operacja F,
Jeat zwezajgca w kuli Kz‘ Z twierdzenia Banacha o odwzorowa-
niach zweZajgcych wynika teraz bezposrednio teza twierdzenia.
Oszacowanie (2.7) jest natychmiastowym wnioskiem z nierdwnod-
ci (2 11). Z lematu 2, 1 wynika eiggia zalezno$é normy rozwig-
zania [fx*|| od normy ||z|| jak réwniez fakt, ze jesli |z| = 0,to
jedynym rozwigzaniem réwnania (2.,1) jest x* = 0 (element ze-
rowy przestrzeni X).
Zak*adajac Xy = Q, mozna rdzwigzanie x* ( zgodnie gze
wzorem (2.5)) przedstawié w postaci
o0
x* = 1lim X, =2z + ZUPZP, (2.14)

n-sco

p=2
gdzie:
Upe(Xp—*X) dla p = 2,3,...

Operatory Up mozna okreslié podstawiajae  rozwiazanie
(2.14) do réwnania wyjsciowego. Otrzymuje sie wtedy
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z+gUpz-z+A;GP[z+;Ukz], (2.15)

a po rozpisaniu

U2z2+U3z3 teee = AG2'(z+U222+...)2+AG3(z+U2z2 +...)3 teos =

= AG222 + AG2[z(U22)2-+(U2z2)z] + AG3z3 +ous (2.16)

7 pordwnania wyraszen pfzy jednakowych "potegach" =z wynika,
bACH

Uyz™ = AGyz", _ (2.17)

Usz® = A6,[2(Up2?) + (Upz?)z] + AGy2°, (2.18) -

itp-

ZakZadajac ZsZpsesssByE X, mozna operatory Uﬁ zdefi=-
niowaé nastepujaco:
Uyt U2(z1,22) = AG2(Z1,Z2),_ (2.19)
Uy: U3(z1,22,z3)=AG2[z1,Ue(zg,ZB)] + AG2[U2(Z1,z2),z3]+

+ AGB(Z1,22,z3)=AG2[z1,AGZ(zz,ZBX]+AG2[AG2(Z1,22)?23]+

+ AGB(Z1,z2,z3), itp. (2.20)

Nalezy zauwazyé, Ze opisana metoda pozwala wyznaczaé ope-
ratory U kolejno, kazdy w zaleznodci od operatordw Uk (k =
= 2,3,000,0"1)0

Rozpatrzono dwa szczegdlne przypadki réwnania typu (2.1):

Przyk%ad 1

Jezelil Gp =0 dla p=3, to réwnanie (2.1) sprowadza sie
do postaci

X = z + AGyX (2.21)
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i posiada dla kazdego =z takiego, 26."Z"<4HAHMG ' dok*adnie
: P2

jedno rozwigzanie x*eX spelniajqce'nieréwnoéé

= < W"—G—”h -V1 = FIAI- NG, - Wz ) (2.22)]

Przykad 2
Niech begdzie dane réwnanie

Ax - Bxi=g+ ) aaP, - (2.23)
. P2
gdzier
A - liczba rzeczywista (1ub zespolona),
Be(X—~X), ZeX, Gje (XP—X).

Jezeli A jest wartoscia regularng operatora B ().¢spB) to
réwnanie (2.23) mozna przeksztatcié do postaci

- ar-nT Y e, (2.24)
p-z
gdzie:
I - operator. tozsamosclowy.”
Jesli teraz oznaczyé:

e

(AT -B)"1 %= 26X,

(AT - B)~1 - Ae(X—3X),

otrzymuje sie postaé réwnania (2.1).

3. Badanie wlasnosci rdzwiézaﬁ‘nieliniowego
ukadu réwnai algebraicznych

Obecnie zostanie rozpatrzony przypadek,gdy réwnanie (2.1)
okreslone jest w odniesieniu do przestrgeni euklidesowe] EM.
Elementaml jej sa M-wymiérowe ciggis Jt‘:{.xi}“”2 )

a norma okreslona jest wzorem
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172
} . (3.1)

iy {31y 2

Niech operatory G_ (p = 2,3,...) maja postad

b
GP(X19o..,xp) = {Gpi(x1’-...’xp)}“'f.-.-,M) . (302)
gdzie:
X = {xlm}(l=1,...,p; m;i,...,M)
M M

GP-':L:(X.],...,XP) = ; o‘oo ; gp‘.mf."mp 'x1m1o..xpmp.. (3‘3)

W szezegdlnoscl wiec

Gpi(_x,oa-’x) = ;vb-o ggﬂmlmp 'xm1 uuoxm s (304)

gdzie:

5p1m1h--mp - llczpy rzeczywiste,

Jak tratwo zauwasyé, tak zdéfiniowane operatory'sq opera-
torami p-liniowymi w przestrzeni Ey. Norma operatora G gpet-
nia nierdwnodé :

. ] ] y 5 /2
lle"zé[; 2 eee 2oley, I} . - 3.5)

my=1 m’-l P‘”’4 e M

Jezell u = {ui}“ 1o m) Jest danym wektorem rzeCAywistmm,
a B= {bij} (i,3 = 1,:.:,M) - macierzq o wspolczynnikachzﬁe-
czyw1stych, to réwnanie o

00 .
- - E P - : }
Ax - B; pr u, ‘ - (3.6)
. pa2
gdzie: . _ .
A - dowolna liczba rzeczywista, Jeat wekitorowym zapisem
nieliniowego ukZadi M-réwnaii algebraicznych.
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' Jezeli spetniony jest warunek:
det (AL - B) # 0, (3.7)

wéwczas réwnanie (3.6) mozna przepisaé w postaci

x= (A -8~ u+ (AT - B)™! prp. (3.8)
-

Przy podstawieniach
. : ' X
(AI - B) = .A —-{ aij} (.‘,I'f,---,M) [ (309)

AU. = 2, (3010)

ostatnie réwnanie przyjmuje postaé (2.1). Jezell wigc sped-
nione jest zatozenie twierdzenia 2.7, wéwczas réwnanie (3.8)
posiada, dla kazdego u taklego,ze "(AI_- B)'1u"2sm dok*ad-
nie jedno rozwigzanie x" spetniajgce nierdwnodé | x‘l[zsfj s
gdzieal fB mozna obliczyé numerycznie dla kazdego konkretnego
uktadu. réwnati.

Z przytoczonych rozwazeh wynika oczywiscie,ze jezeli u=0,
to przy speinieniu warunku (3.7) jedynym rozwigzaniem ukadu

Ax -Bx -) _GxP =0 (3.11)
: p=2 p

jeat rozwigzanie zerowe (x = {0,0,...,O}).
Jezell w gzezegblnodci p = 2, to kazdy opérator

) M M :

jest formg kwadratowg. Jezeli wiec oznaczyé.
O g - o |
a "'[c(jm} ureto) dla 1= T,eeesly (3.13)

gdzie

(i) 1 ANE
Cim = 2 {gZijm + gZim_j)’ - (3.14)
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to wyrazenie (3.12) mozna przepisaé w postaci

.:Gzi(x,x) = xT CU)x, (3.15)

gdzie
C“) jest dla kazdego 1 = 1,...,M macierzg hermitowsks,

*Wynika stad, Ze norma operatora G, spetnia nierdéwnosé

S M % L Y/
i 2
loghp<{ Zonovn 3" = u?)" BNERTY

.gdzie

ey jesi makaymalng wartosciag wiasng maciserzy ¢

Jak wynika ze wzoru (2.22), oszacowanie normy rozwigzania
ukzadu (3.8) (przy zaZozeniu, ze [[ufl,=<

—2—) jeat wéw-
allall3 lleyl,
c¢zas nastegpujgce

I=1 <3137, Tan, (1 -V = 4laly TGl 5 Taully ) <

-1 - 5 - '
AT, 16T, -\ 4||A||2-||G2||2-nu||2)7_ (3.17)

N

gdzie norma |G,|, spetnia oszacowanie (3.16), natomiast nor-

ma mecierzy A jest réwna pierwiastkowi 3z maksymalnej war-
todci wiasnej macierzy YA

Al 2[«'-%335 Aq(aa )} o/ ’ (3.18)

Rozwazania powyzsze;'ktére przeprowadzbne' zostaty w od-
- niesieniu do ukZadu réwpaﬁ o wapSezynnikack rzeczywistych mo-
ina’qu trudu uogdlnié na przypadek zespolony.
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4, Analiza réwnanis catkowego

Jezeli operatory - A 1 G, maja postaé:

P
. t
[ax](t) = [x(t,7) x(7) dr, (4.1)
J

[0y (xpseeesx ) 1CE) =Jﬁ”!$kp(t,f1;f;.,Tp)x1(11)...xp(fpg

AT 0047, (4.2)

1*°* 'p

natomiast z = z(t) jest dang funkcjg zmiennej t, wéwczas
réwnanie (2.1) staje sie nieliniowym réwnaniem catkowym. Za-
kradajgc, ze z(t) Jjest funkcja ciggis i ograniczong w prze-
dziale <O0,*), mozna zadaé sobie pytéhie,jakie warunki muszg
.speniaé. operatory A i G_,aby rozwigzanie x(%) réwnania (2.1)
posiadazo te same wlasnoécl co- z(t), Aby na nie odpowiedzied
wystarczy przyjaé, sze wymiénione réwnanie rozpatruje sie w
przestrzeni_Banacha C, ktdérej elementami sg funkecje - ciggie 1
ograniczone w przedziale < 0,-) z normg okreslong wzorem

I=llc = sap |=(+)] , (4.3)

oraz zbadaé jakie wZasnoscl pdwihny posiadaé funkcdje k(t,7)
oraz k (t,7 qroeesT ) aby Ae(C—C) . oraz Gpe(Cp—~C)°Wlasnoé-
cl te wynikagq z nastgpujacych twierdzen: '

PTwierdzenile 4.1

Jezeli k(t,7) jest funkej qiqgﬂa obu Zmiennych w obgza=
rze{<¢0,w);-<0,~)} oraz sup Ik(t,r)ldf<<e,to operator (4.1)
przekszta¥ca przestrzed C w siebie a normg jego okresdla
wzor

lalg = sup [lx(s,0l ar. (4.4)

Dow dd _ ¢

Jezeli xeC, -a y(t) = [ax](¥) = [k(t,7) x(r)ar, to 3
jest funkecjg ciggig dla kazdego £ >0.° Zachodzi ponadto nie-
réwnosd '
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- § t
sup | y(%)| = suplj”k(t,r) x(7)dr] < sup|=x(t)] supjw k(t,7)|dr,
t>0 t>0 g t>0 t»0p

z ktérea wynika,%e ye C oraz]ly"cs;supjw k(t,7)| ar-f[x[g,
wige ||A[|C<supf| k(t,7)|ar.
Dla dowodu nisréwnosci przeciwne] wystarczy zauwaZyé, A

dla kazdej 1iczby £>0 mozna znaleid takie t ,%e sugﬂk(t 7)|ar -

,T)Idr<:%— oraz taksg funkcje X, € C (Hx ”C = 1), ze

jﬂ X, (z) - sgnlk(t 7))l dr<3 ) |k(t - Mozliwo$é wybo-

ru takiego X, wynhika z faktu, ze zblor funkeji ciggiych jest
gesty w przestrzeni LQO,to). Zachodzi wéwczas nastepujace o=

gzacowanie

¢/ 2, t
s k(t,r)|dr - k(t ,7) x (1) dr' = su k(t,7)|dr -
gl oee - [ a0 500 o6 = upfs,o

t, to L
-of| k(t,,7) | ar +of| k(t,,7)]aT -af k(t,,7) x (t) dr<

3 1, to
< k(4 ar =f | k(t_,1)|dr + k(t 0 T) -
sugfl e lar [ lteglar + sup [iod] [12,

skad wynika teza twierdzenia,
Twierdzenie 4,2
Jezeli kp(t,r1,...,r )} jest funkcja ciagl% . p o+ 1

zmiennych w obszarze{<:O,~ﬂ,...,<0,“ﬁ} oraz éupj'lk(t,r g
) t>002
eesT )ldr1...drp<:”, to operator (4.2) przeksztaioa c® w ¢

(p = 2,3y...) a jego norma spetnia nieréwnosé
t 1 .
"Gp”C = f!;zg;// | k(t,r1,...,rp)ld'c1...drp. (4.5)

Dowéd jest analogiczny jak dla pierwszej czesci twierdze~
nia 4.1. Réwnos¢é zachodzi jedynie dla szczegdlnych postaci

! k_.
jadra D



40 Michax Podowski

Jezeli w szczegdlnodei

k(t,7) = k(t-1) (4.6)
oraz
kp(t,t1,...,r§) =_kp(t-r1,...,t-1p), | - (4.7)
wéwezas
lalg =f|.k(t) | at, (4.8)
“Gpﬂcéi/i.yfgl kp(r1,...,rp)|'dr1...drp. (4.9)

Jezeli wiec spexnione sg zatozenia twierdzenia 2.7, wéw-
czas dla dostatecznie matego z (Hz”c<=a) réwnanie (2.1) =z
operatorami (4.1) i (4.2) posiada w przestrzeni C dokZadnie
jedno rozwigzanie x, ktdérego norma spe¥nia nierdwnosé “xﬂcs;ﬁ

W aposdb analogiczny do opisanego powyzej mozna rdéwniez
wykazaé, przy.jakich wiasnosciach jader k i k_ rozwigzanie
réwnania. (2.1) jest, przy z(t) ciagiym w przedziale <0,%)
i zbieznym do zera przy t—e, réwniez cigge 1 zblezne do
zerd., Nalezy w tym miejscu wprowadzié pojecie nowej przestrzeé
ni Banschas Bedzie to przestrzed ilorazowa K = C/N, gdzie W
jest podprzestrzenisg przestrzenl C zroiong =z funkcji zbiez~
nych do zexra W nieskoficzono$ci. Elementami przestrzeni K sg
klasy X elementéw przestrzeni C,'réﬁniace gie o element na~
lezacy do N, Norma-jest okreslona wzorem

"x” 11m sup | x(%)|, (4.10)
K =
T

gdzie

x ~ dowolny reprezentant klasy X.

Poniewaz kazdy element X eC nalezy doktadnie do jedne}j
klasy %XeK, wigc zamiast klasy X mozna braé¢ pod uwage do-_
wolny jej reprezentant =x. W szczegdlnosel mozna zapisad, Ze
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=l ¢

lim sup 1 x(t)] . Jezeli lim x(t) = 0 (a wigec xeN), to
t= — o0
”x"K

T o0

Omawiany problem sprowadza sig wigc do okreslenia, jakie
wtasnosci muszg mied operatory A i Gp, aby przeksztatcaty od-
powiednio K w K oraz KP w K (dla p = 2,3,ss.). W2as-
nosci te precyzuja nastepné dwa twierdzenia:

Twierdzenie 4.3

Jezeli speinione sg zatozenia twierdzenia 4.1 oraz ponad-
%o dla kazdege t >0 speiniona jest réwnosé

t
1im [ |k(t,7)| dr = 0, o (4.11)
t"”" - .
to operator (4.1) przeksztakca przestrzed K w siebie oraz
1 . - )
A, < su k(T dT. 4,12
Il = gup [ I6(t,7)) (4.12)

Dowédad
Z zatozenla wynika, Ze dla kazdego t0>0 i kazdego £ =0
mozna dobradé takie _T1>O,-ze dla kazdego 1:>T1 zachodzi nie-

tﬂ
8 .
< 2 sup|x(t)] (dla dowolnego x € C takiego,
t=0

ze x(t) # 0). Jezell wiec lim x(t) = 0, to dla kaédego t,1e

réwnosé
Ki

mozna réwniez dobradé takie T2> 0, ze sup [x(t)[<
>7; 29upflk(t ,7)|ar

Jezeli wiec y(%) = k(t ,T)x(r)dr, to dla kazdego +t>T =
= T1 + T2 zachod~zi oszacowanie

-+

T t . t
[y ()] =|/k(t,T)X(r)df +Tfk(t,r)x('r)dr!- sf:g"‘(t" flk(t,r)l ar

+t:?£T2|x(t)|T/]k(t,r)l ar<f + sup [ £(¢)] flk(t ) dr<bifi=e

skad wynika,. ze :,LiE y{t) = 0. Jezeli teraz zatrozyé, e x =
= X, +u, gdzle uel (}im u(t) = o, I||=1T|K = 0), natomiast
[x g = 1, to

lalg = sup  [axly = sup [ax Iy =< sup [lax.flo = fal
K it k= o2, 1ol =~ ¢ '(_)’

X,,c
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. t
skad wynika, ze Ae(K—K) oraz [A]y =< sup f|k(t,r).|d'r,co kol -
czy dowdd. ' t=0 ‘

Ostatnia nlerownosc przechodﬁi w réwnoddé jedynie dla szoze-
golnych posta01 jadra k(t,7).

Twierdzenie 4.4

Jezeli speinione sg zatozenia twierdzenia 4.2 oraz dla
kazdego ustalonego t >0 spelniony jest warunek

(4.13)

]
o

1im f flk(t 1'1,...,1' )| ar, ...d'r

[t~

(rdéwnowazny warunkowl: l:Lm k(t sTqreees? ) = 0 dla ustalo-
nych 1—1,...,Tp) to operator (4,2) przeksztaca KP w X oraz

t t
"Gp“K = ?:E!/ |1c(t,r1‘,...,rp)| ATyee 08T 0 (4.14)

Dowdd
Jak wynika z zakozenia, dla kazdego - t0'> 0 1¢=0 mozna
dobraé takie T o? ze dla kazdego 1;>T i dowolnygh X; € C
(fx (t)#0d, i = 1 ,2,0090,p) zachodzi nlerownosc fl f [ e(t,7q50,
< £ . Jezell w:.gcollm X4 (t) = O,
P 2[]?533 | %5 (8)]

to istniejg liczby Ty (i = 1,2,+0.,p) takie, ze sup {xi(-t)|<
t=T. :
i

..,tp)|d71...dr

" o)

2 Teup|x.(t au tyTagnne eoodT
p [ Jaup|x(+)] pf/m preeerTp) |dTgendry

Jedli teraz y(t) —f fk(t Tyseres Ty )x, (7 )...xp(rp)d'c1..
«edToy to dla kazdego t>T T, +ZT zachodzi oszacowa-
nie

| y($)] =|/__/ k(t,r1,...,rp)x1('r1)..-.xp('rp)dr.l...drp +

T

+ Zf / f /k(t TireeesTy)Eg ('r Yeeox (1,)d7 000087 o<

2 0T O
—
i~1
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sﬁj[s:plxi(t)ﬂ ﬁ;/"[k(t,r1,...,rp)|dr1...drp +

t [ )
+Z{5uplx €L ﬂ [st.Iplx (t)l] ?gg)b/.‘../lk(tir"’""rp)Idr‘]"‘

={ t=T

LN ) d.T }<%+ PE% =6!

co oznacza, 2% 11m y(t) = 0.
Niech =x; = X, + (1 = 1y0004P)s° gd21e X316 Cy uge e
Wtedy

Gp(x1,..7,xp) = Gp(x01+u1,...,xop+up) = Gp(xo1,...,xop) +

P
+ %; Gp(xo1""’xonﬂ’ui’xoﬁ+ﬁ+IM4’"'fxop+up)

= Gp(x )+ w,

o1?**1%op
gdzie

we N.

Wynika stad, e Gje (kP—K), Jezeli ponadto przyjaé, ze
"xoi"C = 1, to mozna otrzymac oszacowanie

HGp“K = sup ”G (x1,...,x Nig = sup "Gp(xo1,...,xop)"K<
Iixillg I%gillc =1 :
{i -1 ,p) {i=1,...,p)

ijll?l’ ”G (x019--°sxop)!‘c = “Gpncs
{¢é=1,.. _ .
skad, po uwzglednieniu twierdzenia 4.2, otrzymuje sie (4.14).
7 przeprowadzonego poprzednio rozumowania wynika wiec, Ze
jezell réwnanié (2.1) okreslone jest na przestrzeni K, ope-
ratory Al G apetniajg zatozenia ostatnich twilerdzerr oraz
spetnione gest zatozenie twierdzenia 2,7,to dla kazdego z ta-
kiego, ze [lzlly = 0 rowniez.HxHK = 0, co jest réwnowazne zbie-
snodci do zera rozwiazania x(t). : )
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W przypadku, gdy jadra k 1 k_ redukujg sig¢ do postaci

(4.6) i (4.7), warunki (4.11) i (4.12) sa speinione automaty-
cznie, jesli tylko speinione sg zatoZenia pozostaie.

5. Analiza réwnania rdézniczkowo=-catkowego

Przeprowadzone w punkcie poprzednim rozwazania moZna zas-
tosowadé do badania wkasnosci rozwigzah nastepujgcego rdwnania
rézniczkowo-catkowego

) 4 .
& - ax - [ - 2 L[ e,

p=2

...X(Tp)dT1-..dTP = u (501)

z warunkiem poczatkowym x(0) = 0, gdzie f(t) - funkcja ciag-
¥a i speiniajaca warunek [ | £(t)|dt<we, natomiast jadra k
speiniajg zatozenia twierdzenia 4.2,

Aby wykazad, kiedy réwnanie (5.1) mozna przeksztaeié do
postaci (2.1) wystarczy rozpatrzyé nastepujace rdéwnania  1li=-
niowe

P

—g%- ax - / £f(t -7 )x(r)dr = u (5.2)
0 ’ ’ ) .

z warunkiem poczgtkowym x(0) = O, Wtasnosci rozwigzai réwna-
nia (5.2) wynikaja z nastgpujacego twierdzenia, ktorego dowdd
mozna znalefé w [2]:

Twierdzenie 561

Jezeli funkcja g(t) ma ograniczone wahanie (Vag g<e=),
nie ma czesci osobliwej, oraz spetniona jest nierdéwnosé

R -gt
dag, 1 [ est)| >0,
gdzie G(s) = [ e % ag(t) jest transformaty Laplace ‘a-Stiel-
tjesa funkeji .g(t), to istnieje dokXadnie jedna funkcja h(t)
o ograniczonym wahanip i bez czegci osobliwej taka, Ze
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Je % ag(t)-f ™% an(+) = 1 d1a Res > 0.
4 0

Na podstawie tego twierdzenia mozna teraz dowiesé stusz-
nosci twierdzenia nastepujacego:
Twierdszendie 5.2
Jezeli ‘
inf |s - a -~ F(a)|>0 (5.3)
Re s=0

to rozwigzanie. rdwnania (5.2) mozZna przedstawié w postaci

x(t) = /Ik(t -7 )ult)dr, . (5.4)

0.

gdzie

k(t) jest funkcja ciggta dla te<0,*) oraz f[k(t)ldt<°°.

Dowdd

Stoquac do rdéwnania (5.2) w sposob formalny transformate
‘Laplaee ‘a otrzymuje sie

[e - a - P(s)] X(s) = U(s). (5.5)
Dla dowolnej liczby >0 zachodzi wtedy réwnosé

u(s), (5.6)

[s -a~"Fs)]x(a) =

S+(X, S+d

gdzie dla kazdego s takiego, Ze Re 820 spekniona Jjest nie=-
réwnogé

's +cx[s -a-F(s)]l>o (5.7)
oraz
1 —-‘ .
s—.w?ﬁ?sao)ls‘+a[s a F(S):” = 1, (5.8)

Uwzgledniajge teraz twierdzenie 5.1 mozna przyjgé

K(s) = —2-H(s), (5.9)
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gdzle
#(a) ={ o[s - a - ®)]} = [e ), (5.10)
skad |
k(%) = fe‘““"’ dh(t) - (5.11)
oraz a ‘
of!k(t)l dt=<e, | (5.12)

‘Dla zakohczenia dowodu wystarczy teraz zauwazydé, ze z cig-
gtrodei funkeji £(t) wynika ciagzodé k(t).

Powracajgc do réwnania (5.1) tatwo mozna zauwazyé, zZe je-

%eli spekniony jest warunek (5, 3) to przyjmuje ono pogtad

(2.1), prazy ozym

[ax](t) = [ x(t -1) x(¢)ar, (5.13)
]
z = Au, (5.14)
gdzie:
Ae (C—’C'),
Ae (K—K).

Rozpatrywany problem zosta* w ten gposdb gprowadzony do
omawianego poprzednio.

Otrzymane wyniki mozna bez trudu uogdlnié na niezerowe va-
runki poczgtkowe, ‘Wystarczy w tym celu dodatkowo zatozyé, zZe
k€C, bgdZ tez ke K. Wtedy réwnanie (5.1) przyjmie rown1e2po-
staé (2.1), przy czym

3
zu)=kuyxw)+/ku-fhwww. (5.15)
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6. Analiza stabilnoécivpunktowego modelu reaktora
ze sprze¢zeniem temperaturowym

Réwnanie kinetyki reaktora z uwzglednieniem wpiywu tempe-
ratury na reaktywnos$é (przy zakozeniu, ze calg objetosé reak~
tora mozna podzielié na M-stref, kazda o innej temperaturze)
majg postaé nastepujgca:

_0=p
<9284 4 I ey, (6.1)
. By '
Ci =—A—n —Aici{ (1 = 1,..-,K), (602)
M .
) 9= 0o+ Qz(t) -an - ; cka, . (6.3)
. M
Tk = J=Ej pijj + bkn (k = 1,.0.,M), - o (6l4)

gdzies
n - gestosé neutrondw termlcznych (z zaXoZenia proporcjo-
nalns do mocy reaktora) [m , :
A - czas generacji neutrondéw [s],
C; - koncentracja prekursordw i-tej grupy neutrondw opdi-
nionych | m™> ,
B; - udziak neutrondéw opdinionych i-tej grupy W 0gdlnej
liczbie neutrondw rozszczepieniowych ( ﬁ Bs s
A; - sta?a rozpadu prekursordéw i-tej grupy ﬁ;
¢ =~ reaktywnoéé,
@, — reaktywnosé zewngtrzna (wymuszenie).
Jezeli 0y, cio’
w potozeniu rdéwnowagi (w punkecie pracy resktora), to oczywi-
scie zachodzi zwiazek

Tko oznaczajg wartosci zmiennych stanu

0o =0n, + 2:: Cy Tyoe (6.5)

W przypadku szczegSlnym, jezeli rozpatrzyé podziak reak-
tora na dwie gtrefy: paliwo i chtodziwo, otrzymuje sie model
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reaktora z dwoma wspdkczynnikami temperaturowymi, Zaleznosé
kazdej z temperatur od mocy reaktora okreslajs nastepujace
réwnanias

m.c Ty = bo - k(T1 -1, (6.6)
mye T, = k(T1v— T2).- Gcz(Tz - T), (6.7)

gdzie:
m,,M, - masa paliwa i chtodziwa w rdzeniu [ kg],
¢,sC, - cieplo wiasciwe paliwa i chkodziwa [Jkg'1deg_1],
7,,T, - temperatury (usrednione po objetodci) paliwa i
chxodziwa [°c],
wydatek chtodziwa [kg 5'1],
temperatura wlotowa chiodziwa (zakada sig,2e T =
= const) [°c],
k - wapdiezynnik przenlkania ciepza pomledzy paliwem
i chZodziwenm [J deg™1e™ .1
b - wspbkczynnik wpkywu mocy (g m35—1].
Réwnania (6.6) i (6.7) rdznig sie od postaci (6.4) czio=
.nem zawierajacym 7. Jezeli Jjednak zastosowadé podstawienie

B¢
1 1

Y8) = B (8) =T, (k= ...,  (6.8)

x(t) = n(%) - ng, (6.9)

to, po uwzglednieniu, ze w punkcie_praqy zachodzg . zwigzki:
" a) w odniesieniu do réwnania (6.4) '

M
;;:pijjo + b, =0  dlak = 1,...,M, (6.10)
b) w odniesieniu do réwnaft (6.6) i (6.7):

bng - k(T - T,) =0, (6.11)

k(T Tso) = Gcz(Tzo - T) =

[
o

10 ~ (6.12)
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mozna rdéwnanie (6.4) przepisaé w postaci
Ve = Z::pkjy. + b, x, (6413)

ktérej szczegdlnym przypadkiem stajg sie¢ réwnania (6.6) i
(6.7) zapisane nastepujaco:

. k k b
g5 ~———y, - ¥, + x . (6.14)
1 ' m101 1 m1c1 2 m1c1 ’
k + Ge
. k 2
Yo = m— Vg~ Yo, (6.15)
2 m202 1 msCy, 2

Wprowadzajac zmienne

i uwzgledniajgc, Ze
Bi = -
<= n, -Aicio_‘o dla 1 = 1,.44,K _ (6.17)

mozna ukZad réwnan (6,1) = (6.4) przepisad w postaci:

x =$(x + n) -%x + :;Aixi, " (6.18)
:‘:i-=—//3\—ix-7\ixi (i = 1,...,K),. ' (6.19)..
0= 95(8) ~ax - oy, ~ (6.20)
Ve = ;;A Pg¥y + b (k= 1,000,000 (6.21)

Zapisujac uk¥ad (6.21) w postaci wektorowej

j = Py + bx, ' (6.22)

P =
‘y.={yk}’ ‘(jok = 1,-'09M)9
B={b]
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mozna jego rozwigzanie wzgledem y przedstawié¢ w formie

b3
yi(t) = ePtyo_+ fep(t'f)bx(T)dr, ' (6.23)
°© ¢

gdzie
Yo ={ yok}lkdem)— wartodé wektora y(t) w chwili t = O,

Wprowadzajac z kolel wektor . c = {ck}(k=1 M) ? mozZna gume

itckyk wyrarzié nastepujaco

kat

B i
Z::ckyk(t) = oTy(t) = TePtyo + Jf TPt py(r)ar =
kn{ 0 .
t
= £(8) + [ h(t - 7)x(r)ar, (6.24)
o .
gdzie: ]
'CT = {01""’°M} - wektor transponowany w stosunku do o,
£(+) = clelly, : (6.25)
' - funkeje skalarne ,

h(t) = c'e"’h | - (6.26)

Réwnanie (6.20) mozna wtedy przepisaé w postaci
) t
p=p"t) -ax(t) -/ n(t -7)x(7)ar, (6,27

gdzie
o*(t) =9, () + £(t). (6.28)

Uwzglednialjge, ze kazde z réwnat (6.19) mozna rozwigzad

wzgledem Xs

/31 3 - (E=
oAt a8 (t-1)
xi(t) = eN'x,  +7 yre x(t)d(r), (6.29)
gdzie
X, - Wwartodé funkeji % (t) w chwili t = O, mozna uktad
(6,18) + (6.21) sprowadzié do postaci réwnania nastepujacego
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. B 1%
X+ (%) -4 2

t n
~Aft-T) [o]
Bidy gfe 1 x(7)ar +-K—[ax(t) +

+ [ h(-0x(r)ar] = uls) + [Bx](t) + EESIOF (6.30)
gdzie:s
. n . X > -
u(t) =3> ¢t) st > Ao Moy (6.31)
[Bx](8) =258 x(1), - (6.32)
¢ ’ ‘
[e,x2]() = -%=?(t) -1 x(t)af h(t -T)x(t)dr. . (6.33)

Dalsza analiza zostanie przeprowadzona przy zatozeniu, Ze
czedci rzeczywiste wazystkich wartosci wlasnych macierzy P
(&6wnanie (6.22)) 3 ujemne., Wtedy . oczywiscie %1m £(t) =0,

t—eoe

lim h(t) = 0 oraz jflh(t)|dt¥=? . Na wstepie zostanie roz~
patrzone réwnanie. ¢ ' .

x(6) +2x() - 50 ayay [ @M x(o)ar + 2ax(e)
i= R .
¢ . - S
+/h(t ~1)x(1)dr] = ult), - (6.34)

bedace szozegélnym przypadkiem réwnania (5.2). 2 twierdzenla
5.2 wynika, Zze jesli :

inf | F(s)|>0, - (6.35).
Re s=0 ’
gdzies

v K tBsAs n : B 4 X ﬂ )
: 1 i%i ) 1 , i .
F(s) = 8 'rg%ﬂ S AT OMEEILE S38— i

n » - - :

+—A—Q|:d+-H(s)_],‘ (6.36)

H(g) - transformata Laplace ‘a funkeji h(t),

$o rozwigzanie réwnania (6;34) ma postaé



52 . - Micha% Podowski

x(t) = k(t)x, + [kt - r)u(r)ar; (6.37)
: 0
. gdzie:
X, = x(O) oraz
K(s) =d{x(t)} = [P(a)]". (6.38)

przy czym l/lk(t)ldt <e ,

Poniewas funkcja F(e) jest ciagla w pdiptaszezysnie Res=0
oraz holomorficzna dla Re s>0, wige [6]»

" (6.39)

inf F.S)[= in?f P35 > inf Re F(i
gnf |B(s)] = ing | F(5)|> inf | Re F(jw)

Uwzgledniajge (6.36) mozna warunek (6.35) zastgpié nierdw-
nosciag mocniejszg

w2 & B e

A e 2 2 YA

[a+ Re H(jw)_]l >0, (6.40)

ktéra jest speiniona, jesli tylko

o+ Re H(jw) >0 dla kazdego rzeczywistegd W, (6.41)

Jak tatwo zauwazyé, funkcja k(t) jest wéwczas zbiezha do
zers

tlim'k(t‘) = 0, - (6.42)
JFesli wiec oznaczyé

t
[a,x](¢) :ka(t - 7)x(z)dr, (6.43)

to
A1 e (C—=C), &, ¢ (K—K)

oraz

ladlg= Waqllg = f 1 k() ]at. L (6.44)
5 |
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Réwnanie (6,30) moZna wtedy przepisaé w formie nastepujq—'

cej
- 2
x = W+ ABx + A,6,x%, (6.45)
gdzle .
w(t) = k(t)x, + [4,u](%). (6.46)
Réwnanie (6.45) mozna zapisaé nieco inaczej
(I - A4B)x=w+ 4,6,%%, (6.47)
gdzie

I - operator toZsamosSciowy. _
Jak mozna wykazad, jesli A ¢ (X—~X), Be(X—X) oraz

a,Bll <1, (6.48)

%o istnieje operator A26 (X4fX)'o postaci nastgpujace]

Ay = (I - A1B)—1 = }f;.;_(A1B)“,.- | (6.49)
gdzie .
IIAZII < ZIIA B® = (1 - g By, (6.50)

Poniewaz 2 tego, zZe § z € c wynlka,' ze:

1). we G,

. 2) Be(Cc—C),

3) Be (Xk—K),

4) 1Bl < IBlg =4 ply(t)l.

wiegc jeéii tylko

sup |9 (t)] < ‘ (6451)

/l (s )Idt

wéwezas warunek (6. 48)'jeat spetniony zardéwno . w odniesieniu
do przestrzeni C jak i K, a wiec réwnanie (6.47) przyjmie
ostatecznle postac :
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' 2

X = 7z + AG,x%, (6.52)
gdzie: _ N ,
z = Agw = (I-4,B) wec, (6.53)
A= 2A1, : | (6.54)
A S ()] at
llallg < HAIIC 2 (6.55)

- sup | 9*(t)|/|k(t>ldt

. Uwzgledniajac wzory (6.24), (6.28), (6.46) "oraz (6.51)
moZna’otrzymaé nastg¢pujace oszacowanie normy 'z w przestrze-
ni ¢C

- A
= t) < , = k(%
el = gap 12(0)1<—— s gl T [ sup | k()] | x,| -

+7%gflk(t)|dt (n sup|9z(t)| + g supl cTe Pty | +

- | .
+2 7‘1'?‘10')]' o - (6.56)
Jezeli wiec wartosci Ko g (1 = 14000,K)y 32 (3 = 1,.

«sM) oraz suylpt(t)l 8 dostatecznie mate,to rdéwnanie (6.52)
ma postad (2. 1) w odniesieniu do przestrzeni C, norma zas je-
‘go rozw1azan1a speinia oszacowanie (2.22).

Na szczegdlnie dokladne rozpatrzenie zasiuguje przypadek
gdy gz(t) = 0, '

Dla jego analizy celowe bedzle przytoczenie definicji sta-
bilnodci w sensie Lapinowa [ 3].

‘Niech bedzie dany ukzad rdéwnant

AL (4,8, (6.57)

gdz1e~

5k}
f = {fk} (k = 1,000,n).
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Definicja 6.1

Rozwigzanie £"(t) (a<t<=) réwnania (6.57) jest stabilne
w sensie Lapunowa, jeZeli dla dowolnego &>0 i toe (a,=) ist-
nieje liczba >0 +taka, Ze: L . .

1) wszystkie rozwigzania £ =4 (t) réwnania (6,57) apek-
niajgce warunek

&ty ~£" (s ), <d (6.58)

s okreslone w przedziale te<t_,*), przy czym £ (t)eDc Eﬁ
(dla kaZdego"bzto); :
2) wazystkie te rozwigzania speiniajg nieréwnosé

£ (t) -l ,<e dla t e <t ,>=). - (6459)

W powyzszej definicji norma | |, moze byé zastgpiona
przez Jakgkolwiek inng jej rdwnowazna (w przestrzeni n-wymla-
rowej), np. fl&h, = S Ig l

Definici a 6 2 ]

Jezeli liczba d nie zalesy od wyboru tys to stabilnosé
jest jednostajna. : B

Poniewaz ukZad (6,18)+(6.21) jest (pray 9,(t) = 0) ukta-
dem autonomicznym (podstawieqie t'= t-to nie 2zmienis 'jego
postaci), wigc nierdwnodé (6.41) jest warunkiem dostatecznym
stabilnosSci w sensie Lapunowa jego rozwigzania zerowego (a na-
wet stabilnosci jednostajnej tegoz rozwigzania)., O wasnos-
ciach rozwigzahd tego ukadu mozna nawet powiedziedé cos wiecej,
Jezeli oznaczyé przez £(t) wektor o sk¥adowych

£(t) ={ x(t), x(£),ueu, m(8), 3,(8),0us, T8},  (6.60)

to (jak wynika z poprzednich rozwazaf) mozna znaleZé taks li-
czbg y>0 oraz funkcag ciggtg £, Ze dla kazdego t >0, jesli
tylko ||& (¢ )”2<T’ to

I, < (s M ,) dla =14, (6.61)

gdzie
£(0) =
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Powracajgc do przypadkiu ogdlnego (9z€ C), mozna dotyczace
go wyniki aformutowaé w formle analogicznej jak powyzej wpro=-
wadzajac nowg definicje stabilnodci, stanowigcg uogdlnienie
definicjl Lapunowa, a majgca zastosowanie do nastgpujgcego uk-
tadu réwnai rézniczkowych zwyczajnych (stanowigcego rozsze-
rzenie ukzadu (6.57) |

GEE) (4,6 (1), w(v)), (6,62

gdzle .
w(t) ={ wk(t)}u=yqnﬂ - wymuszenie,

Definicja 6.3

Rozwigzanie £°(t) (a<t<=) réwnania (6.62) jest stabilm
ne przy wymuszeniu w(t), jezeli dla dowolnej liczby dodat=
niej € i dowolnego t o> & lstnieja liczby dodatnie d1 i J@
takie, ze: -

1) wszystkie rozwiazania g g(t) réwnania (6.62) spet-
niajace warunek )

Nets,) -, <4, (6.63)

sa, dla w(t) takich, ie sggllw(tﬂ|'<16 » okreslone wprze-

dzisle <t ,%), przy czym £ (t)e DcEZ (d1d kazdego t=t o)

2) wazystkie te rozwigzanla speiniajg nierdwnosé
Ig(t) - £0i,<e a1 t>%. (6.64)

Jesli w ukZadzie (6.18)=+(6.21) przyjaé  w(t) = pz(t) to,
Jak Yatwo zauwazyé, jezeli speiniony jest warunek (6.41),wéw=
czag rozwigzanie zerowe tegoz ukxadu jest stabilne w sensie
definicji 6.3. Podobnie jak w'przypadku gz(t) = 0, réwniez tu~-
taj mozna wtasnosdci rozwigzah omawianego uktadu okres$lid do=-
k¥adniej: mozna mianowicie znaleZé takie liczby f1>>0 i y2>>0
oraz funkcje 01gglq f1 .2e dla kazdego t >0 jesli
?22 lgz(t) <Y oraz |l £ (¢ )H2‘< Fos spelnlona JeSt nierdwno $é
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le(tllp=2og pupl 9, (0)] + cpll£(s,)My), (6.65)

gdzie:

f1(0) =0, a

£ jest okreslone wzorem (6.60),

Réwnanie (6.52) mozna réwniez rozpatrywaé w przestrzeni K,
Jak tatwo wykazaé, zachodzi nastepujace oszacowanie

n

A | *(t?l ‘ik(t.)ld’ﬂ ol
- suplg"(0)] f

el < (6.66)

skad wynika, Ze je$li tylko norma "Pz"K jest dostatecznie ma-
%a, to norma | x| rozwigzania [réwnania (6.52) speknia osza-
cowanie (2.22). Jezeli ponadto lim o, (t) = 0, to e, llx =0,

a wiec réwniesz 11m x(t) = 0,

W przypadku szczegolnym, gdy QZ(t)iz o, wynlka stad sta-~
bilnodé agymptotyczna globalna rozwiazania zerowego ukzadu
(6.18)+(6.21), co jest réwnowazne stabilnosci asymptotycznej
globalnej rozwigzania stacjonarnego (punktu pracy reaktora)
uk¥adu réwnai kinetyki (6.1)-+(6.4).

Dla przypadku ogdlnego mozna wprowadzlc nastepujacg defi-
nicje stabilnosci asymptotycznej oraz asymptotyczneJ global=-
nej:

Definicyja 6.4

Rozwigzanie £*(t) (te (a, w)) réwnania (6. 62) jest asymp-
totycznle stabilne przy wymuszeniu w(t), jesli jest stabilne
w sensie deflnicjl 6.3 oraz dla dowolnego t o= @ istnieje li-
czba M = M(t ) taka, ze jesli 1im wit) = 0, to wszystkie roz-
w1azania.é(t) spetniajgce warunek

He(s,) - £ M, <m (6.67)

maja wkasnosé

%;-Loxg'llg(t) - £, = o. (6.68)

Definicja 6.5
Jezeli warunek (6.68) zachodzi dla kazdego rozwigzania

£(t) (tzn. M =), to rozwigzanie & (t) jest stabilne asym-
ptotycznie globalnié przy dzia*ajgcym wymuszeniu w(t),
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tatwo teraz mosna stwierdzid, %e nierdwnosé (6.41) jest
warunkiem koniecznym na to, 2eby rozwigzanie stacjonérne uk-
*adu réwnaid kinetyki (6.1)+(6.4) byto stabilne asymptotycz-
nie globalnie przy dziakajgcym wymuszeniu PZ(t)'

T. Wnioski koricowe

Podana w niniejszej pracy metoda pozwala badaé . wkasnosci
rozwigzaf szerokiej klasy réwnai (badZ uk*addw réwnad), ktdére
mozna sprowadzié do postaci réwnania operatorowego (2.1) o=
‘kreslonego na pewnej przestrzeni Banacha. Jak wykazano, mozna
przy jej pomocy sformuowadé m.in.warunki konieczne stabilnog-
ci w . sensie Lapunowa dla ukladu réwnai rézniczkowych zwyczaj-
nych. ' ‘

W odniesieniu do zagadnienia kinetyki reaktordw otrzymano
wyniki, ktére stanowig uogdélnienie tzw., kryterium Weltona
[4, 5]. Godny uwagi jest fakt, ze opracowana metoda umozliwia
badanie stabilnosci modeli reaktoréw uwzgledniajacych wpkyw
wymuszenia zewnegtrznego reaktywnosci, ktére w dotychczasowych

opracowaniach byto z reguty pomijane.
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AHAJI3 HEKOTOPOI'C ONEPATOPHOI'0 YPABHEHMNS
U E[O NPUMEHEHWE K HCCIEIOBAHWAM YCTOMUMBOCTH
AJEPHHX PEAKTOPOB

KparTkKkoe coXepxaHZE

IpoBeleHO aHaJu3 HEKOTOPOTO ONePaTOpHOTO YPaBHEHHA Onpe-
IeJEHHOTO B HIpocTpaHcTBe baHaxa. K STOMy yPaBHEHUK MOXHO CBe-
CcTM DUPOKHE Kiacc HeAMHEHHHX ypaBHeHuH.

oIpo6HO paccMoTpeHO cBoficTBa pemeHuil cHcTeMH ajnrefpau-
YeCcKHX ypaBHeHu# a .Takke HHTETIPAlBHOTO ¥ JAuPPEepPeHUMANBHO-MH-
TETPAIBHOTO ypPaBHeHUH.

Hakxouen ompeleieHO LOCTATOUHHE YCIOBHA AaCUMITOTHUECKO yo-
TOHUYWBOCTH B LedoM IJd MOJEIHM PpearTopa ¢ JHHeHHOHR obparuoit
CBESbLH, NPUHUMEA BO BHUMaHNME BHEMHUE KoNe0aHHA PEaKTHBHOCTH.

ANALYSIS OF A CERTAIN OPERATOR EQUATION AS APPLIED TO THE
EXAMINATION OF NUCLEAR REACTOR STABILITY

Summary

An analysis has been performed herein of a certain operator equa-
tioﬁ as determined within the Banach space,This equation provides a fom
to which an extensive class of non~linear equations of various type can
be reduced,

The properties of solutions of a set of algebraic equations as well
as those of an integral and of an integro-differential equation, ‘have
been given a consideration in detail. This has served as the basis for
the determination of sufficient conditions of the global asymbtcticsta—
bility of point kinetics model for a reactor incorporating a linear
feedback, with the consideration given to the external reactivity osci-

llations,

Rekopis dostarczono we wrzesniu 1972 r,



