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1. Wbtgg _

Przedstawiona praca zawiéra przykiadowe zadanie optymal -
nej estymacji rozkiadu przestrZenno—czasowego gestosel mocy
w reaktorze jgdrowym_oraz‘jego'rDZWiqzanie metodami anality-
czng i przyblizong, ktbérych strong teoretycazng oméwiono w Eﬂ

RozwaZono przypadek przeﬂtrzenno-czasowych zmian gestoécl
mocy W objetosci reaktora na skutek po;aW1en1a 51e zaburzenia
punktowego oraz przypadek, gdy dostepny jest wynik obserwacji

',(pomiarq) tego zjawiska tylko w jednym punkcie reaktora. Przy-
jety prosty model dynamiki i-obserwacji tych proceséw nalesy -
rozumieé jako ewentualng, pierwszg propozycje ich opisu, stu~
zgcego celom estymacji optymalnej rozkiadu gestosci mocy [2].
Takze proponowany wskaznik jakoéci esfymacji ‘zostal  wy-

‘ brany arbitralnie i moze uwlegaé modyfikacji w nastgpnych e-—
tapach prac nad doptymalnym oszacowaniem rozwaZanego zjawiska
w relacji odpow1adaaacea zmianom dokonanym W opisie jego dy-
namiki i obserwacal. Obliczenia numeryczne wykonano dla roz-
wigzania analitycznego. Dane do obliczen sg przykladowe i nie
odnoszg sie¢ do rzeczywistego uk¥adu reaktorowego, Rozwigzanie
zadenia metodg ‘przyblizong podano w postaol.algorytmu, wypro~-
wadzajac ‘i omawiajge wystepujgce w nim zaleznosci,

2. Upfoszczony model dynamiki i obserwacji zmian gesfoééi'
: . mocy w_ reaktorze

2.1, Rozwazono bardzo uproszczony model dynamlki i obser~ -
wacji procesow reaktorowych. Przyjeto ze interesujabe zjawis--



ka reaktora opisaé mozna jednowymiarowym, Jednorodnym modelem
piytowym, ktoéry schematycznie przedstawia rys.1.

=[04]

Ryse.1, Model piytowy reaktora jgdrowego mocy

Na rysunku punkty X =0 1 X = 1 oznaczajg granice eks-
trapolowang rektora, punkt XO jest wspdirzedna wprowadzone—
go do reakbtora znanego oddziatywania obtoczenia w chwili t =
= %y, punkt X jest wspdirzedng umieszczonego we wngtrzu re-
aktora detektora rejestrujgcego w sposdéb poéredni gestodé mo-
cy w tym punkcie (poréwnaj [2] i [3]).

2.2, Niech »rozkiad gestosci mocy wzdiuz wspoimzedne j
Xe[0,1] i jej zmiany w czasie ¢ e[tO,IJ opisuje nastepujsce
réwnanie (uzyskane z jednogrupowego réwnania dyfuzji bez neu-
tronéw opdéznionych dla pityty, z dodanym czlonem oddziatywah
zewnetrznych):

3 2
3%— u(t,X) = ! D, a—iz— -Zulu(t,x) + uo(t,x)o‘(x-xo)+ fg(t,x), (1

w(t,0) = ul{t,1) = 0 dla >t {2)
W Egik) = 0 wa Xelo,1],  (3)
gdzie s

ult,X) - gestosé mocy reaktora, bedgca funkcjg stanu te-
go sadania estamacji,
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u

D. i Z:u - odpowiednio zdefiniowane wspéiczynniki,

uo(t,X)d(X—Xo)-»dana funkeja okreélajqca zaburzenie punk-

d(x-xo)'

2

£ (5,2

towe
funkcja delta Diraca,
wspéirzedna jak na rys.l,

funkcja bledu opisu dynamiki zmian gesto-
sci mocy w reaktorze.

2.3+ Niech model obserwacji (pomiaru) gestosci mocy w wy=-
branym punkcie X reaktora opisuje zaleznosé

1
28] = [ [5u(t,3) + 25 (6, 0] 0 (x%)ax, - ()
) . .
gdzies
zm(t) ~ pbserwowana (mierzona) funkcja zmian gestoéci
' mocy w punkcie Xm, odniesiona do danego pozio=-
mu mocy reaktora,
Sm - wspdiczynnik proporcjonalnosci, 7
ﬁé(t,x) - funkcja bledu opisu obserwacji (pomiaru) gesto=-
' $ci mocy w punkecie X,
X, ~ wspdirzedna jak na rys.l1.
‘Funkeja zm(t) - okreslona jest przez

gdzie:
z (%) -
7 -

mO

mo* b€ [B0eT]s (5)

2 (8] = Zy(%) - 2
obserwowana (mierzona) funkcja zmian gestoéci mo-
cy W punkcie X '

stata, odpowiadajgca obserwacji (pomiarowi) ges=
tosci mocy w punkcie Xm w stanie ustalonym.

3. Zadanie estymacji optymalnea zmian gestosci mocy

W reaktorze

2.1. Przyjeto nastgpu;qcy uskaznlk Jakosci estymacgl fun-

kcji stanu

ul(t, x)



/S[u.ff“f},’] =frftv[(f?,2 2 4 (£ )aa(xéign)]dxdt + _
4 0 ' ' ' (6)

T ! . ‘ ’ 2 |

+/[zm(t) -f_[smﬁ(t,x) + £2(%,%)] o*(x-xm)dxj dt
- , _

0

gdzie: .
u(t,X) =~ estymata funkcji stanu gestosci mocy u(t,X),

£ (t,X) - estymata funkcji bledu opisu dynamiki zmian ge-
stosci mocy, .
£ (t,X) - estymata funkeji biedu obserwacji zmian gestoé-
" c¢i dla punktu Xe[0,1].

Wskasznik jakosci estymacji (6) jest szczegdlnym przypad-
kiem proponowanego w (2] ogdlnego catkowo-kwadratowego wskag-—
nika jakosci estymacji rozwazanej klasy procesdw reaktorowych.

3,2, Z warunku fizycznego nieujemnoéci funkeji u(t,X),za~-
tem i jej estymaty 0(t,X), wynika dodatkowe ograniczenie nie-
réwnoéciowe zadania estymacji

a(t,X) + uP(X)>O, : (7)

gdz1e
Uy, (X) — rozktad gestoéci mocy w stanie ustalonym.

_ 5'5 Z warunkéw fizycznych zadania wynika, ze dla danego
Sm istnieje odwrotnosé S 1, co ‘stanowi warunek jednoznacz-—
nego wyznaczenia funkeji stanu u(t,Xm) dla danego  t,X,Z;

i ustalonego f~(t,Xm).

2.4, Zadanie estymacji optymalnej zmian gestoséci mocy dla
danego. modelu reaktora jest nastepujace:

(I) nalezy wyznaczyé takie funkcje G*(t,X),  £5* (t,X),
fé*(t,x), ktére minimalizujg funkcjonat (6) . przy ogranicze-
“niach réwnosciowym (1) +(3), (funkcja stanu u(t,X) ‘zostaje
zastgpiona w (1) + (3) estymatg ﬁ(f,X)) oraz ograniczeniach
nieréwnosciowych (7).
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4. Warunki istnienia i 'warunki konieczhne
optymelnego rozwigzania danego zadania

4,1, W celu zastosowania podanych w.[1] twierdzes o warun~
kach istnienia (warunkéw dostatecznych) i warunkach koniecz-
nych optymalnego rozwigzania zadania (I), przeksztatcono réw-

nanie (1) z warunkami brzegowymi (2) i poczgtkowym (3) do po-
staci catkowej.

Stosujgc podstawienia:

u,l(t,X) = u(t,X) exp"[--Znu-tO)] C
' (8)
% (6,0) = p(6,X) exp | -2 (t-t7)],
gdzie ‘
P(6,X) = uy(4,X)0(X-X,) + £5(%,X), (8")

sprowadzono (1) do postaci

) %uﬂ(t,p - D.u-a;a{z—vu.,;(t,x)_ £ 2(6,%)

Réwnanie (1') z warunkami brzegowymi (2) i poczgtkowymi
(3) w formie calkowej ma postaé nastepujacyg
’ t
w, (4,X) ;ffx,lgt-t XN, X)) ax’ at , . (9)
s .
gdzie

K1(t=ﬁ,X,X')= 2 Zi;exp[—i%nzDu(t-f ﬂ sin{i#aX) sin(iaX).
< | :

Podstawiajge  (8) i (8') do (9) otrzymano nastepujacg po~
sta¢ calkowa réwnania (1) -z warunkami (2) i (3)

u(t X) _/fK(t-t VXX’ )[ (6,X)8(X'-X) + £ (¢ X)]d.X at  (40)
. . to

gdzie s

O

K(t—ﬁ,X;XW = 2zz;exp[-ai(t—f)]sin (B X) sin (B;X),



4.2. Obecnie mozna przedstawié zadanie (I) w formie dogod-
nej do sprawdzenia zalozeh twierdzeh podanych w [1], jak i do
wyprowadzenia zaleznosci okreslajgcych warunki istnienia (wa-
runki dostateczne) oraz warunki konieczne optymalnego rozwig-
zania tego zadania,

Przyjmujgc poczgtkowy czas tg = 0, zadanie (I) mozna
sformutowaé nastepujgco:

(I ). Szukamy takich funkeji 4" (t,X), £5%(t,X), £2%(t,X),
ktére minimalizujgq funkcjonal (6) przy speinieniu ograniczen
operatorowych:

i1
e (6,85 2 605,10 - f fr(6-t,5,%) [uy(£,%) 6 (xxy) +
a 0

s 25 (¢,x)] ax'at = o, (11a)
o, [8] & 40,10 + w, > 0, (11p)

W powyzszym zadaniu wystepuje jedno ograniczenie réwnos—
ciowe, w poréwnaniu z zadaniem (II) [1]., Dane sg tam dwa
réwnowazne mu ograniczenia nierdéwnoéciowe, wprowadzone w celu
formalnego podania ogdlnych twierdzehn 1 i 2, Prazy rozwigzywa-
niu danego zadania estymacji optymalnej nie powtarza sie¢ juz
tego formalnego zapisu.

4.3. Funkcja Lagrange’a dla zadania (II) ma nastepujgca

postaé

0 (8,85, 85,0, %) 2 8[8,8,85] « 4,[e] + Lalva] =

E ¢q(ﬁ,£g,£é,iq) +i2[yé], {(12)
gdzie:
¢ - funkecja ogdlna Lagrange'a zadania (II),
¢ - funkeja szczegélna Lagrange’a zadania (II),

iq,iz - funkc jonaty Lagrange’a.

Poniewaz nie znana Jeist postaé szczegdlna funkejonaiu 51,
Dbotrzebnego w dalszej czesci rozwigzania, to korzysta sie w
danym przypadku (gdy rozwiaszania poszukuje sie w klasie funk-



Optymalna estymacja gestosci mocy w reaktorze jadrowym 9

¢ji catkowalnych w kwadracie w obszarsze [O,T] X I:O,’l:]) Z O~
gbélnej postaci funkcjonatoéw nieujemnych w przestrzsani 12,
Wtedy: '

8,7, e12([0,7] x [0,1]),
s L2~>L2,
2 2

‘—‘Lo

%, : L

i funkcjonat Lagrange’a ma postaé

r 1
A [ea] =f [ o4 205,30 axas, (13)
o0 :

gdzie
/1,|(t,X) - funkeja o wartosciach nieujemnych prawie weze=-
dzie [5], [7], catkowalna w drugiej potedze w
obszarze [0,T] x [0,1].
Wstawiajge (13) do.(12) i uwzgledniajac (11a) oraz (10)
otrzymano funkcje szczegdlng Lagrange’a o postaci:

T )
4’1[,@11%‘3 tff!zsﬂq] =ff[(f§ )2 + (%}2, )Ed‘(X—Xm)] axdat +
J ‘
T 1 ’ . 2
¢ [[2g(t) \f{sm[g(t,x) - u(x)] + f_é(t,X)}d‘(X—Xm)dX] at+
[/ 0

+0f;/’[ﬁ(t,x) - up(X) -[/K(t—ﬁ,x,x') [agl€,X) 6(X'~X,) +

s £0(E,X')] dX'dt'] Aq(t,X)axds, Jn)

gdzie

alt,X) 2 a(t,X) + u(X) - nowa funkcja wprowadzona dla za-

pisu warunkdw (7).

4.4, Funkcjonat 8 i operatory graniczen P4 i ¢, spei-
niajg zalozenia twierdzeh podanych w [1].

Zatozenie o silnej rézniczkowalnoéci g i Pqr P2 Jest spet-
nione, gdyZz moZna wyzhaczy¢ rdézniczki Frecheta operatoréw da-
nych wzorami (10), (11a) i (11b).



Zatozenie o wypukiosci jest tez speinione,Mianowicie jest
wypukty funkcjonat B (wypukie sa funkcje podcaitkowe w (10)).
Operator 4 Jest sumg dwu opératoréw liniowych jednorodnych,
operator Po jest liniowy niejednorodny, zatem operator
= {#4 cfz} jest wypukiy [6] 1w [7]).

4.5, Réwniez speinione sg tzw, warunki regularnoéci zada-
nia, ‘ p '

Pierwsze zalozenie o regularnoéci operatoréw Pqr o Jjest
spelnlone, gdys operatory liniowé jednorodne i nle;jednorodne,
wystepuaqce w (11a) i (11b) sg regularne,

Zalozenie drugle 0 siabym domkm.ec:.u zbloru QL, W przy-
padku gdy poszul«::.wa.ne funkeje G fn,f- rozwligzania nalezg do
przestrzenl L (l__O ‘I‘] [0 1:[ )y tie od:y rozwligzania zadanis po-
szukuje sie wsrdéd. funkeji calkowalnych w kwad.racle W obszarze
[0,T]x[0,1], jest takie speinione.

4.6, Poniewaz speinione sg powyzsze zatosenia, +to mozna’
wyprowadzié zaleznodci okreslajgce warunki dostateczne i  ko-
nieczne optfymalnego rozwigzania zadania (I1), korzystajac ze
wzordw w [1] Ale gdy szukane rozwigzania optymalne nalezq do
przes‘crzenl funkeyjnych, czbtery podane tam warunki mozna za-
stapié tylko dwoma,., Dla przestrzeni funkeyjnej L2 i ograni-
czen typu ¢, otrzymuje si¢ dwa uktady réwnah, mianowicie: -

Yu*(t,x)g*_(t,x) = 0,

Yo (6,X)
f@

o,' 3 (15)
Ty,e (t X) = 0 dla prawie kazdego (t,X)e[0,T] x [0,1],

&
gdﬁziéz . e
Yz.)(t,x) - funkcaa cakkowalna w kwadrac:l.e ‘W obszarze
' [O T] [O ’l] y Wyznaczajgca pewien - funkcjonai
liniowy Y*, bedaca rézniczks funkeji Lagran-
'ge a i zwigzana 'z Y zaleznoscig:
¢ ).:/fo( )(t X) (+) axap o - (15)
o:r.(az
#(4,X) = 0 dla prawie kazdego (%, x)e[o 2]x[0,1], (16)



UpLbyua Lia e u_yxuuudq BESVUDUL WULY. W ISdAAVUL4E  JEUIUW yI tl

gdzie znakiem * oznaczono funkcae (i operacje nad nlml), od-

powiaddjace punktowi optymalnemu,

) Ogbélnie . pierwszy werunek w (15) oznacza ([7]),

albo §° = 0 1 wtedy Yix<0, albo gdy "> 0 to wtedy Yax=

= 0, dla pewnych (t,X)&[0,T]x[0,1]. -
Poniewaz w danym zadaniu rozwaza sie,-' przypadek drugi, za-

tem pierwszy warunek w (15) przyjmuje postaé

Ya* = 0. (15")
Ogélnie warunek (16) oznacza, e albo ¢, £ 0 i wtedy
h,] = O, dla pewnych (%,X)e[0,T]x [0, 1],_albo goi]‘ =0 i wte~
&y A, # 0, dla pewnyoh (¢,X)e[0,1]x[0,1].
Poniewaz w danym zadaniu rozwaza sig przypadek drugi, za-
tem z (16) otrzymuje sie

#3 = 0. e
|
4.7 S:Llne rozn:.czlu funkeji Lagra.nge’a obliczone w punk-

cie optymalnym, koleano wzgl edem- u fQ ,fn wyrazajg sie wzo- "
‘rami 3. '

Y (&) =0f:/{-2[zm(t) -."/’[sm rﬁ*(t,x’)'- up(x') +

+.§g*]a(x'-xm)<1x] \snl’a(x-xm) + a’;(t,x)}. 4 axas, (17)

T 1 £ 1 ’
Y (£0) =ff {é},” A fK(t-t‘,X,x‘) £ (£,X') aX' at o
T /J |

;a’;(t-,x)} axdt, ' (js)

, r1
TH(E)) =f 2 {#0x-x,) - [ 2,(6) -f[s [ (6,x )—up(x i +
+ £%, x’)] 6‘(X xm)] d.Xé‘(X-Xm)} £f axat. - (19)
Przeksztalcajéc (18) otrzymano (po zapisaniu cé.lki niewta-

sciwej tam wystepujgcej jako granicy i zastosowaniu prze-—
ksztalcenia Direchleta [8]) zalezno&é o postaci jak (15')



T 71
Y (E0) =f 2{£’5*' -f K(6-,%,X) 25 (¢,X)ax’ at } £5 (6,%)axat, (1)
00 to ,

Zatem warunki (15) z uwzglednieniem (15") dla danego za-
dania sg nastepujace:

1
_2[zm(t) -J/' s, [8* (£,%) - up(X')] +
- o

+ 15 (6,%)] (xixy)ax] 8 0(x-x ) + A(£,X) =0,  (20a)

T 1
—ff/l’f](‘d,x')K(ﬁ-t,X',X) ax'at = o, (20D)
to -

1
1 5(x-X ) =2, () -z[[sm[g*(t,x')'- uP(X'):[‘- *

" (£,%) ]a(x - X, )ax ax'] 8(x-x_) = o. (20¢)
Warunki (16) dla danego zadania sa nastgpua;ce '
4" (6,X) ~ u (%) ffK(t—t X x)[u (£,X) d (X~ xo) +
4 £57(8,%)] ax’ at = o. (21)

Wyzhaczajge zatem: nieujemng prawie wszedzie funkecje
by 1 (6,X), funkeje 8 ,f7* spezniajace ograniczenia (11a),(11b)
i funkcag f" tak, aby byky speinione warunki - (20a), (20b),
(20¢) i (21) znajduje sie'rozwiazanie optymalnego danego za-
danida na mocy twierdzenia 41, [1]. Poniewaz speinione sa takze
zalozenia twierdzenia 2, [1], to dla rozwigzania optymalnego
musi istnieé ZQ(t,X).

5. Rozwigzanie analityczne danego zadanla
estymacal optymalnea

5.1 Z réwnash (20a), (20p), (20c), ¢21) mb?na | wyznaczyé
szukane funkcje dla rozwigzania optymalnego.
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Nalezy tu zaznaczyé, 2e stosowanym schematem rozwigzania
zadania szukania ekstremum funkcjonalu przy ograniczeniach (o-
z6lnie nierdéwnosciowych) metodg funkcjonatdédw Lagrange'’a, jest
najpierw przewidzenie ksztailtu rozwigzania, speiniajgcego o-
graniczenla, a nastepnie dla tego rozwigzania wyznaczenie fun~
keji tworzgcej A, funkcjonal Lagrange'’a i',], takiej aby byiy
spetnione réwnania wynikajgce z twierdzenia o warunkach do-
stateczn;yéh‘ rozwigzania, Réwnania te dajﬂ zarazem zﬁiqzki:po—
zwalajgee pa Scisie wyznaczenie rozwligzania zadania..

Jak mozna zauwazyé kolejne elementy tego schematu zostaty
zastosowane przy wyprowadzaniu réwnan (20a), (20¢) i (21).

5.2, 7 réwnania (20c) pamigtajac, ze 0 (t,X) = 4" (t,X) +
+ uP(X), otrzymuje sie

};* (t,X)6(2-X) = [zm(t) -f[sm o (t,X') +
. 3.
« 8% (6, %)) &X' )ax'] 6(x-x ). | (22)

Catkujge (22) obustronnie po X od O do 1 oraz wykonujge
catkowanie w nawiasie kwadratowym otrzymuje sie

£ (6,%,) = z,(6) - 8" (5,%y) - " (6,%)
i ostatecznie

iA}-:f (6,X) = ;—[z;n(t) - Sm ﬁ*(t,xm):l : (23)

oraz
£ (t,X) =0  dla X # X .
Podstawiajgc (23) do (20a)} otrzymano

) 1
2%(£,X) = [ 2,(%) -fsmﬁ*(t,x')a‘(x'-lgn)dx'] 5,0 (X-X,), (24)
0

zatem
2 (6,X ) = [zm(t) -5, ﬁ"(t,ign)]sm (24 )

oraz
A (6,X) = 0 dla X # X.



Przeksztaicajge (20b) otrzymuje sie
- ‘ ' : Ty '
(20b) - 2" (4,X) = g—/fK(ﬁ-t,X',X) A ,X')dx'dt' .
Po podstawiem.u do (20b') zaleznoei (24) otrzymuae sie
T (&, x) z—fK(t t,xm,x)[ (£) - 8 “*(t,xm)]s at .. (25)

Podstawiaaqc (25) do (21) otrzymuje si¢ ostateczne réwna-
nie, z ktérego mozna wyznaczyé % (t,X)
1 _
(t X) = D(t,X) + P(%, x) - sszK(ﬂ t ,X,X' s

. —fK(t -t xm,x)ﬁ*(t" »X, )at ax’ at, (26)

.gdzie: ¢

D(t x)__/ K(t-—t,XX (t X)é‘(X XO)dth,

P(t,X) = Sm//K(t-t',X,X') ;—fx(t‘ -t ,X,X) 2 (t")at’ ax’at’ .

Po przeksztalceniu (26) mozna zap:.saé w bardziej azwarte]
formie jako .

. . ,
& (£,X) = F(t,X) +afR[t,ﬁ,x,ﬁ*(t” ,Xm)]dt' , (27)
‘ I A . .

| gdzie:
F(t,X) _‘D(t x) + P(t x),

R[t, 6,58 (¢ ,X,)] =

T oo ' ' '
" Ztt) - A "o n
=/Ze wult sin(ﬁixm)sin(/six)u*(t HX Ay, (28)
PN T : S ‘ '

2
A= m-
543+ Réwnanle (27) jest nieliniowym réwnaniem catkowym ty-

pu. Vol'cerry drugiego rodzaju wzgledem czasu te[o T] (wspoi-
.rzedna X jest tu parametrem).



g - w— w g ey P T = m e J m e v wem = g . g -

S, Rozwigzaniem danego zadanis estymacjiiqptymalnej Jest
zatem estymata -optymalna gestosci mocy _ﬁ' {(t,X) okreslona wzo-
rem (27). Inne funkcje minimalizujgce wskasnik jakosei esty-
. macji (6) wyznacza sie ze wzordw (23) i (25).

6. Przyblizone rozwigzanie danego zadania
estymacji optymalnej

6.71. Do przyblizonego rozwigzania danego zadania estyma-
cji optymalnej zastosowano metode podang w [1].

Rozwigzanie to podano w postaci algorytmu, wyprowadzajac
i omawiajgc wystepujqce w nim zaleznosci. '

6.2, Pierwszym etapem w schemacie rozwigzania jest dyskre-
tyzacja zmiennej przestrzennej. W rozwigzanym przypadku wek-
tor, wynlkajgcy z dyskretyzacji ma postaé

= [108x,)], - (29)
gdzies : '
i = 0’1,2’ a0 e N,
np. N =2Y1" =-10, dla kroku dyskretyzaéji X, = 0,1,
' Dyskretyzujqc réwnania (1), (2), (3) oraz (6) i(7) otrzy-
mano zaleznoci (przyamujqc Xy = 0,5, ‘X, = 0,2 oraz t5=0

i podstawlajac estymaty o zamlast u) opisujgce problem a-
proksymujgcy zadanie (I)

()

_ﬁ(‘t):= A B0) + M(8) + (), - (30)

&

U(t,) = B(0) = ¢ _ ENE L)
gdzies '
6 wektor p skladowych réwnych zero,

8 >[{[F (t)]T F(t) + [f—a(t)]

z (t) - 5, (%) - £ (t)] }dt. (32)
2 2 Y2 2 | !



T(t) + U2 0, (33)

gdzie wystepujgce w (30) + (33) wektory definiowane sg nastgé
pujaco:

A . o . T
uy) = [.ll'l(t)’u2(t)9"-,u9(t)] I."

; T
Up é;[up(og'l'Jf)ouP(O,Z'JT),....,up(ogg.ﬂ):' I"

A An Ap A Tr
Fr(t)=‘l:fﬂ1,fﬂ2,aoo’f_59] °

£5,(6)  jest elementem wekyora F¥'(t) =[0,£%,,0,0,0,0,0,
0,0]™, u(+) £[0,0,0,0, uy(t,X), 0,0,0,0]™, Tr oznacza
transpozycje. o

Macierz A zdefiniowana jest jako:

T

-2+Z.; 1, 0, 0, 0,- 0, 0, 0, 0,
1, ~2+Z, 0, | 0, 0, o, | 0, -0, 0,
0, 1, "2"'2@ Ty O-p O, 0, O, O,,
0y 0, 1 2eE 1, 0, | 0, 0y Oy
D, : ‘
A=—210, 0, 0y |1, -2¢4%, 1, oy O, 0,
AXg ] -
0, o, 0, 0, 1, =2, 1, O, 0,
0, . 0, O, 0, 0, 1, -2+Zu31’. 0,
0, _O‘, 0, 0, 0y 0? 1 -22+2‘i’ 1.)
0, o, 0, o, “o0, ~ G- 0y 1, -2+>:w

6.3, Nastepnym krokiem rozwigzania  zadenia . (III) Jest
przeksztaicenie go w\zadanie beziograniozeﬁ nieréWnoéciowych'
przez zastosowanie funkeji kary. Dla. danego przypadku przyje-
- to nastepujaca funkcje kary przesuniegty:
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n - Tr )
[[U + U] [E ]. ()], @a Bavge-e
dbayd s

o , dla ﬁ¥U£>-

gdzie:

Tr .
[ 1,82,0..,69] - wektor sktadowych dodatnich,
E - macierz jednostkowa,

Dodajac funkcje kary A do (32) otrzymano wskaznik 3akoéc1
dla zadania bez ograniczen nieroéwnosciowych

5o Bl e s 2,000 s
4 . ,

(35)
b A 2 .
+ [zz(t) - Byu,(t) - ﬁé2(tﬂ + j\}die

Obecnie zadaniem estymacji optymalnej, aproksymujacym za-
danle (I) jest znalezienie mirimum fuakcjonatu (35) wzgledem

U, ¥, * przy ograniczenmiach (31) i (33).
b.4s W wyniku dekompozycji zadania éproksymujgcego,podzﬂ%-
= A A .
" lemo wektory U, I, F' na trzy podwektory, o trzech skiado-
wych kazdy oraz macierz A na 3 podmacierze o wymiarach 3x3:

A Al
U, M, B,
A A
U0, M2 M, . BT oz| B,
§ i
3 i 3
Apge Ay Ay u,(0) | 84
. : A ' A 7
L o= |hyy, Ay, dozs | o Uu(o) = Ua(o) = 651

\_A31’ A5'2o A;}‘-, ) U5(O) 85



gdzie
8,', 82, 65, - wektory o sktadowych réwnych zerc.
Po wprowadzeniu wektordw interakeji S., j=1,2,3, kazde-

go o trzech skiadowych, réwnania ograniczen (31) i (33) przyj-
mujg nastepujacag postaé:

d §, - A..U. + M. + F: + D.S
R Bl b s B B B Lo B
A .
Uj(0)=6», J = 1,2,3, (36)

gdzie macierze Dj sg réwne

Du . D Dy

D, = A, —2— Dy = Aop+bhoy—2—=, D, = Ay —2

/l

oraz S’i = EO’O’S5:|’ S2 = [54,0,561, S = l:s?,0,0:].

Funkc jonal (35) mozna takZe przedstawié w postaci sumy
funkcjonatéw,. Mianowicie:

3 T
~ Ap Tr An Ay Ir Ay }
= F. F. B F. AL rdt
3 ;{(J) e BT R Ay 4 myjas,  (57)
=17 _ _
gdzie:
A A
FS - podwektory wektora F',
~ A Tr
LT
U, +U [E ] . dla U. + U, < -
N L% el B Hoodla Uy Ty < = g
37 A
i 0 , U, > -
§ dla 3 + UPZ] EJ
A r . \ a 2
Ry & |zp = 8y Uy = 25517,

R, = Ry = O,

przy czym wektory U

o 1 € zostaiy podzielone na trzy pod-
wektory:
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— T —
UP,I 51_}

Up = Up2 9 . £ = £2 .
| 53 [

6,5, Hamiltonian dla zadania minimalizacji (37) przy o-
graniczeniu (36) przedstawia si¢ jak nastepuje:

| A Tr/\ A TI‘A
H =i " " v v . .
{(FJ) FJ+(FJ) FJ+A3+RJ+

Ve

Tr Tr - 3 (
. 8
+ AJ [AJJUJ + MJ+FJ + D s ] +qa [ank _ ]} ’ 38)

gdzie:
A;j -~ wektory zmiennych sprzezonych, definiowane nastepu- -
Jaco: '
A, = [a,,.a2,/13]
Ay = ["4”‘5’%’]
] Tr
2.5 = [}‘7’28’29’] ] .
Q,j - wektory mnoznikéw Lagrange’a definiowane nastepujaco:
Q,l = [Q,I’QZ’QBQ:I ’
02 = [@41451067] »
Q3 = [97!Q'8,Q91] ’
cjk - macierze interakcji definiowane nas-tepuja,coz
Caa = 4q0»
C,]3 = Q,
C2q = A211
Coz = 4oz
c =10,

31~ =



= Ayp s
gdzie 0 - macierz zerowa 3x 3 wymiarowa,

646, Warunki konieczne optymalnego rozwigzania dla pierw-
szego poziomu sg nastgpujace:

" problem 41
L g =AU, + F +D,8
at v T Mt T Rt P9t
Tr T.Tp S T
2 -] ],
a M = 1] = 841 A4 aﬁu'lz k1 9
t]
AP
2F1+2.1 '—'_B,
2# + 3 R g (39a)
4+ Y = .
,l aFV 1 ’
1
przy
u,(0) =8,
2(T) =83
problem 2

d j 3 . +D.S
at Uo = AppUp + My + Fp + D585,

SRR T
at *2 =733 Ap = Ayp 2n- chz Ok
2
,2%;_+;12=e,y o
. (%9p)
F2=8’
przy
U2(o)=8,
problem 3
A b _a b LB DS
qt "3 = 43373 T 3 F U395
4a

9 a aTx Tr
at A3 = 5 Az - 5513 o cha ‘?k]’
‘ aUz 5 k=1
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F; =48, - (39¢)
przy
U5(O) = 0,
/'l;(Q)_ = 8.
6.7+ Z zaleznosci
2 FY +aaﬁl’, R, = 8 (40)

. A
mozna od razu wyznaczy¢ optymalne wartosci F,'I’ w funkeji ﬂ',]

0 [ 0
v av 1 I )
F'] = . f§2 = 3 (22 - SZU‘Z) . (40)
o] o
Optymalne }APS wyznacza sig w funkeji 25 z zaleznosci
. a1 _ .
Fy= =52y .(41)

6.8, Eliminujgc z dwu pierwszych réwnan w (39a), (39b),
" (3%) f‘f] i ﬁ'g, wg zaleznosci odpowiednio (40) 1 (41),otTzy-
mano roéwnania siuzgce do wyznaczenia Uj i Z.J.' dla j=1,2,3,
przy zaktozeniu, Ze S;j i Qk s payametrami,

Réwnania te o postaci ogdlhej:

ot Uy = 4y 00 + My - J +‘D§:sj,= ally,a), 2)
La =B, - AT A - 0.(g) = (0.4,
de"3 J dd 73 J k! b R
gdzie:
By - macierz diagonalna (3%3) wymiarowa bgdq:_c;a wynikiem
operacji »[_Aj + Rj] s o

C. (Qk) - wektor (5 X ’l) wymlarowy, bedqcy znang funkeja pa—
3 rametru 8y
2 warunkam} poczatkowymi dla U (0)
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oraz warunkami kohcowyni dla Aj(T) réwnymi s

(43)
;\j(m) =8,

stanowig tzw. problem dwugraniczny (two-point boundary value
problem) przy rozwigzywaniu ukiadu réwnan rézniczkowych zwy—
czajnych. Do jego rozwigzapnia zastosowano transformacie
Riccatiego [9].

W wyniku otrzymano réwnanie:

ol 1
It ij(t) = By - Ay zpa(t) 1p (t) 53 "2 wj(t)lpj(t),
(44)
4 x ) = -0 %s. - -
3t Kj(t) = (t)[ L (¥) My - Dy sj:l Aijj(t) cj(qk),

7z warunkami kKohcowymi:

P(T)

I

0,
(45)

K(T) = 8,
gdzie:
¢j(t) - (3x3) wymiarowa macierz funkcji czasu,

K(t) = (3x1) wymiarowy wektor funkcji czasu.

: A
Zwigzek miedzy p,K, a Uj i Aj dany jest przez za-
leznosé ‘

Ay = psU5 + Ks o (46)

Rozwigzujge ukiad réwnan (44) "od koncaM otrzyma 51ey>(t)
dla t € [0,T]. Z zaleznoéci (46) wyznacza sie A (UJ i po
podstaw1en1u do plerwszego réwnania w (42) otrzymuae réwnanie
rézniczkowe wzgledem UJ p warunklem poczgtkowym U (0) = 8.

W rezultacie wyznacza sie U. 1 oAse

Rozwigzanie ukzadu (44) z. warunkami (45) "od kbﬁca" pole-
ga na formalnym odwrdceniu osi czasu przez podstaw1en1e t =

=T - t, gdzie +t - czas na odwrotnej osi czasu.

Do numerycznego rozwigzania uktadu {44) jak rownlez pier-
wszego roéwnania ukiadu (42) mozna zastosowaé Jedng z metod



- gdzie.
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catkowania numeryczhnego uktadu réwnan réZniczkowwch—zwyczaj—
nych Eﬂﬂ.

6.9. Wystepujgce w réwnaniach (39a) - (39c) pierwszego po-
ziomu jako parametry Sj i Q) sa wyznaczane z réwnan koor-
~ dynujaeych drugiego poziomu o postacl

ZE;CJK k?
k#J
0 = Dy Aps : (47)

‘gdzie
. A

Uk i Rk zostaty uprzednio wyznaczone na piefwszym po-

ziomie rozwigzania,

6,10, Jako kryterium zbieznosci metody GSC (Géuss+Seide1
Controller) mozna przngé norme: .- S

e fl gl ey

i - pumer 1teracal,

“A tZ_rl(eLl‘_i -(blj

.63_- zqdana dokladnosé liczenia. dla a-tego podproblemu.

611, Schemat. blokowy procesu 11czen1a przedstaw1a 51¢ na—-;}

o stepujqco._-'.

'QTART-'  o
R T
wProwadzenle danych dla - zadanla
(1) oraz procedury liczenia. ‘ 1
Wyznaczenle prawych_stron réwnan
(42), dla j = 1,2,3 : 2

¥



i

Ustalenie pierwslzégo przyblizenia
dla g i Sj' Jy k¥ = 1,2,3 3
1 f
Rozwigzanie uktadu (42) z warun-
kami (43) dla ostatnio wyliczo-
A
nych 9y i Sj-wyznaczenie Uj i 4
Aj s J =123
Sprawdzenie, czy osiggnieto Zgda-— ‘ .
ng dok*adnosé wyniku wg kryterium
(48) dla 5
j = 1’295
T AK NIE
i
Wyznaczenie
nowych 0y dla k#£j
i Sj dla 6
Jdhk = 1,2,5 2z za- .
leznosci (47)
L .
Wyprowadzenie wynikéw obliczen 7
1
STOP 8

612, Przedstawiony élgorytm rozwigzania przyblizonego da~
nego zadania estymacji optymalnej moze byé realizowany albo w
maszynie cyfrowej albo w polgczeniu hybrydowym maszyny cyfro-
wej z analogowg. Dla danego, przykiadowego, rozwigzania przy-
blizonego (przyjecie kroku dyskretyzacji z1x1:=0,1) wybér mie-
dzy maszyng cyfrowg a hybrydém moze nie mieé istotnego wply-
wu na ekonomike obliczeh. Jednakze przy znacznym zwigkszeniu
liczby punktow dyskretyiacji,zastosoWanie uktadu hybrydowego
pozwoll na efektywniejsze przeprowadzenie obliczen.Dotyczy to
przede wszystkim szybszego rozwigzywania w maszynie analogo-
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wej uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych (44) i pierwsze-—
go uktadu réwnan w (42), niz w maszynie cyfrowej.W takim uk-
tadzie hybrydoWym analog wykonywailby obliczenia wiasciwe pier-
wszemu poziomowi rozwlgzania zadania, maszyna cyfrowa koordy-
nowataby rozwigzania czesciowe oraz przeprowadzata organiza-
cj¢ samego procesu liczenia.

Warto tu wspomnieé o metodzie 2ancuchowe]j rozwigzywania
wiel owymiarowych zadah optymalizacji dynamiczne] przy usyciu
symuiatora elektrycznego B1]°

Problem analizy zgodnoéci rozwigzania przyblizonego wed-
iug przedstawionej tu metody z rozw1qzan1em dokiadnym oméwio-
no ogdlnie w [1].

7. Obliczenia numeryczne dla rozwigzania analitycznego
danego zadania estymacji optymalnej

71, Jak mozZna tatwo zauwazyé, efektywne wyliczenie na
drodze analitycznej G*(t,X) ze wzoru (27), jest niezwykle
trudne.

Praktycznie estymate G*(t,X) nalezy wyliczaé¢ sbosujge
Jedng z metod przybliZonych rozwigzywania rdéwnan calkowych
[’IO] ’ [12] s np., metode kolejnych prazyblizen.

7+2. Istota metody kolejnych przyblizen, zastosowanej deo
réwnania (27), jest nastepujaca. Oblera sie poczgtkowe przy-
blizenie estymaty optymalne] ﬁ*(t,X) Jjako vdoWolnq funkcje
ciagta up(t,X) i podstawia do prawej strony réwnania (27).
Otrzymuje sie w ten sposéb pewng funkeje 05(t,X), bedaca
pierwszym przybliZeniem rozwigzania

t
65 (t,%) = P(+,X) +;LhofR(t,t’,x,ag(t,'xm))dt' .

Postepujac z U, tak samo jak z U5 otrzymuje sie dru-
1 J 0
gile przyblizenie, itd. W taki sposéb dochodzi sig do naste-
pujacego wzoru iteracyjnego
¢
A% [N AW )
Gy 4(5,X) = P(t,X) +;1f R(t,t,X, 0, (t,X ))at ,
¢ (49)
n = 0’1,2’.o-
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Ogbdlnie zbieznos¢ tej metody w zastosowaniu do réwnania
(27), bedzie zapewniona, jezeli bedzie spekiniony nastepujacy
warunek [8]:

m T—m
|2|<min<—j—M T T T2) ,

gdzié: :
m, - kres dolny funkeji F(%,X) dla danego X i te[0,T],

m, - kres gérny funkcji F(£,X) dla danego X i tefo,T],
T - diugosé przedziatu czasu estymacji, o
M - kres gorny funkecji |R(%,t,X,r)| , dla danego X, da-

nego 'r oraz te[0,T], tel:o,t],
r - zmienna liczbowa, dla ktérej R speinia warunek Lip-
schitza [8] oraz S

P4&r<aq,

gdzie: p <my & my < Qe

7.3. Jak wida¢, cala trudnoé¢ przyblizonego rozwia,zégia
réwnania caikowego (27) metoda kole jnych przybli'z':ex’l pol'ega na
obliczeniu catki w (49)., Do jej obliczenia wykorzystano meto-
de S:mesona catkowania numeryczne go EIO] Ale ponlewaz W me-
todzie tej wymagany jest zawsze podzial przedz:.alu catkowania N
na parzysta iloéé¢ odcinkéw (nieparzysta liczbe punktéw dyskre-
tyzacji), dlatego zastosowano tu nastepujgacy schemat liczenia.
Gdy dla danego czasu § 1 przyaetego kroku calkowanla ht wy—'
padal podzial nieparzysty, to w przedziale [0 t - ] korzy-
stano z metody Simpson’a, a w przedzz.ale [t ht,t] z metodyf
trapezéw.,

Zaten w przypad_ku parzystego podzialu przybllzona wa.rtoéé B
catki w (49) wyrazata sie wzorem

\2’; [r,X,ﬁ*(t,l%)]
_5[ WL e
=

Yo +yj+4;72k-’l_+2 Z_yZK-Z] (50

13

Y(ht’j’YK) '=

k=2
gdzies - ] .
A - wartosé catki w (49) dla danego t i X,
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¥ . — wartosé funkcji podcalkowe] w (49) dla czasu b=
=k h

_ 9
ht %— krok catkowania,
3 - parzysya liczba réwnych odcinkdw przedzialu caiz-

kowania,
‘k==0,1,2,>5.. j - numery punktdéw dyskretyzacjli przedzia-
fu caikowania.

W przypadku nieparzystego podziatu przyblizong wartosé cai-
ki w (49) wyliczano ze wzoru

; * by
J@n = Y(hy, §-1, yk)-b(yj-ryj_q) = (51)
gdz1e°
=1 = parzysta liczba odcinkéw przedziatu catkowania,

vy - wartosé funkcji podcalkowej catki w (49) dla t =

.reszta oznaczen Jjak w (50).

Wartosé funkcji podcatkowej R (Jjadra réwnania calkowe-
‘g0) wyzmnaczono stosuaac catkowanie numeryczne prawe] strony w
(28) dla danych wartoéci u 2 (¥ ,X )e W wyniku otrzymano na-

stepujace zaleznosci (stosuaac taki sam schemat liczenia Jak
poprzednio).

Dla podziaiu parzystego:

¥y 2 Y(hy, M-k, z;) =

by MKke N
= T( $mg D By g+ 2 2 Zk+21'—2> J (52)

=1 L '=2
‘gdzie:
M~k - parzysta liczba réwnych odcinkéw przed21alu caiko-
wania,
l=k,k+1, M - kolejne punkty dyskretyszacji przedziaitu cai-
kowania,

z2) = exp(— s ( j—2k+1)ht>sin(ﬁixm)sin(ﬁix)-ﬁ* (IxhysXp)s

¢s1

a,,8; - jek we wzorze (10).



Dla podziatu nieparzystego:
. by '
Yy = Y(h‘b’ M~k-1, Zl) + (ZM_,'l + ZM) S e (53)
‘Poniewaz funkcja podcatkowa jadra R dla t=% = t' dazy
do oo (szereg sinuséw jest rozbiezny dla 0<X <11 ‘0<X <1),

to w celu policzenia cazki yk:j zastosowano aproksymacje po-
legajgca na wyznaczeniu Z1=k=j z zaleznoscl:

2) e sZexp(-aie)sin (g3 Xp) sin (8 O (1ehy,X ), (54)
=1 .
gdzie

€ - zadana staza dodatnia, odpowiednio mala,

Btad przyblized zastosowanych przy wyliczaniu wartoécifﬂh
Jjest rzedu O(ht) przy catkowaniu metodg Simpsona i rzedu
O(h%) przy metodzie trapezbéw. Wplyw przybliZenia»z]_:k=j Wz0o~
. rem (54) badaé mozna zmnie jszajac & w procesie liczenia i a-

nalizujac zmiany w wynikach koAcowych.

7,4, Prazyjeto, Ze w procesie liczenia wyznaczona zostala
estymata optymalna 0 z zgdang doktadnoscig, gdy:

[&*n+1(‘t,x) - G(6,%) ] /86,30 | <6 (55)

dla kazdego te[0,T] i Xe[0,1],
gdzie
6 - zadana dokiadnosé¢ liczenia.
W celu minimalizacji biedéw zaokrgglen i obciecia (round

and truneation errors) w procedurze liczenia zastosowano ska-
. s Ax s s s
lowanie funkcji u (t,X) wedlug zalesnodci:

wt (6,X) =8 (5,X) g, , - (58)

gdzie
¢

s = mnoznik skalujgcy.

Zatem odpowiednie wyniki otrzymawo w skali odpowiada jg-
ceyJ Q-
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7.5. Funkcje F(4,X), ktéra stanowila jednoczednis prazy-
blizenie poczatkowe estymaty optymalnej ﬁ&(t,x) obliczono
caikujac analitycznie podane w (26) zaleznoéci, przy zatoze-
niu nastepujgcych postaci uo(t,X) i zm(t):

ug(t,X) = Uy = const, - (57)
z () = A-z\(es‘t - 1), dla 0<t<T.  (58)

Otrzyméno nastepujace wyrazenie na F(t,X):

_ © \(Uq7 -,
F(t,X) = D(t,X) +B(t,X) = 2D \{Eg(q“‘tw)_sin:(/si ) +
: =1 :

i
2 Bz_z ..e_q‘-(T‘t) ( '2d4t)
+ S A 2a (B - “i) 1 - @
1 { B8.T —op b 1 oy (T8 -at
-—>———>%\e -e - (e + e +
By —ay %3 ’
-aL(Tft)

1)] sin (ﬂiXm)}sin (5;%). (59

Wystepujaca w (59) sume zbieznego szeregu nieskofczonego
obliczono .sumujgc kolejne wyrazy szeregu i obcinajgc reszte,
gdy speiniony byl warunek

(eg01 = 2|,
gdzie

€. . - zadana wielko$é dodatnia, odpowiednio maiza.

r

7.6. Przeksztaicajgc wzbér (25) otrzymano zaleznodé,z ktd-—
- A y . A ,
rej wyliczono ﬁg*(t,X) dla dane j u;+1\t,Xm) i danego 0gt

gdzies



(t %) =4 szP_izaii[e(Bz*aa)(r-t) _ {l .

++[ (™ 1]}xe°“ sin (8 X ) sin (BX), (60)

Ya(t,X) dla parzystego przedziatu calkowania wylicza sie
ze wzoru ogdlnego (52), dla nieparzystego ze wzo-
ru ogdlnego (53), gdzie teraz funkcje podcatkowe
z, dane sg zalezno$ciami:

dla 1 # j

adla 1= j

2 => & sin (B3%p) sin (XN, 4(1hy,X ).
=1

Funke jeo f{;* (6,X) i Z’fl(t_,Xm) wyliczono odpowiednio z
zaleznodci (23) i (24) dla danej wartosci (4, X, ) oraz da-

. . n+’1
nej wartosci By

YAYE 7._Schemat blokowy liczenia numerycznego przedstawia sie
nastepujaco:

START ' 0

!

Wprowadéenie danych fizycznych i do
procedury liczenia ’ 1

Wyznaczenie F(t,X) i ﬁa- dla wszy-
stkich punktoéw przyjetej siatki dys-
kretyzacji obszaru [0,T]= [O,’]] . 2

t Ustalenie n = 1,
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{

Obliczenie calki nﬂh dla danego
punktu (4%X) siatki orag n-tego 3
przyblizenia ﬁ;l _

Obliczenie n+1 przyblizenia
Ghe (00 = B(6,0) + & [5,%, &(¢,0] | &
dla wszystkich punktéw siatki - !

Sprawdzenie doktadno$ci n~tego przy-

blizenia
‘[un_'_,](t,',X) - u, (8,0 /8 (6, 0| <6 5
dla wszystkich punktéw siatki
TAK NIE

Ustalenie n=n+1

Obliczenie :ﬂ;(t,x) ze wzoru (25'),

AZ(t,Xm) ze wzoru (24') oraz

A 6
fEf(t,Xm) ze wzoru (23) dla wszy-

stkich punktéw siatki

Wyprowadzenie wynikoéw, 7

Y
STOP 8
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Z¢8. W przykiadowych obliczeniach numerycznych prazyjeto
nastepujgce dane liczbowe dla pieciu wariantéw (od I do V):

Tablica 1

. ‘ Warianty
Ozna- .
IP+| czenie Znaczenie T II| 1T | v | v
1 D wspbtezynuik w réw—

u 0.5 | 0.5 | 0.5 |0.5 | 0.5

naniu 1

2| 3y |Wwspdiezynnik w row-| o 41 5.04] 0.01]0.01| 0.01

naniu 1

3 XO; wapbirzedna prze-
strzenna zaburzenia| G.5 0.5 0.5 |0.5 0.5
punktowego

4 U@ wartosé zaburzenia 10 -10 10 -10 10

w punkcie Xd

2| Xp |wepoirzedna przé- | o5 | 52 | 0,2 0.2 | 0.2

strzenna

6 Sm wspdiczynnik w réw- 1 1 11 1 1
naniu (4)

7 AZ wspbiczynnik w row- 5 -5 4 - 5
naniu (58)

8 B wspétczynnik w rdw-

065 0.5 0.5 [ 0.5 0.5
naniu (58) :

9 T diugosé przedziatu
czasu estymacji

10 | M |liczba krokéw dys- »
kretyzacji przedzia- 10 10 10 10 20
tu czasu estymacji

11 N liczba krokéw dys-
kretyzacji prze-
dziatu [0,1] wspéx-| 10 | 10 | 10 |10 |10
rze¢dnej przestrzen— . '
nej
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: Warianty
Ozna-— - ) .
czenie Znaczenie I IT | III1 | IV v

Lp

12 imax zadana maksymalna

liczba iteracji przy 3 3 3 3 3
obliczaniu sumy sze-| 10 | 107 | 1071107 110

regéw nieskonczonych

13 Doax zadana maksymalna
liczba iteracji me-
tody kolejnych
przybliZen

10 10 10 10

4 5? zadany biad obeiecia
sumy szeregu przy o
liczeniu F(t,x), |10 |10
wzér (59)
15 | ¢, |zadany bad obcigcih|
s?my s%eregu przy 10—2 10-2 10-2
licgeniu caiki ‘3n’
wzor (52)

=2 | 1072|1072 | 1072

10 10

16 zadana mata wielkosé
& dodatnia do wzoréw 5-’10"3 5-'10"3 5-“0--3 5-10
(54) oraz (61)° '
17 zadana doktadnosé

d |liczenia metodag ko- |10
lejnych przyblizenh

| 54107

=2 | 1072 | 10™2 l10™2 |10™?

Ze wzgledu na matg predkosé liczenia mc GIER udalo sie
uzyskaé wyniki tylko dla kroku .calkowania po czasie ht = 0,1
i ht = 0,05 (dla danych z tablicy 1, dla krokéw hy=0,11
hx = 0,1 czas liczenia jednej iteracji wyniést 9 min, zas
dla hy = 0,05 i h = 0,1 juz 50 min). '

7¢9. Na rys.2 do 6 zaprezentowano uzyskane wynlki dla
danych liczbowych wariantu I, tablica 1.



a*(tx l X=05
~— - MODEL
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U mod

0 0L 02 03 04 05 05 07 08 O0§E1

Rys.2, Zmiany w czasie estymaty gestosci mocy. Funkcja u

- jest rozwigzaniem réwnania (1) dla fg(t,X)=0 mod
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Rys.5. Rozklad przestrzenny estyméty.funkcji bledu opisu dynamiki
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- RyS.6. Zmiany w czasie estymat bledu opisu dynamiki i ob-
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8. Dyskusja otrzymanych wynikéw

8+1. Na podstawie otrzymanych wynikéw analitycznych i nu--
merycznych moZna wyprowadzié wnioski o charakterze jakoscio-
wymn 1 ilosciowym.

8.2, Wyniki obliczen numerycznych dla danyeh =z tabeli I,
jak réwniez innych danych, wykazaly przydatnosé metody kolej-
nych przyblizeh do rozwigzania réwnania (27). Zbieznodéé przy-
blizonego rozwigzania uzyskiwano wg kryterium (55), juz po 2,
3 lub 4 iteracjach, dla & = 10

Zmiana liczby (M=>10) krokéw catkowania po czasie wpiy-~
wa w nieznacznym stopniu na uzyskiwane wyniki dla danych =z
tablicy 1. Zwigkszenie liczby M 2z 10 do 20 spowodowalo zmia-
ny w wartosciach estymaty optymalnej ﬁ*(t,x) o maksimum 2,5%
i 3% odpowiednio dla X=0,1 i X=0,2, Dla pogzostatych punktédw
przestrzenl zmiany te nie przekroczyty 1% (rys.2).

- Nieco wigkszy wpiyw moze mieé liczba krokéw catkowania po
czasie na wartosé estymaty optymalnej f}’z*(t X),a to ze wzgle~
du na jej ksztait (rys.5.i 6). Mozna zatem przyaaé za wystar-.
czajacq liczbe M=10,

_43_. Uzyskane dla danych przyktadowych wyniki pokazaly
wpiyw pna oszacowanie rozkiadu czasowo-przestrzennego - gestos-
¢i mocy, przy zaburzeniu punktowym, zardéwno funkcji- z (t5 ob-
serwowane;j w punkc:.e pomiarowym, jak i funkcji u, d(t,X), cha-
rakteryzujgcej przejety model zjawiska, Dla. daneg;o réwnania
(1) modélu przejetego réwnania (4) sposobu obserwacji, mozna
stwierdzid i'aczea dominujgea roleg pierwszego oraz role ko-
rygujaca drug:.ego.

Rozklad estymaty optymalneg ﬁ*(t,x) W przestrzeni i w
czasie jest podobny do rozktadu funkcji U od ‘(rys. 2.13),
ale zazpacza si¢ tam wyraznie wpiyw funkeji =z (%), zwiaszcza
w punkcie pomiarowym (rys.4) i bliskich mu punktach,s_zczegél—
nie dla czasu t=1 (rys.2 i 4). N :

Takze =z przebiegu estymat optymalnych foX(t,X) i
Aé*(t,xm) (rys.5 i 6), sadzié nalezy, 2e rozkiad gestosci mo-
¢y szacowadé mozna najlepiej w punkcie pomiarowym iw jego pob- .
lizu, co Jjest zreszta zgodne z intuicjg.



Jak wida¢, szczegblnie na rys.2, pomiar w jednym punkcie
reaktora w podobny sposéb wpiywa na rozktad funkecji u* (t,X),
Zardéwno dla X:Xm jak i dla innych punktéw przestrzeni (po-
réwnaj rys.2 i 4). L '

" Zatem obtrzymany wynik oszacowania rozktadu ggstbéci mocy
na podétawie tego pomiaru w danym przypadku bedzie poprawny,
a ile ten pomiar (funkcja zm(t)) obrazowaé bedzie chociazby
Jakosciowe zmiany prawdziwej funkcji stanu zjawiska w innych
punktach przestrzeni. )

Reasumujgc mozna stwierdzié, ze im doktadniej wyznaczony
bedzie model dynamiki i obserwacji oraz im wigksza bedzie li~-
czba punktéw pomiarowych, tym lepszego oszacowania danego zja-
wiska nalezy oczekiwaé (wg przyjetego wskasnika jakosci).

Nalezy dddaé, %ze formalne rozpisanie algorytmu podanego
powyzej, dla przypadku Jednego punktu pomiaroweéo, na przypa-
dek dowolnej liczby punktdédw pomiarowych nie nastrecza trudno-
éci, Znacznie wzroénie jednak czas jégo realizacji w maszynie
cyfrowej.

844, Na zakonczenie nalezy zwrdcié uwége na role i zna-
czenie fizyczne ograniczenia nierdwnosciowego (7) w danym za-
daniu estymacji optymalnej. W przypadku, gdy jest ono speinio-
ne, np. dla odpowiednio duzych wartosci funkeji uP(X), Xed,
to optymalny rozkiad przestrzenno~czasowy gestosci mocy wyni-
ka z rozwigzania réwnania (27). W przypadku, gdy nie jest ono
spetnione dla pewnych (t,X) e[D,TJX[O,ﬁ], to optymalng esty-
mate 0"(t,X) otrzymuje sié z réwnania :ﬁ*(t,X) = —uP(X).

. Fizycznie odpowiada to calkowitemu zanikowi gestoseci mocy
w danym punkcie (t,X).

W przytoczonym przykiadzie numerycznym taki przypadek nie

wystgpil. ‘ '

9. Podsumowanie

W artykule przedstawiono analityczne i przyblisone rozwig-
zanie zadania optymalnej estymacji rozktadu przestrzenno-cza-
sowego gestosci mocy w piytowym reaktorze Jjadrowym. Rozwazono
przypadek pojawienia si¢ jednego zaburzenia punktowego oraz
zatozono istnienie tylko jednego punktu pomiarowego.
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Wyprowadzono réwnania okreslajgce warunkl dostateczne i
konieczne optymalnego rozwigzania danego zadania,stosujgc teo-—
rig funkcjonaiéw Lagrange’a. Wyniki analityczne uzyskano w
postaci nieliniowego réwnania catkowego typu Volterry, ktoére
rbzwiqzano metodg kolejnych przyblizeh., Podano i omdéwiono al-
gorytm tego rozwigzania, zamiészczajqc wyniki przykiadowych
obliczen w postaci wykreséw. Przeprowadzono dyskusje otrzyma-
nych wynikoéw analltycznych i numerycznych.

Rozw1qzan1e przyblizZone, wedlug proponowane] metody aprok—
- symacji, podano w postaci algorytmu obliczeniowego, wyprowa-
- dzajae 1 omawlajge wystepujgce w nim zaleznosci,

Dodatek

D.1., Program AMOE

Program AMOE, ktorym wykonano obliczenlia estymat optymal-
-nych o ’ ig v fg oraz funkcal 11 i Urnod? napisany zostaz
wg algorytmu podanego w rozdziale 7y w Jezyku GIER . Algol 4,
na maszyne c¢yfrowa GIER w ZON UW.,

Program pozwala na wyznaczenie wartogci ﬁ*, ﬁa* w siatce
czhsowo-przestrzennej, o wymiarach (M+1)x (N+1), przy oczym
spetniony musi byé warunek '

(M+1 * (N#1) + 2 % (M+1) £ 4095, (Du1.1)

gdzie:s

M - liczba krokéw po czasie t¢[0,T],

N - liczba punktéw wspdirzedne]j przestrzenne] Xefoiﬂj.

W trakcie realizacji obliczeh, moZna .uzyskaé wydruk war-
tosei O* 2z poszczegblnych iteracji po wiaczeniu klucza . KB,

A .

Wartoci f£X* i aﬁ, wyznaczone sg W M punktach siatki

czasgowej, odpowiadajgce]j wspdirzednej X=X . '

D.2. Obliczenie funkeji U oq(tX)

Funkcja 'umbd(t X) rozkiadu gestosci mocy, przy f5=0,
jest rozwigzaniem réwnania réznlczkowego czgstkowego rzedu .
drugiego o postaci (poréwnaj punkt 2)2.



2 oy -
—a_t_umod(t’X) =

2 (61 = u (6,3) ( 2
Du axz U.mod_ ,X - u ’X. + UO d‘ X"’XD), (D. o’l)

u mod
gdzie:
Dy» Zu - 'stale wspbéiczynniki,
UO ~ wartosé funkcji zaburzenia punktowego =const,
X, - ustalona wspdirzgdna, odpowiadajgca punktowi za-
-burzenia. -

‘Rozwigzanie réwnania (D.2.1) dane jest wzorem ogbélnym

t 1 )

U0 (69X) —f/K(t-t LX) Uy 6(F-Xp)ax'at’ , (D.2;2)

gdz1e. -
o (t-t)
K(t=t,X,X') = 2 Z_( sin (B;X) sin (B;X'),
@, = i%° D, §:u,
ﬁi = iJTc

Po wykonaniu:catkowania w (D.2.2) otrzymano zaleznoéé o-
kreélajacq rozktad czasowo-przestrzenny?funkcji umod(t,X)é

mod(t X) = 2UOZ_[ S 1]— sin (8;%,) sin (A,X) (0.2 2.3)

Obliczenia numeryczne wykonano podprogramem MODY,wchodzq—
cym w skiad programu. AMOE.

3
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ONTHMANBHAS OLEHKA IPOCTPAHCTBEHHO-BPEMEHHOTO
PACIIPEIENEHVA [INMOTHOCTH MONHOCTH B IMMTOUHOM SIEPHOM PEAKTOPE

KpaTkxoe cOXepXsaHUuE

IpescTaBlen0 aHAIMTHYECKOE M NPAGIM3HTENBHOE DeNeHHe 3a-
Iaum OnTMMalbHO# ONEHKH IPOCTDaHCTBEHHO-BPEMeHHOIO pacnopezne- .
IeHHA OJIOTHOCTH MONHOCTH B IIWTOUHOM AXEDPHOM peaxmope.06cym-
IeHO cayuail oZHOTO BOBMymEHWS B TOuUKe, & TaKXe DACCYXEIEHO Cy-
meCTBOBaHUE TOIBKO OTHO# H3MEDPUTEIBHOE TOUKH.



Busezeno ypaBHeHn&'onpexenammne AOCTaTOYHHE H' He 06XOIUMHE
JCJIOBUA ONTHMAJBHOTO DREEHWA XaHHOH mpobaemu HCHNOABE3YS TEOPUD
gyuxniionanas Jarparre?a. Aﬂahnrnqecxne Pe3YyIBTATH HNOAYUEHO B
BrZe HeJHHeHHOTO MHTETDPalbHOIO yPaBHEHMA THIA Boarreppa, xo-
TOPOE DPEmeHO MEeTOLOM NOCIEeLOBATEILHHX npnﬁﬂnmennﬁ.- Yxasano u
o6CyZieHO aJBTOPHPM BTOTO belleHua, noMemas pPe3yJbTaTH IpuUMep-%
HHX PacuéTOB B BEI¢ rpadukoB. Crejano IUCCKYCHD noxyquHﬁx
AHAIUTHYECKHX M YUCIQHHHX Pe3yJIbTATOB.

HpubausuresinHOe pemeHWe, IO IperiaraeMol METOZEe anpOKCH-
Mampu IaHO B BHJAe PACYETHOrO alblopugMs, O06cyxIas BHCTynaomue
B HHX 38BUCHMOCTH. '

OPTIMAL ESTIMATION OF SPACE~TIME POWER DENSITY DISTRIBUTION
IN A NUCLEAR SLAB REACTOR

Summary

Aralytical solutions with approximate problems of an cptimal esti-
mation of space~time distribution of power density in a nuclear slab
reactor, has been presented in this paper. The case has been taken into
consideration, of the occurrence of a single point disturbance, ‘with
but a single measurement point considered, _

Equations have been derived to determine the sufficient snd necess—
ary conditions for an optimal solution of the problem given, under the
employment of the Lagrange functionals theory, Analytical results have
been obtained in the form of a non-linear integral equatidnof Volterra
-type which has then been solved by the method of successive approxima-
tions, The algorithm of the above solution has been given and discus-
sed, with the results of exemplary calculations having been presented
in the form of graphs, A discussion has been conducted of analytical
and numerical results thus obtained. -

‘ The approximate solution, having been obtained according to the
ﬁroposed approximation method, has been presented in the form of a
computation algorithm, and dependeces occurring w1th1n this latter have
‘been derlved and discussed, '

Rekopis dostarczono we‘wrzeéniu‘1972‘r."-.



