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OPTYMALNA ESTYMACJA ROZKŁADU PRZESTRZENNO-CZASOWEGO 

GĘSTOŚCI MOCY W PŁYTOWYM REAKTORZE JĄDROWYM 

1 . Wstęp 

Przedstawiona praca zawiera przykładowe zadanie optymal-

nej estymacji rozkładu przestrżenno-czasowego gęstości mocy 

w reaktorze jądrowym, oraz jego rozwiązanie metodami anality-

czną i przybliżoną, których stronę teoretyczną omówiono w [i]. 

Rozważono przypadek przesjtrze nno-czasowych zmian gęstości 

mocy w objętości reaktora na skutek pojawienia się zaburzenia 

punktowego oraz przypadek, gdy dos„tępny jest wynik obserwacji 

(pomiaru) tego zjawiska tylko w jednym punkcie reaktora. Przy-

jęty prosty model dynamiki i obserwacji tych procesów należy 

rozumieć jako ewentualną, pierwszą propozycję ich opisu, słu-

żącego celom estymacji optymalnej rozkładu gęstości mocy [2l. 

Także proponowany wskaźnik jakości estymacji został wy-

brany arbitralnie i może ulegać modyfikacji w następnych e-

tapach prac nad dptymalnym oszacowaniem rozważanego zjawiska 

w relacji odpowiadającej zmian om dokonanym w opisie jego dy-

namiki i obserwacji. Obliczenia numeryczne wykonano dla roz-

wiązania analitycznego. Dane do obliczeń są przykładowe i nie 

odnoszą się do rzeczywistego układu reaktorowego. Rozwiązanie 

zadania metodą przybliżoną podano w postaci algorytmu, wypro-

wadzając i omawiając występujące w nirá zależności. 

2 . Uproszczony model dynamiki i obserwacji zmian gęstość! 

mocy w reaktorze 

2 . 1 . Rozważono bardzo uproszczony model dynami ki i obser-

wacji procesów reaktorowych. Przy jęto, że interesu jjąfce zjawisr 



ka reaktora opisać można jednowymiarowym, jednorodnym modelem 

płytowym, który schematycznie przedstawia rys.1 . 

a=[o,ij 

Rys.1, Model płytowy reaktora jądrowego.mocy 

Na rysunku punkty X = 0 i X = 1 oznaczają granicę eks-

trapolowaną rektora, punkt Xq jest współrzędną wprowadzone-

go do reaktora znanego oddziaływania otoczenia w chwili t = 

= tg, punkt Хщ jest współrzędną umieszczonego we wnętrzu re-

aktora detektora rejestrującego w sposób pośredni gęstość mo-

cy w tym punkcie (porównaj [ 2 ] i [ 3 ] ) . 

2»2. Niech, rozkład gęstości mocy wzdłuż współrzędnej 

X 6 [0,1] i jej zmiany w czasie t e [ t Q , T ] opisuje następujące 

równanie (uzyskane z jednogrupowego równania dyfuzji bez neu-

tronów opóźnionych dla płyty, z dodanym członem oddziaływań 

zewnętrznych}г 

j L 
at u(t ,X) = D„ 

3 2-Σ, 
ax2 

u(t , 0 ) = u (t , 1 ) = O 

u(t Q ,X ) = O 

u(t,X) + u 0 (t ,X)ď(X-X 0 )+f^(t ,X) , (1) 

dla t > t 0 , (2) 

.IIa X£[0,1], (3) 

gdzie : 

ult.X) - gęstość mocy reaktora, będąca funkcją stanu te-

go zadania estamacji, 
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D u i - odpowiednio zdefiniowane współczynniki, 

Uq|(t,X)ď(X-Xq)- dana funkcja określająca zaburzenie punk-

towe f 

í(X-Xq)' - funkcja delta Diraca, 

Xq - współrzędna jak na rys.1 , 

f£(t s X) - funkcja błędu opisu dynamiki zmian gęsto-

śbi mocy w reaktorze. 

2 . g . ЖхесЬ. model obserwacji (pomiaru) gęstości mocy w wy-

branym punkcie X^ reaktora opisuje zależność 

f 

z m (t ) = J [ s m u ( t ! X ) + f^(t,X)]d(X-Xm)dX s (4) 

0 

gdzie s 

z (t ) - obserwowana (mierzona) funkcja zmian gęstości 

mocy w punkcie Хщ, odniesiona do danego pozio-

mu mocy reaktora, 

Sm - współczynnik proporcjonalności, 

f ^ ( t ,X ) - funkcja błędu opisu obserwacji (pomiaru) gęsto-

ści mocy w punkcie X, 

Xm - współrzędna jak na rys»1« 

'Funkcja z m (t ) - określona jest przez 

zm (t) = z m (t ) - z m 0 , t e [ t 0 , T ] s (5) 

obserwowana (mierzona) funkcja zmian gęstości mo-

cy w punkcie X^, 

stała, odpowiadająca obserwacji (pomiarowi) gęs-

tości mocy w punkcie Xm w stanie ustalonym. 

3 . Zadanie estymacji optymalnej zmian gęstości mocy 

w reaktorze 

3 . 1 . Przyjęto następujący'eskaźnik jakości estymacji fun-

kcji stanu u ( t ,X ) : 

gdzie s 

-

JmO 



τ I 

to ° (б) 

+ 

l0 

Τ 1 
г П2 

j [ z m ( t ) - j í S m ü ( t ' X ) + Ž C t . I ) ] ^(X-Xm)dxJ d t , 

gdzie: 

u ( t ,X ) - estymata funkcji stanu gęstości mocy u ( t , X ) , 

v / 

fл (t , X) - estymata funkcji błędu opisu dynamiki zmian gę-

stości mocy, ΛΥ / \ 

% ( . t , X ) - estymata funkcji błędu obserwacji zmian gęstoś-

ci dla punktu X e [θ,ΐ] . 

Wskaźnik jakości estymacji (6) jest szczególnym przypad-

kiem proponowanego w [2] ógólnego całkowo-kwadratowego wskaź-

nika jakości estymacji rozważanej klasy procesów reaktorowych. 

3 . 2 . Z warunku fizycznego nieujemności funkcji u(t ,X) ,za-

tem i jej estymaty u ( t , X ) , wynika dodatkowe ograniczenie nie-

równościowe zadania estymacji 

u (t ,X ) + u p ( X ) > 0 , (7) 

gdzie 

u (X) - rozkład gęstości mocy w stanie ustalonym. Sr 

3.3» Z warunków fizycznych zadania wynika, że dla danego 

Sm istnieje odwrotność Sm , co stanowi warunek jednoznacz-

nego wyznaczenia funkcji stanu u(t ,X m ) jlla danego ΐ ,Χ^ ,Ζ 

i ustalonego ^ ( ΐ , Χ ^ . 
m 

3 . 4 . Zadanie estymacji optymalnej zmian gęstości mocy dla 

danego, modelu reaktora jest następujące: 

( I ) należy wyznaczyć takie funkcje u * ( t , X ) , f ^ * ( t , X ) , 

fg* ( t , X ) , które minimalizują funkcjonał ( 6 ) . przy ogranicze-

niach równościowym (1) + ( ? ) , (funkcja stanu u(t ,X) zostaje 

zastąpiona w ( 1 ) * ( 3 ) estymatą u(t,X)j oraz ograniczeniach 

nierównościowych ( 7 ) . 
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4 . Warunki istnienia i warunki konieczne 

optymalnego rozwiązania danego zadania 

4 . 1 . W celu zastosowania podanych w [Ϊ] twierdzeń o warun-

kach istnienia (warunków dostatecznych) i warunkach koniecz-

nych optymalnego rozwiązania zadania ( i ) , przekształcono rów-

nanie (1) z warunkami brzegowymi (2) i początkowym (3) do po-

staci całkowej. 

Stosując podstawienia s 

u,,(t,X) = u(t ,X) exp [ - X n ( t - t 0 ) ] 

( 8 ) 

%U,X) = φ (tfX) exp [ - H n ( t - t 0 ) ] , 

gdzie 

V>(t,X) = u 0(t»X)ď(X-XQ) + f£ ( t ,X ) , (8' ) 

sprowadzono (,1) do postaci 

ď ) " ^ ^ ( t . X ) = ^ ( t j X ) + % ( t , X ) . 

Równanie (11 ) z warunkami brzegowymi (2) i początkowymi 

(3) w formie całkowej ma postać następującą 

t 1 

u ^ t . Z ) = / / K ^ t - ΐ , Х Д ' ) Ш ' , X ' ) dX' dť , .(9) 

to
 0 

gdzie 

K^t-ť .X .X ' ) = 2 y^,exp[-i2jr2Dii(t-ť )] sin(jjrX) sin(ijrX) . 

Podstawiającv(8) i (8 ' ) do (9) otrzymano następującą po-

stać całkową równania ( D z warunkami (2) i (J) 

t l 

u(t ,x) = J J K ( t - ť ,x,x ,)[u0(t ,x)ď(x'-x0)+ 4 ( ť , x ' ) ] d x ' d ť (10) 
t0 о 

gdzie: μ 

E(t-ť,X,X') = ̂ ^ e x p f ^ í t - ť í j s i n (β± X) sin (уЗ±Х'), 

« i = ± 2 * ч - i : u , 

ß± = iJT. 



4.2ο Obecnie można przedstawić zadanie ( i ) w formie dogod-

nej do sprawdzenia założeń twierdzeń podanych w [1] , jak i do 

wyprowadzenia zależności określających warunki istnienia (wa-

runki dostateczne) oraz warunki konieczne optymalnego rozwią-

zania tego zadania. 

Przyjmując początkowy czas tQ = O, zadanie ( i ) można 

sformułować następująco: 

( / / " ) . Szukamy takich funkcji u * ( t ,X ) , f & * ( t , Z ) , f£*(t ,X) , 

które minimalizują funkcjonał (6) przy spełnieniu ograniczeń 

operatorowych: 
t 1 

= u(t ,X) - f / κ ( ί - ΐ , Χ , Χ ' ) [uqU .X 'MUI-Xq) + 

о о 

+ f£(ť tx·)] d ť d ť = о , (11a) 

? 2 [ü] å u(t ,X) + u p ^ О, (11Ъ) 

w powyższym zadaniu występuje jedno ograniczenie równoś-

ciowe, w porównaniu z zadaniem ( I I ) [i]. Dane są tam dwa 

równoważne mu ograniczenia nierównościowe, wprowadzone w celu 

formalnego podania ogólnych twierdzeń 1 i 2 . Przy rozwiązywa-

niu danego zadania estymacji optymalnej nie powtarza się już 

tego formalnego zapisu. 

4 . 3 . Funkcja Lagrange'a dla zadania ( I I ) ma następującą 

postać 

Φ ( d.ffl Ą , \ , Л2 ) á β [Ü,f£ ,f£~] + Ц fø] + я 2 [f2] = 

, +Я 2 [у 2 ] , (12) 

gdzie: 

Φ - funkcja ogólna Lagrange'a zadania ( I I ) , 

Φ - funkcja szczególna Lagrange-'a zadania ( I I ) , 

Л-]Д2 - funkcjonały Lagrange'a. 

Ponieważ nie znana jeist postać szczególna funkcjonału Λ^, 

potrzebnego w dalszej części rozwiązania, to korzysta się w 

danym przypadku (gdy rozwiązania poszukuje się w klasie funk-
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cji całkowalnych w kwadracie w obszarze [θ,τ] χ [?,l] ) z 0 _ 

gólnej postaci funkcjonałów nieujemnych w przestrzeni L 2 . 

Wtedy: 

6L 2 ( [ 0 , T jx [0 ,1]) , 

2 2 
fó, : ΙΛ-^L , 

2 2 
ί L — L . 

i funkcjonał Lagrange'a ma postać 

г i 

Я1 . [ p j =f[f<[ · V t , X ) dXdt, (13) 

Ό О 

gdzie 

Л^ (t, Χ) - funkcja ο wartościach nieujemných prawie wszę-

dzie [5З, [7], całkowalna w drugiej potędze w 

obszarze [θ,τ] χ [θ·,ΐ] . 

Wstawiając (I3) do.(12) i uwzględniając (11a) oraz (10) 

otrzymano funkcję szczególną Lagrange'a o postaci; 

τ t 

^ [ » Ί » Ž Л . = / / ) + )2ď(X-Xm)] dXdt + 
о о 

τ 

+ 

Ό 
f [ z m ( t ) - up(X)] + f J U . I j j í U - X ^ d z ] dt + 
0 O 

τ 1 t 1 
+ / / [ ~ ( t , z ) " u p ( x ) " / / ^ - t ' » * » * ' ) [^(t ' .X 'idix'-XQ) + / / [ ü ( t , X ) - UP(X) - / / 

0 ff 0 0 

f£(ť,x'i] dx'dt'] ^(t.x)dzat, 

gdzie 

u(t,X) = u(t,X) + Up,(Χ) - nowa funkcja wprowadzona dla za-

pisu warunków ( 7 ) . 

4_Л; Funkcjonał/3 i operatory graniczeń f^ i p>2 speł-

niają założenia twierdzeń podanych w [1] . 

Założenie o silnej różniczkowalności β i Ψ2 3®st speł-

nione, gdyż można wyznaczyć różniczki Frecheta operatorów da-

nych wzorami (10) , (11a) i ( I1b) . 



Założenie o wypukłości jest też spełnione.Mianowicie jest 

wypukły funkcjonał β (wypukłe są funkcje podcałkowe w ( 10 ) ) . 

Operator γ^ jest sumą dwu operatorów liniowych jednorodnych, 

operator jest liniowy niejednorodny·, zatem operator 

f = á e s t w yp u k ł 7 Μ 1чЬ [7]) . 

4 . 5 . Również spełnione są tzw. warunki regularności zada-

nia. 

Pierwsze założenie o regularności operatorów f^ jest 

spełnione, gdyż operatory liniowe jednorodne i niejednorodne, 

występujące w (11a) i (11Ъ) są regularne. 

Założenie drugie o słabym domknięciu zbioru C^, w przy-
A A η Лу 

padku gdy poszukiwane funkcje u,fß rozwiązania należą do 

przestrzeni L ([θ,τ]* [θ»Ό U · ё'̂ У rozwiązania zadania po-

szukuje się wśród funkcji całkowalnych w kwadracie w obszarze 

[ O , φ [0 ,1] , jest także spełnione. 

4..6. Ponieważ spełnione są powyższe założenia, to można 

wyprowadzić zależności określające warunki dostateczne i ko-

nieczne optymalnego rozwiązania zadania ( I I ) , korzystając ze 

wzorów w [ 1 ] . Ale gdy szukane rozwiązania optymalne należą do 

przestrzeni funkcyjnych, cztery podane tam warunki można za-
p 

stąpić tylko dwoma. Dla przestrzeni funkcyjnej L i ograni-

czeń typu otrzymuje się dwa układy równań, mianowicie: 

Y * * ( t ,X )u* (t ,X ) = 0 , 

Y X t , X ) = 0 , (15) 

% 

Y* / J ( (t ,X ) = O dla prawie każdego (t ,X)6[0,T] χ [θ ,ΐ] , 

fß 

gdzie t 
* . , 

Y ( . j ( t , X ) -funkcja całkowalna w kwadracie w obszarze 

[o,T]x[o,l] , wyznaczająca pewien funkcjonał 

liniowy Y*, będąca różniczką funkcji Lagran-

T t ge'a i związana z Y* zależnością: 

Υ*( · ) = / J Y ( . ) ( t ,X ) ( · ) dXdt (15') 

oraz 0 o 

ψ* λ*(ΐ,Χ) = 0 dla prawie każdego (t ,X)e [θ,τ]* [θ,i] , (16) 
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gdzie znakiem * oznaczono funkcje (i operacje nad nimi), od-

powiadające punktowi optymalnemu. 

Ogólnie pierwszy warunek w (15) oznacza (\y~\), że 

albo u* = 0 i wtedy albo gdy u * » 0 to wtedy = 

= 0, dla pewnych (t,X)ć[0,!T] * [θ,ΐ] . 

Ponieważ w danym zadaniu rozważa się przypadek drugi, za-

tem pierwszy waruinek w (15) przyjmuje postać 

= 0 . (15" ) 

Ogólnie warunek (16) oznacza, że albo £ 0 i wtedy 

= O, dla pewnych (ΐ,Χ)6[θ,τ]χ [θ,ΐ] , albo <Ą = 0 i wte-

dy źCj Φ 0 , dla pewnych (t,X)6[θ,τ]* [θ,ΐ] . 

Ponieważ w danym zadaniu rozważa się przypadek drugi, za-

tem z (16) otrzymuje się 

= 0 . ' (16' ) 

ι 

4.7« Silne różniczki funkcji Lagrange'a obliczone w punk-

cie optymalnym, kolejno względem u,fß,fß wyrażają się wzo- ' 
!rami:. 

o o 
+ 

f^jďíx-xjdx] Smtf(X-Xj + ;Č,(t,X)} u dXdt, (17) 

υ χ ( 4 γ ) - J / / K ( t - ť f I l X , ) 4 í C ť f X ' í d I , d ť -
0 0 oo 

•Я* ( t , X ) j dXdt, (18) 

oo o 

+ f/(t,í)]<y(x-xta)] d x ' i U - x j } fi dXdt. (19) 

Przekształcając (18) otrzymano ^po zapisaniu całki niewła-

ściwe j tam występującej jako granicy i zastosowaniu prze-

kształcenia Direchleta [β^) zależność o postaci jak (15') 



Tl Ti 

} = f f -^Κ(ΐ-ΐ,Χ',Χ)Α* (t',x')dx'dt ] f£(t,X)dXdt. (18') 

0 0 to 

Zatem warunki (15) z uwzględnieniem (15") dla danego za-

dania są następujące: 

- 2 k ( t > - / № ( t » x ' > - V x ' ) ] -

o -

+ f f (t,X')J ČÍX-X^dX'] Smtf(X-Xm) + A*(t,X) = O, (20a) 

τ 1 

i n * - / / λϋ,(ΐ,Χ') K(ť-t,X' ,X) dX'dt' = О, (20Ъ) 
t о 

f f ^Х-Х^) -[zm (t) -f[smW(t,X·) - u (Χ·)] + 

о 

+ f f (t,X')] iU '-X^dX ' ] ЖХ-Xj = о . (20c) 

Warunki (16) dla danego zadania są następujące 

t' f * 

u* (t ,X) - UP(X) -Jy"K(t-ť,X,x')[u0(ť,X') ď U - X g ) + 

ι. 

o o 

+ f f (ť,X')] dX' dť = 0 . (21) 

Wyznaczając zatem: nie ujemną prawie wszędzie funkcję 

A*(t fX), funkcje u*,f£* spełniające ograniczenia- (11a),(11b) 

i funkcję f f tak, aby były spełnione warunki (20a), (20b), 

(20c) i (21) znajduje się rozwiązanie optymalnego danego za-

dania na mocy twierdzenia 1, [i] . Ponieważ spełnione są także 

założenia twierdzenia 2, [i], to dla rozwiązania optymalnego 

musi istnieć λ^(ΐ,Χ). 

5 · Rozwiązanie analityczne danego zadania 

estymacji optymalnej 

5 И . Z równań (20a), (20b), (20c), (/21) można , wyznaczyć 

szukane funkcje dla rozwiązania optymalnego. 
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Należy tu zaznaczyć, że stosowanym schematem rozwiązania 

zadania szukania ekstremum funkcjonału przy ograniczeniach (o-

gólnie nierównościowych) metodą funkcjonałów Lagrange 'a , jest 

najpierw przewidzenie kształtu rozwiązania, spełnikjiącego o-

graniczenia, a następnie dla tego rozwiązania wyznaczenie fun-

kcji tworzącej я^ funkcjonał Lagrange'a я^, takiej ahy były 

spełnione równania wynikające z twierdzenia o warunkach do-

statecznych rozwiązania. Równania te dająj zarazem związki.po-

zwalające na ścisłe wyznaczenie rozwiązania zadania. 

-Jak można zauważyć kolejne elementy tego schematu zostały 

zastosowane przy1 wyprowadzaniu równań (20a) , (20c) i ( 21 ) . 

5 . 2 . Z równania (20c) pamiętając, że u*(t ,X) = u* (t ,X ) + 

+ Up(X), otrzymuje się 

I 

f f ( ΐ , Χ ^ Χ - Χ ^ = [z m (t ) - f [ s m ü*(t,X') + 

o. 

+ fi* (t,X')j d(X' —X^JdX'j ^Х-Хщ). (22) 

Całkując (22) obustronnie po X od O do 1 oraz wykonując 

całkowanie w nawiasie kwadratowym otrzymuje się 

^ < t . y = z m ( t ) - Sm* V - ( t . X j 

i ostatecznie 

% = 2 - [ z m ( t > - ^ ü V t . v ] (23) 

oraz 

f^* (t ,X ) = 0 dla X ^ X m . 

Podstawiając (23) do (20a) otrzymano 

1 

** (t ,X) = [z m ( t ) - f sJi4tiX,)S(X,-Xm)äX·] S / U - X ^ , (24) 

O 
zatem 

* 1 ( t ' V = k ( t ) - Sm ( 2 4 < ) 

oraz 

λ^(ΐ,Χ) = 0 dla Χ φ Χ^. 



Przekształcając (20b) otrzymuje się 

τ ι 

(20b ) t g (t ,x ) = J-/yk(ť-t,x',x) **(ť ,X')dX'dť . 

to 

Po podstaid.eniu do (20b') zależności (24) otrzymuje się 

г 

fg(ttX) = J j k i t ' - t ^ . X j ^ t · ) - Sm u* (t', X^ )JSmdť . (25) 

t 

Podstawiając (25) do (21) otrzymuje się ostateczne równa-

nie, z którego można wyznaczyć u*(t,X) 

t i 
u* (t ,X) = D(t ,X ) + P(t ,X) - Ś ^ f j u i - i ,X ,X')>" 

r 0 0 

• J / K ( ť -ť ,2^,x')u'(t" .X^dt" dX'dt', (26) 

ť 

. g d z i e ' t t 

D(t ,X) = fj*Z(t-t ,Χ,Χ' ) UgíťjX') δ ) d X ' dť, 

oo 
t 1 τ 

P(t ,X) = sJ/K(t-t,XtX )K(t* -ť ,Xm,X) zm(t" )dt" dX'dť . 
0 0 t' 

Po: przekształceniu (26) można zapisać w bardziej zwartej 

formie jąko 
t 

u*(t,X) = F(t ,X) + a /R[t ,t ; ,X ,u* (ť . X ^ J d ť , (27) 

о 

gdzie s 

F(t,X) = D(t,X) + P ( t ,X ) , 

R[t , ť , X , ^ ( t " . X j ] = 
Τ oo , 

. =f^e"iP~*e'sín(0iXm}sln(fliX)\i*(ť,Xm)diť, (28) 

ť i-1 

λ = -Sm-

5«5» Równanie (2.7) jest nieliniowym równaniem całkowym ty-

pu Vol terry drugiego rodzaju względem czasu ΐε[θ,τ] (współ-

rzędna X jest tu parametrem). 



5 »4» Rozwiązaniem danego zadania estymacji optymalnej jest 

zatem estymata optymalna gęstości mocy CL* (t ,X) określona wzo-

rem (27 ) . Inne funkcje minimalizujące wskaźnik jakości esty-

macji (6) wyznacza się ze wzorów (23) i ( 25 ) . 

6 . Przybliżone rozwiązanie danego zadania 

estymacji optymalnej 

6 . 1 . Do przybliżonego rozwiązania danego zadania estyma-

cji optymalnej zastosowano metodę podaną w [i]. 

Rozwiązanie to podano w postaci algorytmu, wyprowadzając 

i omawiającwystępujące w nim zależności. 

6 . 2 . Pierwszym etapem w schemacie rozwiązania jest dyskre-

tyzacja zmiennej przestrzennej."W rozwiązanym przypadku wek-

torr wynikający z dyskretyzacji ma postać 

= [iCAŁ,)], (29) 

gdzie: 

i = 0,1,2, ... N, 
1 

np. N =' 10, dla kroku dyskre-tyzaćji = 0 , 1 . 

Dyskretyzując równania ( 1 ) , ' ( 2 ) , (3) oraz (6) i (7) otrzy-

mano zależności (przyjmując , ' X 0 = ^ = ° » 2 oraz t 0 = 0 

i podstawiając estymaty u zamiast u) opisujące problem a-

proksymujący zadanie ( / ) : 

Ш ) 

• ^ • U ( t ) = Δ U(t) + M(t) + P r ( t ) , . (30) 

u ( t 0 ) = U(0) = θ (31) 

gdzies 

Θ wektor o składowych równych zero, 

t ) ] 2 * 

+ [ z 2 ( t ) - S 2 u 2 ( t ) - f j 2 ( t ) ] 2 } dt, (32) 



U(t) + u p > o , (33) 

gdzie występujące w (30) 4- (33) wektory definiowane są nastę-

pująco ; 

u (t ) å [ ^ ( t ^ U ) u 9 ( t ) ] T r , 

Up = [ и р ( 0 , 1 . л ) , и р ( 0 , 2 ' Л г ) , . . . , и р ( 0 г 9 - ^ ) ] Т Г , 

л ρ . Γ Лг ЛГ лр -]ТГ 
F (t ) = J jfß^jf^ , . . . jfßgJ 

jest elementem wektora l v ( t ) = ][ 0 , f g 2 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 

0 , 0 ] T r , M(t) = [ θ , 0 , 0 , 0 , u Q ( t , X ) , 0 , 0 , 0 , 0 2 T r , Tr oznacza 

transpozycję. . 

Macierz A zdefiniowana jest jakoś 

A =-

~2+Σ·\1> 

•ι 
Ό , 0 , 0 , 0 , 0 , Ο, 0, 

0 , 0* 0 , • 0 , 0 , 

0 , if 1» 0 , 0 , 

0 , 0 , 1 09 ; 

0 , 0 , О,- 1 , - 0* 

0 , 0 , 0 , 0 , 1 , % 0 , 

0 , 9» 0 , 0 , 
- 2 + Z : u > 1 

0* 

0 , · 
° · 

0 . 0 , 0 , V -2 +Σ 
IF 

0, О, .0, 0, 0 , 0,.· 
Οί- ь 

6 . 3 . Następnym krokiem rozwiązania zadania ( I I I ) jest 

przekształcenie go w. zadanie bez ograniczeń nie równości owych, 

przez zastosowanie funkcji kary. Dla, danego przypadku przyję-

to następującą funkcję kary przesuniętą: 
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Λ [ υ + υ ρ , ε ] 

gdzie ί 

, Tr 

[[U + Up] [Ее]" J [ ( · ) ] , dla υ+υρ<-ε 

(34) 

, dla U+U » - ε 
IT 

Г 1 Т г 

ε = ,Eg9·· ·»£ęj - wektor składowych dodatnich, 

Ε - macierz jednostkowa. 

Dodając funkcję kary A d o (3?) otrzymano wskaźnik jakości 

dla zadania bez ograniczeń nierównościowych 
/ 

β = / { [ g - 4 t ) l T > ( t ) + ^ 2 ( t ) ] 2
 + 

+ [ z 2 ( t ) - S 2 u 2 ( t ) - f j 2 ( t ) ] 2 + л | dt, 

(35) 

Obecnie zadaniem estymacji optymalnej, aproksymującym za-

danie ( I ) jest znalezienie minimum funkcjonału (35) względem 

U, F r , Fv przy ograniczeniach (31) i ( 33 ) · 

6.4o W Wyniku dekompozycji zadania aproksymującego,podzie-
л л „ 

łono wektory U, M, F na trzy podwektory, o trzech składo-

wych każdy oraz macierz A na 3 podmacierze o wymiarach 3*3 s 

U å 

U, 

u. 

u, 

Μ 

Μ 
Ί 

IŁ, Г å 

» i 

К 

А11» 
A^ig, А 13 ' 

^ ( 0 ) б1 

A = А21» 
Δ 2 2 , А 23 ' 

и(о) = и 2 ( о ) = б 2 

Η ν 
А 32 ' А 33 ' _ 

и 3 ( о ) 
_ 9 з . 



gdzie 

θ f i 2 , - wektory ο składowych równych zero. 

Po wprowadzeniu wektorów interakcji S^, j = 1 , 2 , 3 , każde-

go o trzech składowych, równania ograniczeń ( 3 1 ) i ( 3 3 ) przyj-

mują następującą postać; 

A Uj = + Μ. + Ej + D-Sd , 

U , ( 0 ) = Ö , 
J 

d = 1,2,3, (36) 

gdzie macierze D- są równe 
u 

T) — A u 

1 - A l 2 )2 ' 

D. 
D 2 = Ag/j + A2^ 

D„ 
Ц „ D _ л 

)2 ' 5 " 5 2 )2 ' 

oraz S 1 = [ 0 , 0 , s j , S 2 = [ s 4 , 0 , s 6 ] , S = [ s 7 , 0 , 0 ] . 

Funkcjonał (35) można także przedstawić w postaci sumy 

funkcjonałów. Mianowicie: 

3 L 

t * Ą * " * * № . (37 ) 
J'- 1 o 

gdzie : 

F. - podwektory wektora F , 
J 

V v ν Λ V ^ V 
Г = [pr,, Ą , Fv

5J 

Tr 

A j = 
po] N 

lu. 

Z o - S~ U~ - ·£= 

- 1 Tr 

• [ ( · ) ] , dla ud + u p . < - ε . 

dla U. + U . > - £. 
3 pa a 

R1 " L"2 - "2 "2 ~ \Q2. 

H 2 = R5 = O, 

przy czym wektory 

wektory: 

U i ε zostały podzielone na trzy pod-
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U. 
P1 

U U. 
P2 

ε = 

u. 
P3 

2 

£3 

6 .5° Hamiltonian dla zadania minimalizacji (37) przy o-

graniczeniu (36) przedstawia się jak następuje: 

Η = 
Тгл Tr, 

Tr. 

(¥ . ) F . + (P',) F. + A , + R, + 
J O <J U Ü Ü 

+ + M j + D j s j ] [ t ° j A - sj]}> i * 

gdzie: 

Я. - wektory zmiennych sprzężonych, definiowane następu-
• ϋ 

dąeo: 

я, = [λ^ ι Я2»Я^ »J 

Я 2 = » 

= Лц» 

Tr 

Tr 

д. - wektory mnożników Lagrange'a definiowane następująco: 
u 

C ^ - macierze interakcji definiowane następująco: 

G 12 = A12» 
C 1 3 = Q , 

C21 = ^ 2 1 » ' 

°23 = A25* 

G 3 1 = 0 , 



C 32 - Α32 * 

gdzie О - macierz zerowa 3I χ 3 wymiarowa. 

6 .6» Warunki konieczne optymalnego rozwiązania dla pierw-

szego poziomu są następującej 

problem 1 

dt = + *ί + D 1 S 1 ' 

Tr a ТлТг ТЙ 

= 
д г i a Τ Λ Τ Γ ν № 1 

d t " 1 = ~ э и ^ А 1 + E iJ ' A i i Λι ~7u~LU l p 2 ° k i 

2iíj + ;ц = е , 

przy 

U,, (О) = S , 

/Ц(Т) = S ; 

problem 2 

^ U 2 = a 2 2 u 2 + Mg + ^ + D 2 s 2 , 

d t - " i ö T 2 "'s2 λ 2 ÖÜ LU2 ^ T G k 2 «Ц 2 2 

2 Eg + Д2 = 

A V 

*2 = β, 

przy 

U 2 ( 0 ) = β , 

λ 2(Τ) = 0 ; 

problem 3 

á r U 3 = A 3 5 u 3 + Ц t D 3 S 5 , 

-i л - -J-A - -  d  

Л+- - - A -/Ι/ζ -п̂ зЛт; *-d t - 3 - -53A3 • 

„Tr „ Ί 

LU3 <?J> 

(39a) 

(39b) 
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przy 

U 3 ( 0 ) = Θ, 

A 3 ( 0 ) = 0 . 

6.7» Z zależności 

2 Ц + λ3 = Θ, 

Ц = * , (39с) 

2 + ^ = 6 
(40) 

można od razu wyznaczyć optymalne wartości Fjf W funkcji U^ 

0 0 

JV
 II 

C
I"*

» 
ГО

 

= 
1 / Л \ 
2 ( z 2 - S 2U2) (40') 

0 0 

Optymalne F. wyznacza się w funkcji Λ. z zależności 
u U 

F j - - 2 A j ' (41) 

6 , 8 . Eliminując z dwu pierwszych równań w (39а), (39Ъ), 

(39c)· F^ i F^, wg zależności odpowiednio (40) i (41 potrzy-

mano równania służące do wyznaczenia U.. i Я^ dla j =1 ,2 ,3 , 

przy założeniu, że S . i są parametrami. 
Ч «J 

Równania te o postaci ogólnej: 

å = AjjUj + M. - fa H- т > ] \ = (42) 

л Шг л 

gdzie : 

Bj - macierz diagonalna ( 3 * 3 ) wymiarowa będąca wynikiem 

operacji —%r~ Гл= + R / ] , 
du. L J dj 

3 

C.ię^) - wektor ( 3 * 1) wymiarowy, będący znaną funkcją pa-

rametru 
< ? к » 

z warunkami początkowymi dla U . (0 ) 
u 



C.C. Anarzej nasiovs^i 

oraz warunkami końcowymi dla л.(Т) równymi: 
3 

u . ( 0 ) = 8 , 

D (43) 

λ.(Τ) = θ , 

stanowią tzw„ problem dwugraniczny (two-point boundary value 

problem) przy rozwiązywaniu układu równań różniczkowych zwy-

czajnych, Do jego rozwiązania zastosowano transformację 

Riccatiego [9]® 

W wyniku otrzymano równanie г 

å *,<t> = B j - A j j ^ j ( t ) ^ ( t ) A j j - i v d c t ) ^ ( t ) , 

(44) 

^ K . ( t ) = ^ ( t ) [ Í K . ( t - ) - M . - D f s . ] - A á . K ; j ( t ) - C d ( ? k ) , 

Z warunkami końcowymi: 

^ (T) = 0 , 

K(T) = Θ, 
gdzie: 

(45) 

^ ( t ) - ( 3 * 3 ) wymiarowa macierz funkcji czasu, 
u 

K(t) - ( 3 x 1 ) wymiarowy wektor funkcji czasu. 
л 

Związek między a U. i Д. dany jest przez za-
U tj 

leżność 

Яд = + Kd . (46) 

Rozwiązując układ równań (44) "od końca" otrzyma się^ . (t ) 

dla t 6 [p»T]· Z zależności (46) wyznacza się А^(и^) i po 

podstawieniu do pierwszego równania w (42) otrzymuje równanie 
л л 

różniczkowe względem U. z warunkiem początkowym U-(0) = Θ . 
О л Cl 

W rezultacie wyznacza się U. ..i Д., 
D O 

Rozwiązanie układu (44) z warunkami (45) "od końca" pole-

ga na formalnym odwróceniu osi czasu przez podstawienie t = 

= Τ - t', gdzie t' - czas na odwrotnej osi czasu. 

Do numerycznego rozwiązania układu (44) jak również pier-

wszego równania układu (42) można zastosować jedną z metod 
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całkowania numerycznego układu równań różniczkowych zwyczaj-

nych [10] . 

6 . 9 . Występujące w równaniach (39a) - (39c) pierwszego po-

ziomu jako parametry S^ i są wyznaczane z równań koor-

dynujących drugiego poziomu o postaci 

S J = Z > J A ' 

K*J 

<?k = Di. 
Tr 

(47) 

dla j , k , = 1 , 2 , 3 , 

gdzie 
u k 1 "̂k z o s t a ł y uprzednio wyznaczone na pierwszym po-

ziomie rozwiązania. 

6 . 1 0 . Jako kryterium zbieżności metody GSO (Gauss-Seidel 

Controller) można przyjąć normę: 

H i - / { K - Z ' i A l 
0 

dla j = 1 , 2 , 3 , 

gdzie: 

i - numer iteracji', 

^ M I . 4 ' V I 
β. - żądana dokładność liczenia dla j-tego podprobłemu. 

J 

6 . 1 1 . Schemat blokowy procesu liczenia przedstawia się na-

stępującą: 

S T A E T 0 

ł 

Wprowadzenie danych dla zadania 

(1) oraz procedury liczenia. 1 

Wyznaczenie prawych stron równań 

(42) , dla j = 1 , 2 , 3 2 



Ustalenie pierwszego przybliżenia 

dla i Sj , j , к = 1 , 2 , 3 3 

ł ł 

Rozwiązanie układu (42) z warun-

kami (43) dla ostatnio wyliczo-
л 

nych Q k i S . - wyznaczenie U. i 
u J 

Я^ , j = 1 , 2 , 3 

4 

Sprawdzenie, czy osiągnięto żąda-

ną dokładność wyniku wg kryterium 

(48) dla 

j = 1 , 2 , 3 

5 

T A K N I E 

ϊ 
Wyznaczenie 

nowych ^ dla k / j 

i Sj dla 6 

j , к = 1 , 2 , 3 z za-

leżności (47) 

Έ 

Wyprowadzenie wyników obliczeń 7 

ł 
S T O P 8 

6 . 1 2 . Przedstawiony algorytm rozwiązania przybliżonego da-

nego zadania estymacji optymalnej może być realizowany albo w 

maszynie cyfrowej albo w połączeniu hybrydowym maszyny cyfro-

wej z analogową. Dla danego, przykładowego, rozwiązania przy-

bliżonego (przyjęcie kroku dyskretyzacji Δ = 0 , 1 ) wybór mię-

dzy maszyną cyfrową a hybrydem może nie mieć istotnego wpły-

wu na ekonomikę obliczeń. Jednakże przy znacznym zwiększeniu 

liczby punktów dyskretyzacji zastosowanie układu hybrydowego 

pozwoli na efektywniejsze przeprowadzenie obliczeń.Dotyczy to 

przede wszystkim szybszego rozwiązywania w maszynie analogo-
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wej układów równań różniczkowych zwyczajnych (44) i pierwsze-

go układu równań w (42 ) , niż w maszynie cyfrowej.W takim uk-

ładzie hybrydowym analog wykonywałby obliczenia właściwe pier-

wszemu poziomowi rozwiązania zadania, maszyna cyfrowa koordy-

nowałaby rozwiązania częściowe oraz przeprowadzała organiza-

cję samego procesu liczenia. 

Warto tu wspomnieć o metodzie łańcuchowej rozwiązywania 

wielowymiarowych zadań optymalizacji dynamicznej przy użyciu 

symulatora elektrycznego [lij „ 

Problem analizy zgodności rozwiązania przybliżonego wed-

ług przedstawionej tu metody z rozwiązaniem dokładnym omówio-

no ogólnie w [1] . 

7 · Obliczenia numeryczne dla rozwiązania analitycznego 

danego zadania estymacji optymalnej 

7.1» Jak można łatwo zauważyć, efektywne wyliczenie na 

drodze analitycznej u* (t ,X ) ze wzoru ( 27 ) , jest niezwykle 

trudne. 

Praktycznie estymatę u*(t ,X) należy wyliczać stosując 

jedną z metod przybliżonych rozwiązywania równań całkowych 

[10] , [12] , np. metodę kolejnych przybliżeń. 

7 . 2 . Istota metody kolejnych przybliżeń, zastosowanej do 

równania (27 ) , jest następująca. Obiera się początkowe przy-

bliżenie estymaty optymalnej u*(t ,X) jako dowolną funkcję 

ciągłą Uq(t,X) i podstawia do prawej strony równania ( 27 ) . 

Otrzymuje się w ten sposób pewną funkcję u^(t ,X) , . będącą 

pierwszym przybliżeniem rozwiązania 

i 

u*(t ,X) = F ( t ,X ) + A j R { t , i , X , u 0 ( t , X m ) ) å t . 

o 

Postępując z u^ tak samo jak z Uq otrzymuje się dru-

gie przybliżenie, ltd. W taki sposób dochodzi się do nastę-

pującego wzoru iteracyjnégo 

i 

u ^ + 1 ( t , X ) = F ( t ,X ) +Я f RU.ť.X.u^t.^mť , 

'(49) 

η = 0 , 1 , 2 , . . . 
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Ogólnie zbieżność tej metody w zastosowaniu do równania 

(27) , będzie zapewniona, jeżeli będzie spełniony następujący 

warunek [8]: 

(шл T-m2 

l * l < m i n U Τ ' W Ť ~ 

gdz ie: 

m^ - kres dolny funkcji F(t,X) dla danego X i te[Ö,T], 

m2 - kres górny funkcji F(t,X) dla danego X i te[o,T], 

Τ - długość przedziału czasu estymacji, 

Μ - kres górny funkcji [R(t,ti,X,r)| , dla danego X, da-

nego r oraz te[o ,T] , t'e[o,t], 

r - zmienna liczbowa, dla której R spełnia warunek Lip-

sch.itza [δ] oraz 

ρ 4 r é q, 

gdzie: ρ 4. m^ é m2 < q. 

7«5« Jaik widać, cała trudność przybliżonego rozwiązania 

równania całkowego (27) metodą kolejnych przybliżeń polega na 

obliczeniu całki w ( 4 9 ) . Do jej obliczenia wykorzystano meto-

dę Simpsona całkowania numerycznego Ею] . Ale ponieważ w me-

todzie tej wymagany jest zawsze podział przedziału całkowania 

na parzystą ilość odcinków (nieparzystą liczbę punktów dyskre-

tyzacji) , dlatego zastosowano tu następujący schemat liczenia. 

Gdy dla danego czasu t i przyjętego kroku całkowania Ц. wy-

padał podział nieparzysty, to w przedziale [p,t - h .̂] korzy-, 

stano z metody Simpson'a, a w przedziale [V-hj.,t] z metody 

trapezów. 

Zatem w przypadku parzystego podziału przybliżona wartość 

całki w (49) wyrażała się wzorem 

^ [ r . X . Ü ' U . X j ] = T(ht,Ď,yk) = v 

К Г Л # 
= т у 0 j + 4 2 - y2k-1 + 2 2 - y2k-2 

L к-1 к--г 

gdzie: 
& п - wartość całki w (49) dla danego t i X, 

.(50) 
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- wartość funkcji podcałkowej w (4-9) dla czasu tk= 

t = k V 

h+. = rr- krok całkowania, 
« J 

j — parzysta liczba równych odcinków przedziału cał-

kowania , 

к = 0 , 1 , 2 , i . , j - numery punktów dyskretyzacji przedzia-

łu całkowania. 

W przypadku nieparzystego podziału przybliżoną wartość cał-

ki w (4-9) wyliczano ze wzoru 

. h. 

\ = á-1. Ук> + (У;1 + Уз_1> -T'» ( 5 1 ) 

gdzie: 

j—1 - parzysta liczba odcinków przedziału całkowania, 

y^ - wartość funkcji podcałkowej całki w (49) dla t = 

= h t j ; 

reszta oznaczeń jak w (50 ) . 

Wartość funkcji podcałkowej R (jądra równania całkowe-

go) wyznaczono stosując całkowanie numeryczne prawej strony w 

(28) dla danych wartości u^(t" ,X m ) . W wyniku otrzymano na-

stępujące zależności (stosując taki sam schemat liczenia jak 

poprzednio). 

Dla podziału parzystego: 

y k S Y (h t , M-k, z±) = 

h, / (M~k)/2 (М-Ю/2 \ 

= Τ ( \ + z M + 4 Л , Zk+2Í-1 + 2 Σ Zk+2l'-2 ) ' ( 5 2 ) 

V с--i . г-г J 

gdzie: 

M-k - parzysta liczba równych odcinków przedziału całko-

wania, 

l = k,k+1, Μ - kolejne punkty dyskretyzacji przedziału cał-

kowania , 
00 

Z1 = Ł e x p ( · « i í d - á E + l í ^ e l J U ^ X j u J s i n t ^ X ) · ^ ( l *h t 9 X m ) , 

~ w a w 2 0 r z e И о ) . 



Dla podziału nieparzystego: 

h. 
У к = M-k-1, ζχ) + U M - 1 + zM) -f (53) 

Ponieważ ftmkcja podcałkowa jądra R dla t = t' = t" dąży 

do o® (szereg sinusów jest rozbieżny dla i -CKX^1)', 

to w celu policzenia całki ук_^ zastosowano aproksymację po-

legającą na wyznaczeniu z zależności: 

oo 

zl=k= j - V s i l 1 ( / 3i ^ ^ ( l - ł ^ , ^ ) , (54) 

W 

gdzie 

ε - zadana stała dodatnia, odpowiednio mała. 

Błąd przybliżeń zastosowanych przy wyliczaniu wartości Jř^ 

jest rzędu 0(h£) przy całkowaniu metodą Simpsona i rzędu 

0(h 2 ) przy metodzie trapezów. Wpływ przybliżenia wzo-

rem (54) badać można zmniejszając ε w procesie liczenia i a-

nalizując zmiany w wynikach końcowych* 

7 . 4 . Przyjęto, że w procesie liczenia wyznaczona została 

estymata optymalna u* z żądaną dokładnością, gdy: 

|[u^ + 1 (t ,x) - a ; ( t , x ) ] / u ^ ( t , x ) (55) 

dla każdego te[o,T] i Xe[o , l] , 

gdzie 

δ - zadana dokładność liezenia. ^ 

W celu minimalizacji błędów zaokrągleń i obcięcia (round 

and truncation errors) w procedurze liczenia zastosowano ska-

lowanie funkcji u*(t ,X) według zależności: 

u* (t ,X) = u* (t ,X )o , ( 5 6 ) 

gdzie 

ζ - mnożnik skalujący. 
•S 

Zatem odpowiednie wyniki otrzymano w skali odpowiadają-

cej Qg-



7 . 5 . Funkcję F (t ,X ) , która stanowiła jednocześnie przy-

bliżenie początkowe estymaty optymalnej u^.(t,X) obliczono 

całkując analitycznie podane w (26) zależności, przy założe-

niu następujących postaci u 0 ( t , X ) i z m ( t ) : 

Uq(t,X) = U 0 = const, (57) 

zm(t) = - i ) , dla ' 0 < t < T . (58) 

Otrzymano następujące wyrażenie na F ( t , X ) : 

F (t ,X) =D (t ,X ) +P ( t ,X ) = - 1 ) . s i n <ß± V + 

ί-1 

+ m z 2 « А - а , ) И - ) + 

•R2 « 2 

2 - a i 

(е8гГ -
(J-í) -ct;í 

+ θ + 

_ e ' a í ( M ) - 1)] sin (/3.Xm)Jsiii (Д.Х) (59) 

Występującą w (59) sumę zbieżnego szeregu nieskończonego 

obliczono .sumując kolejne wyrazy szeregu i obcinając resztę, 

gdy spełniony był warunek 

( a i + 1 - a . ) / a i < £ r , 

gdzie 

e r - zadana wielkość dodatnia, odpowiednio mała. 

7 . 6 . Przekształcając wzór (25) otrzymano zależność,z któ-

rej wyliczono f£*(t ,X) dla danej ^ ^ ( ΐ , Χ ^ 1 danego 

(25') i£*(t ,X) = T 1 ( t r X ) - Y 2 ( t , X ) , 

gdzie: 



íTt. ζ ι 

+ i r X * * ^ - s i n x
m ) sin (jS.X), (60) 

Y 2 ( t ,X ) dla parzystego przedziału całkowania wylicza się 

ze wzoru ogólnego (52) , dla nieparzystego ze wzo-

ru ogólnego (53) , gdzie teraz funkcje podcałkowe 

z^ dane są zależnościami: 

dla 1 4 j 

OO 
Z1 ^ θ - ^ ' ^ s i n ( / 3 Α ) 3 ΐ η ( /3 i X)u ; + 1 ( lh t ,X m ) , 

L-1 

a dla 1 = j 

oo 
Z1 " Σ , * * * s i n ^ i V S i n ( ^ i X ) % + 1 ( l ł l A > ' 

4= 1 

Funkcje £q (t .X^) i aÜjCt.X^) wyliczono odpowiednio z 

zależności (23) i (24) dla danej wartości u^ + 1 (t ,X m ) oraz da-

nej wartości Q 3 . 

7.7» Schemat "blokowy liczenia numerycznego przedstawia się 

następująco: 

S T A R T 0 

Wprowadzenie danych fizycznych i do 

procedury liczenia 1 

Wyznaczenie F(t,X) i Uq- dla wszy-

stkich punktów przyjętej siatki dys-

kretyzacji obszaru [θ,τ]'* [θ,ΐ] . 

Ustalenie η = 1, 

2 
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'i 

Obliczenie całki Ji dla danego 

punktu (ftX) siatki oraz n-tego 

przybliżenia u^ . 
3 

Obliczenie n+1 przybliżenia 

u£ + i ( t ,X ) = P (t ,X ) + Jln[t,X, u ^ ť . X ) ] 

dla wszystkich punktów siatki 

4 

i 

Sprawdzenie dokładności n-tego przy-

bliżenia 

I [ u n + 1 ( ť ' X ) - ü n ( t ' X ) ] / ü n ( 1 3 . ś 

dla wszystkich punktów siatki 

5 

T A K N I E T A K 

Ustalenie n=n+1 

Obliczenie (t ,X ) ze wzoru (25"), 

A^ítjXj^) ze wzoru (24') oraz 

£й ^»Хщ) Ζ θ wzoru ( 2 3 ) dla wszy-

stkich punktów siatki 

6 

Wyprowadzenie wyników. 7 
* 

S T O P 8 
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7 . 8 . W przykładowych obliczeniach numerycznych przyjęto 

następujące dane liczbowe dla pięciu wariantów (od I do V)s 

T a b l i c a 1 

Lp. 
Ozna-
czenie 

Znaczenie 
Warianty 

Lp. 
Ozna-
czenie 

Znaczenie 
I I I I I I IV V 

1 Du współczynnik w rów-

naniu 1 
0 . 5 0 . 5 0 . 5 0 . 5 0 . 5 

2 Z u współczynnik w rów-

naniu 1 
0.01 0.01 0.01 0 .01 0.01 

Xtf 
współrzędna prze-

strzenna zaburzenia 

punktowego 

G„5 0 . 5 0 . 5 0 . 5 0 . 5 

4 % wartość zaburzenia 

w punkcie X '• 
10 -10 10 -10 10 

5 Xm 
współrzędna prze-

strzenna 
0 . 2 0 . 2 0 . 2 0 . 2 0 . 2 

6 Sm 
współczynnik w rów-

naniu (4) 
1 1 1 1 1 

7 A z 
współczynnik w rów-

naniu (58) 
5' -5 1 -1 5 

8 B z 
współczynnik w rów-

naniu (58) 
0 . 5 0 . 5 0 . 5 0 . 5 0 . 5 

9 τ długość przedziału 

czasu estymacji 
1 1 1 1 1 

10 Μ liczba kroków dys-

kretyzacji przedzia-

łu czasu estymacji 

10 10 10 10 20 

11 Ή liczba kroków dys-

kretyzacji prze-

działu [0 ,1] współ-

rzędnej przestrzen-

nej 

10 . 10 10 10 10 
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Lp. Ozna-
czenie 

Warianty 
Lp. Ozna-

czenie Znaczenie 
I I I III IV ν 

12 

' 's 

"'"max 
zadana maksymalna 

liczba iteracji przy 

obliczaniu sumy sze-

regów nieskończonych 

10* 10* 1θ5 103 10 5 

15 ^max 
zadana maksymalna 

liczba iteracji me-

tody kolejrych 

przybliżeń 

2 
10 2 

Ю 2 10 2 10 2 

. 14 ε Γ 
F 

zadany błąd obcięcia 

sumy szeregu przy 

liczeniu F (t ,X ) , 

wzór (59) 

10~2 
10 " 2 10~2 10" 2 10" 2 

15 fr 
R 

zadany błąd obci$ciá 

sumy szeregu przy 

liczeniu całki 

wzór (52) 

10~2 
10 ^ 10 " 2 10" 2 

10 " 2 

16 

& 
zadana mała wielkość 

dodatnia do wzorów 

(54) oraz (61) 

5.10-·3 
5 ΊΟ" 3 5·ια~3 

5 ·10"3 5·10~3 

17 

δ 
zadana dokładność 

liczenia metodą ko-

lejnych przybliżeń 

10~2 
10~2 ю - 2 

10 " 2 10 " 2 

Ze względu na małą prędkość liczenia mc GIER udało się 

uzyskać wyniki tylko dlá kroku całkowania po czasie h^ = 0,1 

i Ц. = 0 ,05 (dla danych z tablicy 1, dla kroków hj. = 0 ,1 i 

h x = Ο,Ί czas liczenia jednej iteracji wyniósł 9 min, zaś 

dla hę = 0 ,05 i h^. = 0,1 już 50 min). 

7.9» Na rys.2 do 6 .zaprezentowano uzyskane wyniki dla 

danych liczbowych wariantu I , tablica 1. 



й * М 
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Rys.2. Zmiany w czasie estymaty gęstości mocy. Funkcja u 

jest rozwiązaniem równania (1) dla f^(t,X.)=0 mod 
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Rys.6. Zmiany w czasie estymat błędu, opisu dynamiki i ob-

serwacji oraz funkcji д^ 



vjiuaxjia vuwjuiavj» w νυβν 4. uiwwj π d. w«» vv^^v j^»« wn > «/ 

8 . Dyskusja otrzymanych wyników 

8 . 1 . Na podstawie otrzymanych wyników analitycznych i nu-

merycznych można wyprowadzić wnioski o charakterze jakościo-

wym i ilościowym. 

8 . 2 . Wyniki obliczeń numerycznych dla danych z tabeli I , 

jak również innych danych, wykazały przydatność metody kolej-

nych przybliżeń do rozwiązania równania ( 2 7 ) . Zbieżność przy-

bliżonego rozwiązania uzyskiwano wg kryterium (55 ) , już po 2, 

3 lub 4 iteracjach, dla S = 10" . 

Zmiana liczby (Ms=-10) kroków całkowania po czasie wpły-

wa w nieznacznym stopniu na uzyskiwane wyniki dla danych z 

tablicy 1 . Zwiększenie liczby Μ z 10 do 20 spowodowało zmia-

ny w wartościach estymaty optymalnej u* (t ,X ) o maksimum 2 ,5% 

i 3% odpowiednio dla X=0,1 i X=0,2 . Dla pozostałych punktów 

przestrzeni zmiany te nie przekroczyły Λ% ( rys . 2 ) . 

Nieco większy wpływ może mieć liczba kroków całkowania po 

czasie na wartość estymaty optymalnej f £ * ( t , X ) , a to ze wzglę-

du na jej kształt ( rys . 5 . i 6 ) . Można zatem przyjąć za wystar-

czającą liczbę M=10. 

8 . 3 . Uzyskane dla danych przykładowych wyniki pokazały 

wpływ na oszacowanie rozkładu czasowo-przestrzennego gęstoś-

ci mocy, przy zaburzeniu punktowym, zarówno funkcji zm-(t) Db-
* Щ 

serwowanej w punkcie pomiarowym, jak i funkcji umod(t;,X), cha-

rakteryzującej przejęty model zjawiska. Dla danego równania 

(1) modelu przejętego równania (4) sposobu obserwacji, można 

stwierdzić taczej dominującą rolę pierwszego oraz rolę ko-

rygującą drugiego. 

Rozkład estymaty optymalnej u* (t ,X) w przestrzeni i w 

czasie jest podobny do rozkładu funkcji (rys. 2 1 3 ) , 

ale zaznacza się tam wyraźnie wpływ funkcji z m ( t ) , zwłaszcza 

w punkcie pomiarowym (rys.4) i bliskich -mu punktach,szczegól-

nie dla czasu t=1 (rys.2 i A ) . 

Także z przebiegu estymat optymalnych f£* ( t ,X ) i 

f^MtjXj^) (rys.5 i 6 ) , sądzić należy, że rozkład gęstości mo-

cy szacować można najlepiej w punkcie pomiarowym i w jego pob-

liżu, co jest zresztą zgodne z intuicją. 



Jak widać, szczególnie na rys .2 , pomiar w jednym punkcie 

reaktora w podobny sposób wpływa na rozkład funkcji u* (t,X), 

zarówno dla X=Xm jak i dla innych punktów przestrzeni (po-

równaj rys.2 i 4 ) . 

Zatem otrzymany wynik oszacowania rozkładu gęstości mocy 

na podstawie tego pomiaru w danym przypadku będzie poprawny, 

a ile ten pomiar (funkcja zm (t) ) obrazować będzie chociażby 

jakościowe zmiany prawdziwej funkcji stanu zjawiska w innych 

punktach przestrzeni. 

Reasumując można stwierdzić, że im dokładniej wyznaczony 

będzie model dynamiki i obserwacji oraz im większa będzie li-

czba punktów pomiarowych, tym lepszego oszacowania danego zja-

wiska należy ;oczekiwać (wg przyjętego wskaźnika jakości) . 

Należy dodać, że formalne rozpisanie algorytmu podanego 

powyżej, dla przypadku jednego punktu pomiarowego, na przypa-

dek dowolnej liczby punktów pomiarowych nie nastręcza trudno-

ści. Znacznie wzrośnie jednak czas jego realizacji w maszynie 

cyfrowej. 

8 . 4 . Na zakońc zenie należy zwrócić uwagę na rolę i zna-

czenie fizyczne ograniczenia nierównościowego (7) w danym za-

daniu estymacji optymalnej. W przypadku, gdy jest ono spełnio-

ne, np. dla odpowiednio dużych wartości funkcji и^(х) , X e ü , 

to optymalny rozkład przestrzenno-czasowy gęstości mocy wyni-

ka z rozwiązania równania ( 27 ) . W przypadku, gdy nie jest ono 

sjpełnione dla pewnych ( t ,X ) e [θ,τ]χ [ο,ΐ] , to optymalną esty-

matę u* (t ,X ) otrzymuje się z równania u* (t ,X ) = -u (X ) . 

Fizyc znie odpowiada to całkowitemu zanikowi gęstości mocy 

w danym punkcie ( t , X ) . 

W przytoczonym przykładzie numerycznym taki przypadek nie 

wystąpił. 

9 . Podsumowanie 

W artykule przedstawiono analityczne i przybliżone rozwią-

zanie zadania optymalnej estymacji rozkładu przestrzenno-ęza-

sowego gęstości mocy w płytowym reaktorze jądrowym. Rozważono 

przypadek pojawienia się jednego zaburzenia punktowego oraz 

założono istnienie tylko jednego punktu pomiarowego. 
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Wyprowadzono równania określające warunki dostateczne i 

konieczne optymalnego rozwiązania danego zadania,stosując teo-

rię funkcjonałów Lagrange'a. Wyniki analityczne uzyskano w 

postaci nieliniowego równania całkowego typu Volterry, które 

rozwiązano metodą kolejnych przybliżeń. Podano i omówiono al-

gorytm tego rozwiązania, zamieszczając wyniki przykładowych 

obliczeń w postaci wykresów. Przeprowadzono dyskusję otrzyma-

nych wyników analitycznych i numerycznych. 

Rozwiązanie przybliżone, według proponowanej metody aprok-

symacji, podano w postaci algorytmu obliczeniowego, wyprowa-

dzając i omawiając występujące w nim zależności. 

Dodatek 

D . 1 . Program AMOE 

Program AMOE, którym wykonano obliczenia estymat optymal-
д^ Л p^ Ay ^ ^ 

nych u , f ß , fjj oraz funkcji i u.mod, napisany został 

wg algorytmu podanego w rozdziale 7» w języku GIER . Algol 4 , 

na maszynę cyfrową GIER w ZON UW. 

Program pozwala na wyznaczenie wartości u*, w siatce 

czksowo-przestrzennej, o wymiarach (M+1)* (N+1), przy czym 

spełniony musi być warunek 

(M+1) * (N+1) + 2 χ (M+1) 4 4095, ( D . 1 . 1 ) 

gdzie: 

Μ - liczba kroków po czasie te[0 ,T] , 

N - liczba punktów współrzędnej przestrzennej X e [ o , l ] . 

W trakcie realizacji obliczeń, można uzyskać wydruk war-

tości u* z poszczególnych iteracji po włączeniu "klucza KB, 

Wartości f** i λϋ|wyznaczone są w Μ punktach siatki 

czasowej, odpowiadającej współrzędnej Х=ХЩ. 

D . 2 . Obliczenie funkcji ι ^ ^ ΐ , Χ ) 

Funkcja u m o d ( t ,X) rozkładu gęstości mocy, przy f£ = 0 , 

jest rozwiązaniem równania różniczkowego cząstkowego rzędu 

drugiego o postaci (porównaj punkt 2)t • 



^ t . x ) = dt mod 

= V ^ 2 " u m o d ( t » X ) u m o d ( t ' X ) + U 0 ď(X-X 0) , ( D . 2 . 1 ) 

gdzie: 

D ü , - 'stałe współczynniki, 

Uq - wartość funkcji zaburzenia punktowego = const, 

Xq - ustalona współrzędna, odpowiadająca punktowi za-

burzenia. 

•Rozwiązanie równania (D . 2 . 1 ) dane jest wzorem ogólnym 

t 1 

V > d ( t > X ) = / / K U - ť ' X ' X ' ) U Q ^ r - ^ m ' i f , ( D . 2 . 2 ) 

00 

gdzie: CO ^ ^ 

K(tr.t',X,X') = 2 sin (уЗ±Х) sin (уЗ±Х'), 

« i = Å 2 D u 

ß ± = i jr . 

Po wykonaniu całkowania w ( D . 2 . 2 ) otrzymano zależność o-

kreślającą rozkład czasowo-przestrzenny funkcji " m o d ^ * " ^ ' 

u m o d ( t ' X ) 3 2 U o Z - L e a ' - 1J Ą- sin (/3.X0) sin (уЗ.Х) (D.2.J) 

Obliczenia numeryczne wykonano podprogramem MODY,wchodzą-

cym w skład programu. AMOE. 
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ОПТИМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА ПРОСТРАНСТВЕННО-BPÉMEHH0ГО 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПЛОТНОСТИ МОЩНОСТИ В ПЛИТОЧНОМ, ЯДЕРНОМ РЕАКТОРЕ 

К р а т к о е с о д е р ж а н и е 

Представлено аналитическое и приблизительное решение за-

дачи оптимальной оценки пространственно-временного распреде-

ления плотности мощности в плиточном ядерном реакторе.Обсуж-

дено случай одного возмущения в точке, а также рассуждено су-

ществование только одной измерительной точки. 



Выведено уравнения определяющие достаточные'и' необходимые 

условия оптимального решения данной проблемы используя теорию 

функцйоналав Лагранге 'а . Аналитические результаты получено в 

виде нелинейного интегрального уравнения типа Вольтерра, ко-

торое решено методом последовательных приближений. Указано и 

обсуждено альгорифм этого решения, помещая результаты пример-t 

ных расчётов в виде графиков. Сделано дисскусию полученных 

аналитических и численных результатов. 

Приблизительное решение, по предлагаемой методе апрокси-

мации дано в виде расчётного альгорифма, обсуждая выступающие 

в них зависимости. 

OPTIMAL ESTIMATION OF SPACE-TIME POWER DENSITY DISTRIBUTION 

IN A NUCLEAR SLAB REACTOR 

S u m m a r y 

Analytical solutions with approximate problems of an optimal esti-

mation of space-time distribution of power density in a nuclear slab 

reactor, has been presented in this paper. The case has been taken into 

consideration, of the occurrence of a single point disturbance, with 

but a single measurement point considered. 

Equations have been derived to determine the sufficient and necess-

ary conditions for an optimal solution of the problem given, under the 

employment of the Lagrange functionals theory. Analytical results have 

been obtained in the fprm of a non-linear integral equation of Volterra 

type which has then been solved by the method of successive approxima-

tions. The algorithm of the above solution has been given and discus-

sed, with the results of exemplary calculations having been presented 

in the form of graphs. A discussion has been conducted of' analytical 

and numerical results thus obtained. 

The approximate solution, having been obtained according to the 

proposed approximation method, has been presented in ' the form of a 

computation algorithm, and dependeces occurring within this latter have 

been derived and discussed. 
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