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1. Watep

W wielu dziedzinach nauki i techniki wystepuje problem o-
Szacowanla pewnych zjawisk zachodzgcych w czasie i przestrze-

" ni, Do takich dziedzin zalicza gie takze insynieria reaktoro-~

wa. Jak wykazano w [1], reaktor jadrowy mocy jest uk*adem zio-

~ Zonym i opisanie go dok¥adnym modelem matematycznym (szcze-
gblnie w stanie nieustalbnym) Jjest praktycznie niemozliwe., W
wielu zagadnieniach, zwigzanych np. z przyszig lub biezacag eks~
ploatac;q reaktora, przydatna okazaé sie mosze estymacja opty-
malna funkeji stanu pewnych zjawiask reaktorowych [1], forma-
lizm ktdérej zostat podany w [2]. Ta metoda estymacji .opiera
gi¢ na znanym z pewng dok¥adnosciag modelu deterministycznym
dynamiki i obserwacji tych =zjawisk oraz na przyjetym (propo-
nowanym) wskaZniku Jjakosci estymacji, Stanowigcym miare zgod-
noseci modelu matematycznego z rzeczywistymi procesami reakto-
rowymi., ' ’

[ niniejszej pracy omdéwione zostang teoretyczne aspekiy
proponowanej metody estymacji optymalnej rozwazaneg klasy pro-
cosdw zachodzgcych W reaktorze jadrowym, szczegdlnie reakto-~
rze energetycznym.
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. Sformulowanie zadanig optymalnej estymacji rozwazanych
Zjawisk reaktorowych _
———-— ‘Paxiorowych

2+1s Zadanie estymacji optymalnej funkeji stanu interesy~
jacej klagy procesdw reaktorowych, mozna postawid hastepujaco
[1] [2]s

(I) Nalesy znaleZé takg funkeje @ (t,x) oraz funkeje
» (t,X) 3 Fs (t,X), dl1a ktSrych funkejonaz (proponowaqy
WakaZnik jakosei estymacji [1]) o postaci '

r T

8[0, 82, 32 = [ ") g0qs +f! ()™ ()8 adas 4

8 - (1)
T .
+ [ [z2(+) -)[D(X) [s(+)0(t,x) + B1aQ]™ ()] as
¢, '
081i3ga swoje minimum warunkowe Przy spelnieniy Og8raniczen réw~
nosciowych (réwnania Oplsujgce model dynamiki [1]):

30(4,%) = HR(4,X) + 3(4,7) E(4,X)  ala xeq,
U(t,X) = o dla X2, ()
ﬁ(to,'x) =0 dla Xe$,

Oraz ograniczen nieréwnoéciowych (warunek bOprawnego pogtg-
wienig zadanig estymacji z fizycznego punkty widzenig [1]):'

U(%,X) + Up(X)>O dla Xed, - (3)

gdzie:
X - tréjwymiarowy wektor wapélrzgdnych przestrzennych Z
obSzaru reaktoms Q =QuaQ, 8dzie Q jegt wagtrzem o
9% brzegiem tego Obszary,
t - czag przedziatu czagy estymacji [to, T],
U(t,x) - RD=wymiarowy wektom egtymat funkeji stany rozwazanych
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B (t,X) - k - wymiarowy wektor dopuszezalnych  [2] funkeji
btgdu opisu obserwacji rozwazanych procesdéw reak-
to;oWych,

UP(X) - daﬁy n - wymiarowy wektor funkcji zaleznych od X,
‘'okreslajacy poziom moey reaktora,

$($,X) - dany n - wymiarowy wektor, okreslajacy znane od-
dziatywanie otoczenia na zjawisks  zachodzace w
reaktorze jadrowym, "

o (X) ~ dany, liniowy (n x n) macierzowy operator rdznicz-
kowy czgatkowy rzedu drugiego, zalezny od X,

D(X) - diagonalna (k % k) macierz funkcji delta Diraca,

S(t) - -dana (n x k) macierz funkeji zaleznych - od .czasu,
speiniajgca role macierzy wagi,

Z(t) - dany k - wymiasrowy wektor funkcji opisujacych zmia-
ny wielkosci obserwowanych w czaaie te&o, T],

Ty - oznacza transpozycje,

[(:)] - oznacza (tu i dalej w.artykule) takie samo wyraze-
nie, jak w poprzedzajgcym ten zapis nawiasie kwa~-
dratowym.

_gig. W powyzszym sformutowaniu zadanie optymalnej esty-
macji funkeji stanu rozwaZanyéh_proceséw reaktorowych Jest
zadaniem szukania minimum _ funkcjonatu catkowo-kwadratowego
przy ograniczeniu réwnodciowym typu réwnan rézniczkowych czg -
stkowysh i ograniczenin nierdwnoseiowyn natozonym na jednsz
funkeji minimalizuj@cych ten funkejonak,

3. Analiza mozliwodci optymalnej estymacji rozwaZahej klasy
zjawisk reaktorowych '

341. Analiza mozliwosci estymacji rozpatrywanych procesdw
- reaktorowych dotyczy przede wezystkim dwy zagadnien B

 a) czy mozna jednoznacznie wyznaczyé (dla ustalonej funk-
cji bedu K (t,X) funkcje stanu U(%,X) dla chwili oczasu
teﬁtd,T] i Xhefioraz dla danego Z(t),przy okreslonej trans-
formacji miedzy Z i U
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z(t) =JD(X)[S(t)U(t,X) + B] 49, (4)

b) ¢zy. istnieje rozwigzanie danego zadania (1) estymacji
optymalnej funkcji stany U(t,Xx) 1 czy jest ono jédnoznaczne.

3,2, Problem plerwszy brzedstawidé mozna Jako problem igtw
nienzg_hednoznacznego przekszta%cenia, odwrotnego do danego,
¢o W danym przypadky Sprowadza sig¢ do istnienig macierzy od-
wrotnej do danej macierzy S(t),

Rozpisujac bowiem (4) otrzymuje sie

N
7, (%) "'Zsm,n(t)u_n(ff’%n) + i;;’m(t,)gn) (4)

n=1

m=1,2, ... K,

gdzie:
Sm,n = Wyrazy macierzy 5(t),
un(t,Xh) - n-ta sk¥adows wektora funkeji stany 7 punkeis
przestrzeni X = X
x& - punkt brzegtrzeni £, edpowiadajgoy indeksowi
fupkcji zm(t),'a'w interpretacji fizyeznej ozng-
'czaquy miejace umieszczenia m ~ tego detektorg
W objetosol reaktors [1],
;gm(t,Xh) = - ta skiadowa wektorowej funkeji bredn opisu obw
: serwacji proceay [1]. :

N
W () = z (t) - fs-{m(t,)gn) =Z'sm’n(t)&n(t), (5)
naf
gdzie:

Gy (8) £ou (4, ).



Metoda optymalnej estymacji pewnych proceséw fizyeznych ... 7

Piszgc (5) w postaci wektorowej otrzymuje sie

W(t) = s(+)0(%), (5)
skad
T(t) = s~1(4)W(%). (6)

Zatem warunkiem jednoznacznego wyznaczenia funkeji stanu
U(t,X) dla danego t,X, Z(t) i ustalonej F, jest w tym przy-
padku istnienie macierzy odwrotnej S™'(3) do danej macierzy
s(t). '

3¢3. Problem drugi wigze sig¢ z badaniem warunkéw wystar-
czajgcych na to, aby rozwigzanie danego zadania estymacji’by-
o optymalne. Speinienie przez to warunkéw wystarczajacych za-
pewni jego istnienie, a speinienie jednoczesnie .warunkéw ko~
niecznych pozwoli na jego jednoznaczne wyznaczenie [3], pray
czym begdzie to jednoznacznosé albo w sensie lokalnym albo w
sensie absolutnym, w zaleznosci od rodzaju uzyskanego ekstre~-
mum funkcjonatu (1).

4. Optymalna estymacja rozwazane]j klasy proceséw reaktorowych
Jjako zadanie optymalizacji dynamicznej

4.1. Przeksztalcajgc sformutowanie (I) zadania estymacji
optymalnej, réwnanie opisujace model dynamiki [1] rozwazanych
procesdw reaktorowych mozna przedstawié w réwnowaznej mu pos=
taci catkowej [4], [5]

U(t,x) =f[ K (¥,5,%,X) [3(+,X) + E, (¥,X)] acht, (7)
t, 2

gdzie:

Ko jest macierzg funkcji Greena, z zalozenia dana.
Nalezy zaznaczyé, ze w szczegdlnym przypadku jej wyznacze -
nie moze okazaé sie trudnym zadaniem,
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4.2, Zdefiniowano nastepujacy operator
o101 & o, [0,801, - o, [6,5] - (Bvu )}y (8)
gdzie:
‘A A t . A ' El
0, [0,80] = 0(5,%) -f[ Koltot, 5,00[5 (4,0 + # (¢,2)]agit,
¢ _

oraz symbol {} jest symbolem zbioru uporzgdkowanego [6]. ‘

Operator (8) przyjmuje wartodé w przestrzeni funkeyjnej
Z, 'bedapej iloczynem kartezjaﬁskim. przestrzeni /[ estymat
funkcji-stanu i przestrzeni 6? estymat funkeji bzedu opisu
dynamiki '

B = @[, 2])x(@ [0, 2]) (@[5, 7]

(9)
(28 [t T AR [1,,1])

- Przyjmije sig, ze przestrzenie ﬁ;é? 88 przestrzeniami Ba-
nacha. Zatem Z jest tez przesfrzeniq Banacha [6]. Zaktada
si¢ ponadto, se przestrzen dopuazczalnych funkeji bedu opisu
obserwaéji'rozwaéanej klasy procesdw reaktorowych (zdefinio=-
wanej w [2]) jest réwniez przestrzenig Banacha.Niech funkejo=
nat (1) bedzie okreslony na elementach.przestrzeni 2 i prze=-
strzeniach funkeji zm(t), Sn’m(t}; bedgcych tez przestrze~
niami Banacha, np. przestrzeniami typu C[to,T] (funkeji cigg=
tych czasu),

4.3, Zadanie optymalnej estymacji podane w punkcie 2 moz-
na s?g;ﬁulowaé przy przyjetych zarozeniach Jako ‘nastepujace
zadanie optymalizacji dynamicznej:

(II) nalezy wyznaczyé takie elementy 0%, ﬁg* przestrzeni’
/;:iCT oraz element ﬁg* przestrzeni Cf dla ktérth funkcjonak

(1) osigga swoje minimum warunkowe, tzn,
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p L0, 8" , &% = ninp[0,5,25]

Uel”
\ (10)
Boely
Bely
przy speinieniu ograniczenia
ve[0*,2%] <o, (11)
Bowiem zgodnie z (8) warunek (11) mozna zapisaé jako
[ o [0%,80%], -, [0%,85%], - (U* + Up)] < 0, (11)
co jest rdéwnowashe zaleznosciom:
p [0%, 80%] =
(11)
Ut + U_>o0.
p>

5. Warunki wystarczajace i konieczne optymalnego rozwigzania

danego =zadania estymacji

5e1. Warunki powyzsze, w postaci rdézniczkowej i okresla~
jace ekstremum lokalne, zostang podane przy wykorzystaniu po-

jecia funkcjonatéw Lagrange’a [6][7]:
Niech:

a} funkcjonat 8 i operator ¢ bedg rézniczkowalne w sensie
Precheta (silnie rézniczkowalne),
b) funkcjonal 3 i operator ¢ beda wypukze,

0gdlna funkcgq Lagrange ‘'a danego zadania bedzie nastepu-
"jace wyrazeqie
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L0, 8]+ 7\1[{.3017;”-&01 Hea,[-1 (12)

A:r{i1diz} - funkcjonal liniowy nieujemny [6], okreslony
na przestrzeni Z,

A1 - funkcgonal llpl?wy Pieujemny okreélony na
' przeatrzeni. Pl slxl g

AQ -'funkbgonal 11nlowy nleuaemny, okreslony ‘ha

' przestrzeni [ _

¢1 =/3+-i1' -‘szczegélnq funkcja Lagrange'a danego za~
dania,

f{ant
Ii>
fentd
+
(=
.

5e 2. Warunki wystarczajace na to, aby istnialo optymalne
rozwigzanie zadania (II) estymacgl, podaje ponizaze twierdze~
nie,

W tym tw1erdzeniu Jak i dalej symbol d, D(a ;) oznacza
8ilng rézniczke Fracheta [6] '

P"Twierdzenie 1

Przy przyjetych zatoZeniach, Jezeli 1stn1e3§ takie :*,
F"*, Ff* i taki funkcjonat linlowy A1 (funkcjonal Lagran-
ge a), ze dla kazdego U, B, & apeinione sg warunki:

dp",[ (T, B, A5 BV = o, (13)



Metoda optymalnej estymacji pewnych procesdw fizyecznych ... 11

dla kazdego U >0

G, L0, &7, B, X5 0750, (14)

di1951[(ﬁ*, B, BT, ADs A3]= o0, (15)
dla kazdego i1 >0

daqe,[ (G, B BT, A, A, ]<o, . (16)

to funkcjonal;ﬁ[ﬁ', ﬁ;*, Q{*] osiggd swoje minimum przy wamun-
ku o[ 0%, B"J<o. o
- Dowdd- tego twierdzenia jest podobny do podanego w [6].

2;2; Warunki konieczne'optymalhego‘rozwiazania danego za-
dania mozna otrzymaéd z warunkdw wystarczajgceych po rozmazeniu
regularnosci problemy (rezygnujagc wtedy z zaXoszenia o wypu~
k¥oseli B 1 g). '

Analiza tg dotyczy spréWdzenia dwu zalozedn.

Pierwszym jest zatoszenie o regularnosci operatora ¢ [7].
Wariacjag dopuszczalng (w sengie Hurwicza) gze wzgledu na ogra-
niczenia (11) w punkecie {ﬁ',E:'}bédzie taki punkt {Q,Eg},kté-
Yy speinia te ograniczenia w liniowym-przybliéeniu,to Jjest dla
ktérego zachodza zaleznosei

o[ 08" ] + agel (0", 57);67+ o[ (0%, 8 )8 T<0s  (17),

Jezeli dla kazdej wariacji dopuszczalnej {ﬁ;ﬁg} W punkcie
{Q*, Ef*} istnieje krzywa wychodzaca z tego punktu,styczna do
niej i lezgca w zbiorze rozwigzan . dopuszczalnych, to punkt
{ﬁ*, ﬁg*} nazywany jest punktem regularnym operatora @ «Opera~
tor bedzie regularny, ’jeéli’kaédy punkt zbioru rozwigzad do=
puszczalnych bedzie punktem regularnym teégo operatora. dnali-~
tycznie wyraza sie to istnieniem takiej.funkcji zmiennej rze-~
czywistej s (gdzie O< s<;96, 8,>0) dziaZajacej z [O,soJ*/%f

aby ¥(s) nalezatrd do'zbioru'rbzwigzaﬁ dopuszczalnych oragz:
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v(0) ={ g?s F;:*}n

dgv(031) + dgry(031) = {0, B} . (18)

Jak mozna wykazaé [7] warunek regularnosci jest speiniony
dla operatora ¢ postaci (11).

Drugim jest zalosenie o stabym domknigciu pewnego zbioru
QL’ ktdry jest zbiorem wszystkich w pewien sposdéb zdefiniowa~
nych funkcjonaidéw W [7] Dla danego zadanla 83 one okreslone
nastepquco : : '

g, &, 8] =v] L[{ﬁ,ﬁg},s}] V=0, (19)

gdzie:
V - funkcjonaz liniowy nieujemny, okreslony w przestrzeni
wartosci operatora L, to jest R*fﬁi, gdzie R prze=
strzel liczb rzeczywiastych s,
L - operator dzialajacy z R« FW"-—-R %, okreslajgcy pew=-
ne przeksztalcenle liniowe i majacy nagtgpujaca pos~-
tadé

{{8,%}.s) = [ sasel 8 £+ agel (07870 ]+ agre (BTE™); Fg” (20)

Jezeli przestrzen 2 wartosel operatora @ Jjest przes-
trzenia funkeji ciggiych 0[0,1] lub ograniczonych mierzal-
nych lub catkowalnych w kwadracie -~ co mozna zatozyé dla da-
'nego zadania estymacji na podstawie interpretacji - flzyczneg
-zagadnlenia - to sprawdzenie slabego domknigcia zbioru QL mo=-
'zna_zastqpié sprawdzeniem warunkéw, podanych w [7].

Sprawdzenie zaXoZenia o regularncéci operatora ¢ i ska-
bym domknigciu zbioru QL pozwala stosowad-warunki konieczne
przy wyznaczaniu rozwigzania optymalnego.

Warunki te podaje .poniZsze twierdzenie.

Twierdzen ie 2

Niechs
ﬁ"*,gf7 .zachodzi ' minimem warunicowe

a) w punkcie 0", #

funkejonatu [ U, % &5 ] pray ograniczeniach @ [0 & <o,
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b) punkt{ 0, ﬁg‘} bedzie punktem regularnym operatora ¥y

c) zbiér‘QL bedzie stabo domkniety, przy czym przeksztal-
cenie liniowe okreslone jest wzorem (20).

Wéwczas istnieje takl funkcjonak Lagrange ‘a X} >0, 3ze
spetnione sg warunki (13) - (16), _

Dowdd tego twierdzenia Jest podobny do dowodu podanego w

[s].

5.4. Charakteryzujgc ogdlnie metode funkcjonatéw Lagran-
ge ‘a mozna powiedzied, ze zakres wykorzystania w praktyce po-
wyzej wyprowadzonych warunkdéw jest ograniczony zwtaszcza wy-
maganiem mocnej rézniczkowalnosci 3 i ¢, Ponadto w niektdrych
przypadkach sprawdzenie zatozed o regularnosci problemu moze
nastreczaé trudnosci. Jednakze obliczenie rdzniczek Frechets
Jjeat stosunkowo tatwe, co stanowi niewatpliwg zalete metody w
poréwnaniu z innymi metodami wogdlnionego rachunku wariacyjne-
go [8].

6. Technika przyblizonego numerycznego rozwigzania danego
zadania’ optymalnej estymacji

6.1+ Do efektywnego numefycznego rozwigzania danego zada-
nia mozna dojs¢ dwiema drogami. Albo 'rozwiqzywaé (na drodze
analitycznej lub w sposdb przyblizony) uzyskane z warunku ko=
niecznego optymalnego rozwigzania zadania estymacji zaleznod-
ci (chocias hp. ze wzgledu na stopied ogdlnosei rozwazanego
zagadnienia wariacyjnego nie mozna na tym etapie podaé ogdl-
nej metody rozwigzania wyprowadzonych w poprzednim punkcie
réwnari), albo posuzyd sie jedng z metod przyblizonych opty~
malizacji dynamicznej,

Obecnie zostanie zaproponowana pewna technika przyblizo-
nego rozwigzania danego zadania poiegajaca na:

‘a) dyskretyzacjl zmienne} przestrzenne]j,t]j.przez aproksy-
macjé¢ problemu czasowo-przestrZennegoVproblemem czasowyn,

b) przeksztalcenie zadania z ograniczeniami nierdwnoscio-
wymi w zadanie z ograniczeniami réwnosSciowymi (poprzez wyko~
rzystanie metody funkcji kary),
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¢) rozwigzanie tak przedstawionégo zadania przy usyciu
jednej z metod wielopoziomowych optymalizacji dynamicznej.

6.2. W celu uproszczenia zapisu w dalszym ciggu wprowadzo-
no nastepujgce oznaczenia:

T T
f! P(0,% ,B)dddt éf![(%’)Trﬂh(ﬁg)TrD(x)ﬁ;{]ds‘zdt +
¢, L

(21)
;
+f{z(6) - o [s(6)0(s,%) + o] ™[(-)] at
L Q .
oraz
[0, ] 22(0)0(+,5) + 5(5,%) + B (+,0). (22)

Wéwczas zadanle (I) optymalnej estymacji rozwazanej klasy
proceséw reaktorowych przedstawié mozna w réwnowazZnej mu pos=-
taci:

- {III) nalezy znaleZé takie funkcje 0%, B*, &™  ktéremi~-
nimalizujg hastepujacy‘funkcjonal '

(1" 608, 8] = [ [ 2(0,%, ¥ )adas,
: L
przy ograniczeniach réwnosciowych:
$0=0c[0, 1:";] © dla XeQ,
(2 t=o0 dla XedQ,
fJ(to,x) = o. dla XeQ,
i ograniczeniu nierdwnosciowym
(3) ‘ U+ U_ = 0.

6.3. Zdefiniowano nastepujgcy wektor, ktdry wynika z dys-
kretyzacjl zmiennej przestrzenne] Xi w catym obszarze
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X, [ 1,0x,), 1,0x,), 4,(8%5) ], (23)

gdzie:

i1, 12, 13 gg liczbami catkowitymi, sk*adowymi wekiora
i=[i1,12,13]
okreslonymi jako

ij = 0,1,2, see Nj’

gdzie:
(x4) - (xy) .

N, = B maxmxj):’ Bit 412 j = 1,2,3, (24)
(xﬁ)max - maksymalna warto§¢ je~tej wspbirzednej przes-

trzennej,
(xj)min - minimalna wartodéé  j-tej wspSirzednej przes-
trzennej, ' ‘
(ij) - krok dyskretyzacji j-tej wspdirzednej przes-

' trzennej.

Poniewaz operator G, wystepujgcy po prawej stronie réwnah
nia (2) opisujacego model dynmamiki rozwazanej klasy procesdéw
reaktorowych, jest rzedu drugiego, moZna go aproksymowad nas-
tepujacym wyrazeniem (pordwnaj [[10] ).

o[0e,0).8 () ] = 68, (8,0, (4,0, (0),0,, (0.E50)], (25)

gdzie:

I ={ ili = 0 za wyjatkiem k-tej sktadowej, réwnej 1],przy
czym "i" przebiega wszystkie wewnetrazne punkty dys-
kretyzacji,

Gi - pewne funkcje wektorowe klasy 02,

0(t,x;) £ 0y,

g(t,xi)‘ = B,

Dyskretyzujac (1), (2) i (3) otrzymuje sie nastepujacy

ukzad réwnafi opisujacy aproksymujgey problem czasowy:
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.
A A av - ap ayf
(v) [0y, &, -FQi]=%fPi(Ui’ Bpis Fay)dt,
e}

4 ) (26)
3504 = Gi[Ui,ﬁ‘tJ’ v Uiy, ,fr,.t,j . ﬁgi] dla Xpe@,5>%,
o, =0 _ dla XidQ, - (27)
(t;) =0 “dla XeQ,
f, +(U ) =0 ' dla X, (28)
gdzie:
ﬁg(t;xi) £ iy, U t,%) 8 (U, P2 P;, oraz in-

deks "i" przeblega wszystkie wewnetrzne i zewnetrzne
punkty dyskretyzacji.

6.4, Nastepnym etapem w proponowanym schemacie przybli-
Zonego rozwiazania danego zadania jest przekaztatcenie go w
zadanie bez ograniczed nieréwnowosciowych (28) przez zastoso=
wanie metody funkeji kary [ 3], [9].

.Zdefiniowano dla zadania (IV) nastepujgce funkeje kary
(przesunigte) dla i-tego ograniczenia nieréwnowoéciowego'(zé):

[[ ﬁi+(Up) i][.Eei]~1]Tr [(1] d1a ﬁi+(£1p)i <-t,

a;[Ug+(U )€1 = : | (29)
0 dla U;+(U

gdzies
g4 - wektor o gk¥adowych dodatnich,
E - macierz jednostkowa.

Dodajac funkeje kary A; do funkeji podcatkowej w (26)
otrzymuje sig¢ z (IV) ukkad rdwnani oplsujacy zadanie bez ogra=-
niczed nierdwnowosciowych,rdéwnowazne zadaniu plerwotnemu dla
dostatecznie sk¥adowych wektora &; [9]
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(V) ﬁ[Ui, A Zf[P (O, #,, B5:) + A Jat =

1’

:‘OlM

f ﬁ‘s;i’ Rl)dt
&
gdzie

A3
Pi +Ai = Pi’
‘przy ograniczeniach (27).

(30)

6.5, Ze wzgledu na dusa liczbe punktéw dyskretyzacji "iM
zadanie (V) nalezy do typu zadanl wielowymiarowych optymaliza-
cji dynam;cznej. Do jego rozwigzania wykorzystano schemat jed-
nej z metod optymalizacji [10], ktéra mozna zaliczyé do gru=~
py metod wielopoziomowych, stosowanych w przypadku interakecji

w réwnaniach ogranicszei.
. Niech wektor W 2zawiera weszystkie skzadowe

ui, a wektor M zawiera wszystkie skkadowe Eglj

V
toréw P7 o1 0Taz §i‘

ﬁi- wektora
. v .
1 Faiy wek-

Dokonujge nastepnie podziazu wektoréw W i M na N pod-

wektoréw o mniejszych wymiarach otrZymuje:siex
W=lW,W W A
—[ 1' 2’ [ B ] j’ L N ) n] 1]

M =[M1, M2, -'..“Mj" ssee Mn]Tr,

gdzie:

(31)

3" Jjest nj wyniarowym podwektorem wektora W,
Mj - jest.pj wymiarowym podwektorem wektora M,
j - 1,2 ees Neo

Zadanie (V) mozna sformukowad teraz nastepujaco:.

‘(VI) nalesy wyznaczyé:

min ):fP 50 My)at,

J=1 i

(32)
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pray ograniczepiach

o] .
——W.:G.[W 'M-, S.] Jd = 1_2... N,
at "3 - gk U i !

: (33)
wj(to) = 0’

gdzie wystepujacy w (33) wektor S, jest zdefiniowany jako:
& _ Ca. Tr
85 _[s1j, Spys oo Sqj9 smj]_ .

Wektor ten zostal wprowadzony do (33) w celu eliminacji
sprzezed pomiedzy réwnaniami (27). Wtedy kazdy j-ty ukad réw-
nafi (33) staje sie niezalezny od pozostakych.

. Sk*adowa Sq, wektora Sj wyraza sprzgzenie pomiedzy wekto=
rem W, a W, . Jest ona wprowadzana do rdwnania (27) na
miejsce U.j; (1ub ich funkeji) o ile nie zawiera jej wektor
Wj.‘ ‘

Ten zwiazek wekbtora interakeji Sj z wektorami. W, .mozZna
przedstawié za pomoca ogdélnego réwnania interakcji, ktdére be-
dzie dodatkowym ograniczeniem dla zadania (VI)

Sj = Fj (W1’ W2’ eve wk’v..b WN) k # j’ ) (34)

gdzie

P, - mj wymlarowa funkcja wektorowa.

J

Do wyprowadzenia warunkéw koniecznych optymalnego rozwig-
zania zadania (VI) zastosowano w [10] zasad¢ maksimum 3 .
Hamiltonian tego zadania ma postaé:

. _
=Y [5.(w, u,) +AT" 6. w,,M.,5.] + g (P, - 8.)], (35
Jé_;[:;aa Ja[aaj.]9 J :i]
gdzie:

Aj - nj - wymiarowe wektory zmiennych sprzeéonych,
9 =My - wymiarowe wektory mnosznikéw Lagrange ‘a. -

Warunki konieczne 6siggniecia minimum funkejonaiu wyrazas=
ja sie {przy zakozeniu ciggtodei i rézniczkowalnosci funkeji
Gj’Fj’Pj) nastepujacos: :
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fas

at "3

= Tr Tr
. aB,  joaq, 37
a_ S ) - U N Jh & ) K
3% Ay TTeW, < TTaW, ( aw.) Ay } (awj> g (37

4 d
T Vs =355 Gj[ Wy, My, Sj] R (36)

! ! 5
J
~ Tr
2P, 3G,
dH _ _
3N, -7§w§_+<3m§> Ay =0 (38)
Tr
oG,
o 1 - -
35, *( asj> Ay =y =0 (39)
R _ i} |
3?3" Fj - 84 = 0, (40)

gdzie wekborowe pochodne czgstkowe s definiowane nastepujacos

815 843 843 |
k y - 9 sessoe
Y130 Y21 Mg
825 - &
’ 0..",.-....
LI Y
364 4
W, . .
J
ii,'.o--toooooo gnj
LW.Ij an—

_oraz

N - s % Tr
2%, =[érj ’ a®, ,..'an']
aw,!j aw2,j . awnj
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gdzie:
Gj =|:g1js g2j’ cene gnj]’

Wj =[W1'j, sz, LX) wnj] dlaj = 1,2, s 00 N.

Pochodne

a6, 3G, IF, b,
aN.' 3S.' aW. TN,
J J Jj M

definiowane 8g podobnie.

Jak mozna zauwazy ¢, przy pewnym wyborze funkeji Fj i przy-
jeciu P 28 ustalony parametr, cztery pierwsze rdwnania wa-
runkéw koniecznych (36)-(40) dla j~tego podproblemu beda nie-
zalezné od warunkéw dla pozostatych podprobleméw. Dla przy-
k¥*adu mozna przyjaé nastepujgcy zwiagzek Sj Z Wj

N
S5= 0 i Mo (41)
K#j

gdzie:
C. jk macierz (m x nk) wymiarowa, ktérej wyrazami sg O
lub 1.
Zalezno$é (41) oznacza przyporzadkowanie kazdej skkadowej

S. jednego elementu wektora W.
Wéwezas czlon sprzezenia w wyrazeniu (35) okreslajacymha-

miltonian zadania, moze byé zapisany jako

Z?JTTZ Ci Wy = Z TrZ ,Jk . (42)

k#" ﬁbk
Obecnie hamiltonian (35) przedstawié mozna w postaci sumy

(zamieniajgc w (42) indeks j na k, a k "na j)

N N
= = P Tr
"Z’Hj 'Z[PJ(WJ’MJ') +Ay GylWyay,Sy ]

* WTrZij P =63 5 S35

gdzie. kﬂ

Hj ~ hamiltoniany podproblemdw.

(35)
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Zatem réwnania (37) i (40) warunkéw koniecznych (36) =~
(40) optymalnego rozwigzania problemu catodciowego przyjmg o-
becnie postaé nastepujaca:

d aH‘l a?- aG- Tr a . TI‘ .
(37 35 25 = 5w = 3w -\ Ay "—aw.[wjzckj 9k ]
j 3 j J k=i
k#}
: : 2H _ " - o
(40) 395 4O Mk " 55 = O

Minimalizujgc niezaleznie poszczegdlne hamiltoniany Hj,
dla wazystkich Jj, a nastepnie koordynujac otrzymane rozwig-
zania przez wybdr wektora Pl uzyskuje .sie,w wyniku powtarza-
nia takich cykli iteracyjnych, optymalne rozwigzanie ogdlnego
zadania (VI) z zadang dokZadnoscia pod warunkiem, ze bedzie to
- procedura zbiezZna.

W tym celu zastosowano w [10] metode, nazwang metodg GSC
CGauss—Seldel Controller), -

W metodzie GSC wyrdznia sie dwa etapy, ktére identyfiko-
waé moZna z pierwszym i drugim poziomem rozwigzania zadania
(vI): '

a. Pierwszy poziom to rozwigzanie réwnad (36),(37), (38),
dla kazdego J, przy zatozonych wstepnis o i Sj;.Podstawo—
wg trudnodcig tu wystepujacg 7jest rozwigzanie tzw., problemu
dwugranicznego, zwigzanego z dwugranicznym charakterem warun-
kéw dla W (t ) oraz koficowych wartosci zmiennych sprzezonych

(T), wynlkajacych z warunkéw transwersslnosci [3] Istnie~
Je gzereg metod rozw1azywan1a problemdéw dwugranicznych, [3],
[11] PrawidZowy wybdr jednej z nich bedzie zalezny " w duzym
stopniu od szczegdtowej postaci zadania. Dlatego teZ na obec=-
nym etapie prezentacji proponowanego schematu obliczed nume=-
rycznych nie bedzie ta kwestia rozstrzygana. W wyniku minima-
lizacji Hj'dla kazdego z j podprobleméw - wyznacza sie Ay i
Wko_ v

be. Drugi poziom to wyznaczenie nowych P i Sj’ Ich wyli-
czenie zalezy od uzyskanych uprzednio rozwigzard czesciowych,co
wynika 2z (39) i (40). Réwnania te speiniajg role réwnahd koor-
dynujacyeh rozwigzania pierwszego poziomu. Wektor zmiennych
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koordynujgcych g)k'dla kolejnego cyklu iteracyjnego wylicza
sie¢ z zaleznosci [10]: :

aGk Ty

gdzie

N
S =chk Wy dla j,k = 1,2 ... N.

&

6.6. Waznym zadaniem, pozostajgeym zawsze do rozstrzyg-
nigcia przy stosowaniu przyblizonych metod obliczeniowych,
Jest problem. zgodnoséci przyjetej metody aproksymacji z Scis-
tym rozwigzaniem analitycznym. W przypadku proponowanej tech-
niki liczenia odnosi si¢ to do zbadania:

(A) jak wpiywa liczba punktdéw dyskretyzacji zmiennej prze -
strzennej na kdrelacje rozwigzania zadania aproksymujacego
(VI) z rozwigzaniem zadania podstawowego estymacji (III),

(B) jak wptywa funkcja kary okreslona zaleznoscia (29) na
uzyskiwane rozwigzanie zadania aproksymujacego (IV),

(c) Jak zalezy rozwigzanie zadania (V) od iloédci przyje-
tych w metodzie GSC plerwszych pozioméw i zastosowanej metody
koordynacgl rozwigzan czedciowych oraz jaka jest zbieznosé
iterdcji tej metody. » .

Przeprowadzenie szczegdtowej analizy tych zagadnien jest
'bardzo>trudne na rozwaZanym poziomie ogdlnodci danego zadania
estymacji interesujgcej klasy zjawisk reaktorowych., Obecnie
mozna tylko podaé ogélne wskazania i wnioski pomocne przy jej
przeprowedzeniu,

- ad - (A). Do chwili obecnej.nie ma w literaturze wynikdw
obliczed (wykonywanych na szeroks skale), aby méc przeprowa-
dzié takg analizg pordwnawcza, Ogdlnie wiadomo, ze im wigksza
‘liczba punktdw dyskretyzacji, +ym lepsza powinna byé korela=
cja z Seistym rozwigzaniem analitycznym. Pewne wyniki apro-
kaymacji, przez dyskretyzacje¢ zmiennej przegtrzennej, kilku
prostych zadad z interesujgcej klasy zadai optymalizacji dy-
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namicznej gg podane i omdwione w [12]. NaleZy'zaznaczyé, Ze
do wykonania tego rodzaju analizy wymagana jest znajomoéé dci-
stego rozwigzania estymacji, co nie zawaze jest moZliwe do
osiggnigcia. Reasumujgc, jedynym sprawdzianem praktyecznym
(ilosciowym) wpiywu liczby punktéw dyskretyzacji na korelacje
rozwigzal przybliZonego i Scistego danego zadanis pozostaje
eksperyment numeryczny.

Trzeba tu jednak zaznaczyé, Ze w danym przypadku na osta-
taczny wyhik liczenia wpZywajag takze kwestie poruszone w (B)
i(c).

Niekiedy wnioski z takiego eksperymenfu udaje sie uogdl=-
nié na pewne grupy zadail z rozwazanej klasy zadad estymacji.

ad - (B). Jak juz zaznaczono W p. 5.4,a8 wykaZano_w.[9],
rozwigzanie optymalne zadania zastepczego (V) jest zbiezne do
rozwigzania optymalnego zadania aproksymujacego (IV) z ogra-~
niczeniami nierdwnosciowymi, przy czym zbieznos$é ta rozumians
jest w sensie zbieznosci wartodeci funkcjonakéw (16) i (30).

Zachodzi to, gdy wektor & .,—0. Dobierajgc zatem odpowie~
dnio mate sktadowe wektora &. zapewni s8ig¢ odpowiednis zgod-
nosé zaded (IV) i (V). Z tego wynika,ze w sposéb posredni po-
staé funkcji kary wpiywa rdéwniez na wynik ostateczny aproksy-
macji zadania (III) zadaniem (IV).

ad - (C). Jak dla kaZdeéo procesu 1iteracyjnego tak i dla
metody GSC zasadnicze jeat pytanie o zbieznodci cykli ifera-
cyjnych. W [10] stwierdzono, ze metoda GSC wykazuje dobra
zbieznodé dla szerokiej klasy zadad, wkaczajac w nie réwnies
nieliniowe., Jest ona dwukrotnie szybeiej szbiezna od metody
Jacobiego oraz konkuruje pod wzgledem szybkosci realizacji z
metodg relaksacyjng. Zwykle jako kryterium.dokladnoéci uzys-
kiwanego-rozwigzania optymalnego zadania ogélnego (VI),przyj-

muje sie pewne, odpowiednio zdefiniowane, normy "ejl gdzie

i,

i-numer iteracji, j-numer zadania czgsciowego.

To Pddsumowanie

W niniejszym artykule przedstawiono metode estymacji op-
tymalnej pewnej klasy przestrzenno-czasowych procesdw fizycz~-
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nych, na przykladzie modelu zjawisk zachodzgacych w reaktorze

jadrowym, Po analizie mozliwosel estymacji optymalne] rozwa-

zanej klasy zjawisk reaktorowych, przedstaW1ono pierwotne za-

danie estymacjl optymalnej jako zadanie optymallzacgl dynami=-

cznej. Podano warunki wystarczajace i konieczne. -optymalnego

rozwigzania danego zadanla, wykorzyetujgc pogecle funkcgona-

18w Lagrange ‘8. Zaproponowano technike przybllzonego pumery -
cznego rozwigzania danego zadania optymalnej estymacji pole=-

gajaca na dyskretyzacji zmiennej przestrzennej,nastepnie prze-
kaztakceniu otrzymanego zadania w zadanie z ograniczeniami .
tylko réwnosciowyml i z kolel rozwiazanie tak przedstawionego

zadania przy uzyciu jednej z metod wielopoziomowych, tzw.'me-'
tody GSC. Oméwiono takze pokrdtce pewne zagadnienia zwigzane

7 analiza zgodnodcl przybliZzonego rozwigzania (wg przyjete]

metody aproksymacji) z Scis?ym rozwigzaniem danego zadania

estymacji optymalnej.
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METOL OINTHMAJNBHOM OIEHKM HEKOTOPHX @MBWYECKEX
IPOLECCOB YKABAH HA NPUMEPE MOIEJH [POLECCOB
BOSHUKARIMX B ALEPHHX ';PEARTOPAX

KparTiroe colXepxaHUUE®E

B ctaTUX NPeACTABAEHO METOX ONTUMAJBHOH ONEGHKH HEKOTO-
DHX ODPOCTDAHCTBEHHO - BPEMEHHHX NPOLECCOB Ha NPUMEDE MOZASJH
NpONeCcCcoB BOBHUKANMUX B ANEDPHHX DeakTopax.

ocae Kﬁamxorp aHaiKn3a BOBMOXHOCTHM OINTHMAaJbHOR OLEHKH Dac-
CyXIaeMHX DPeaKTOPHHX NPOLEeccoB, MUDPEACTABISHO nepabnaqanbnym
3alavyy ONTHMAJBHON OLEHKW, KAk 3alauy IHHAMAUSCKON ONTHMAaIN--
-aéunn. CHOPMYAMPOBAHO JLOCTATOUHHE XU HeoOx0IuMEe y6n03nﬂ IS
ONTHMAIBHOIO pEemeHHA 5To# 38JNauM,HCHOAb3YA METOX QYHKIEOHALOB
Jarpanre’a.

[IPeATOKeHO NPHOINXEHHHI METOHN PEmeHUA, KoTOpHE cocrTouTCHE
¥3 cJaeIywmuX €TanoB: IHCKpeTH3anuu nepemenﬁoﬁ IpPOCTPaHCTBEH~
Holt, 3areM npeoCpas3OBaHUA noayueHHOR safak¥n B 3aIaYy TOXBKO C
PABEHCTBEHHHME OTDAHMYEHUAMH M NOCIEXOBATSARLHO ‘pemeHUA TaK
npeXcraBieHHOR npobieMH METOLOM JELEeHTPalH3alHuHn PCH;
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Haxouel 0GCyXIeHO HEKOTOPHE BONPOCH aHajusa COOTBETCTBUA
OPUOCAMKEHHOTO ¥ BEPHOTO MeTOXKa PemeHus ITagHo# 38ajJauyM OITH-
MaJBHOH OUESHKU.

OPTIMAL ESTIMATION METHOD FOR CERTAIN PHYSICAL PROCESSES
- ON THE EXAMPLE OF PHENOMENA OCCURRING IN A NUCLEAR REACTOR

Summazry

The method] of an optimal estimation of a certain class of space-ti-
me physical processes, on the example of a model of phenomena occurring
in a nuclear reactor, has been presented in this paper. The analysis of
possibilities of an optimal estimation of the reactor phenomena class
under consideration has been followed by the présentation of the prima-
ry task of an optimal estimation as that of a d&namic optimization.Suf-
ficient and necessary conditions: have been quoted for the solution of
the task given, under the employment of Lagrange functionals theory.
The technigue has been proposed, of an approximate numeric solution of
the optimal esfimation problem given that involves first the space va-
riable having been discretized, then the - transformation of the problem
given into that involving equality. llmltatlons only,- and ultimately the
solution of the problem thus presented with the use of one of multi-
level methods, the so called GSC method. Certain problems involved in
" the analysis of approximate compatdbility of the solution according to
the approximation method adopted with an exact solution of the optimal

estimation problem given have also been discussed in brieﬁ.

Rekopis dostarczono w lipcu 1972 r.



