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1. Watęp 

W w i e l u d z i a d z i n a c h nauk i i t e c h n i k i wys t ępu j e problem o -
szacowania pewnych z j a w i a k zachodzących w c z a s i e i p r z e s t r z e -
n i . Do t a k i c h d z i e d z i n z a l i c z a s i ę t a kże i n ż y n i e r i a r e a k t o r o -
wa. J a k wykazano w [ i ] , r e a k t o r jądrowy mocy j e s t układem z ło -
żonym i o p i s a n i e go dokładnym modelem matematycznym ( s z c z e -
g ó l n i e w s t a n i e n i eu s t a l onym) j e s t p r a k t y c z n i e n iemoż l iwe . W 
w i e l u z a g a d n i e n i a c h , związanych np. z p r z y s z ł ą lub b i e ż ą c ą e k s -
p l o a t a c j ą r e a k t o r a , p r zyda tna okazać a i ę może e s t ymac j a o p t y -
malna f u n k c j i s t anu pewnych z j a w i s k reaktorowych [ i ] , forma-
l i z m k t ó r e j z o s t a ł podany w [ 2 ] . Ta metoda e s t y m a c j i o p i e r a 
s i ę na znanym z pewną dokładnośc ią modelu de te rmin i s t ycznym 
dynamiki i ob s e rwac j i t y ch z j a w i s k oraz na p rzy j ę t ym (propo-
nowanym) wskaźniku j a k o ś c i e s t y m a c j i , stanowiącym mia r ę zgod-
nośc i modelu matematycznego z r z e c z y w i s t y m i procesami r e a k t o -
rowymis 

W n i n i e j s z e j p racy omówione zos taną t e o r e t y c z n e aspekty 
proponowanej metody e s t y m a c j i optymalne j rozważanej k l a a y pro-
cesów zachodzących w r e a k t o r z e jądrowym, s z c z e g ó l n i e r e a k t o -
r z e energetycznym. 
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( I ) Należy znaleźć taka -p., , . 
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" j ą c e model dynamiki [ i ] ) . 

' d l a Хей, 

Ö(t ,X) = о 

dla fogs f ( 2 ) 
u ( t o , z ) = o 

d l a ХеЛ, 

0 r a Z ° β » α ΐ ο « β ή nieróvmoáciowych f . 
w i e n i a z a d a n i a e s t y m a c j i z f Z l L k p o s t a -

f i z y c z n e g o punktu w idzen i a [ Ί ] ) : 

Ú ( t ' X ) + V * b O d l a ад, . 
g d z i e ś 

z - t rójwymiarowy „ e k t o r w s D Ó ł r ^ u 

obszaru r e a k t o r a Д - Q Z Τ У p r z s a ^ e n n y c h z 
« b r z e g i e m tego o ß ^ a 

t - c z a s p r z e d z i a ł u czasu e ś t y m a c i i Γ+ 
- " M i a r o w y wektor es tymat f ^ • ' ] ' 

procesów reaktorowych S t a ß U r o z » a ż a n y c h 
n-wymiarowy wektor dopuszcza lnych Γ2Ι , , 

dynamiki rozważanych J T > J n k C j i b ł ę d u 
anych procesow reak torowych , 
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í £ ( t , X ) - к - wymiarowy wektor dopuszcza lnych [2] f u n k c j i 
błędu op isu o b s e r w a c j i rozważanych procesów r e a k -
torowych, 

Up(X) - dany η - wymiarowy wektor f u n k c j i z a l eżnych od X, 
O k r e ś l a j ą c y poziom mocy r e a k t o r a , 

$ ( t , X ) - dany η - wymiarowy wektor , o k r e ś l a j ą c y znane od-
d z i a ł y w a n i e o t o c z e n i a na z j a w i s k a zachodzące w 
r e a k t o r z e jądrowym, 

* U ) - dany, l i n i o w y (n * n) macierzowy ope ra to r r ó ż n i c z -
kowy cząstkowy rzędu d r u g i e g o , za l eżny od X, 

D(X) - d i a g o n a l n a (к * k ) mac ie rz f u n k c j i d e l t a D i r a c a , 
S ( t ) --.dana (n * k ) mac i e r z f u n k c j i z a l e żnych od -czasu , 

s p e ł n i a j ą c a r o l ę mac ie rzy w a g i , 
Z ( t ) - dany к - wymiarowy wektor f u n k c j i o p i s u j ą c y c h zmia-

ny w i e l k o ś c i obserwowanych w c z a s i e te j to , τ ] , 
Tr - oznacza t r a n s p o z y c j ę , 

[(.·)] - oznacza ( t u i d a l e j w . a r t y k u l e ) t a k i e samo w y r a ż e -
n i e , j a k w poprzedzającym ten z a p i s n a w i a s i e kwa-
dratowym. 

W powyższym sformułowaniu zadan ie optymálne j e s t y -
m a c j i f u n k c j i s t anu rozważanych procesów reaktorowych j e s t 
zadaniem s z u k a n i a minimum , f unkc jona łu całkowo-kwadratowego 
przy o g r a n i c z e n i u równościowym typu równań różniczkowych c z ą -
stkowych i og r an i c z en iu nierównościowym nałożonym na jedną z 
f u n k c j i m i n i m a l i z u j ą c y c h t en f u n k c j o n a ł . 

3 · B a l i s a możl iwośc i optymalne j e s t y m a c j i rozważanej k l a s y 
z j a w i s k reaktorowych 

l i i i . A n a l i z a moż l iwośc i e s t y m a c j i rozpatrywanych procesów 
reaktorowych dotyczy przede wszystk im dwu zagadn ień [2] i : 

a ) czy można j ednoznaczn i e wyznaczyó ( d l a u s t a l o n e j iUök-
o j i - b ł ę d u $ ( t , X ) f u n k c j e s t anu U( t ,X ) d l a c h w i l i czasu 
t e L V T J 1 ν Ώ θ Γ 3 Ζ danego Z ( t ) , p r z y o k r e ś l o n e j t r a n s -
f o n n a c j i między Z i l j 
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z ( t ) = / D ( x ) [ s ( t ) u ( t , x ; + F r j d ä t 

ъ) czy i s t n i e j e rozw iązan i e danego z a d a n i « ϊ τ ) . 

~ ί -

» r o t ^ j do dane j m a c i e r z , S ( t ) . ° l a od-

Rozp iau j ąc bowle« ( 4 ) o t r ^ u j e e i f 

V " - Ď B ) a ( t 4 ( t > v t ^ 

m = 1 . 2 , . . . к , 

g d z i e : 

Sm,n ~ w yrazy mac ierzy S ( t ) , 
u (f τ ΐ o. * 

• • V " R * O I A ^ « « - W . 

шкодх z m ( t ; , a w i n t e r p r e t a c j i f i z v Q 7 n n , 
c z a j ą c y m i e j s c e umieszczen ia m - t e L Π Γ " 

w o b j ę t o ś c i r e a k t o r a Μ . ^ d e t e k t ° r a 

W ^ V - m - t a składowa wektorowej f u n k c i i , 
s e r w a c j i procesu [ i ] . ' b ł § d U ° p i a u o b -

Ponieważ d l a celów ΪΑ-Ι -
u a t a b n a , . ^ j M t ; n « . » - V j M t 

a a p i s a ć na leżność (4) ' j a t „ № Pa ramet re » , n o ! i M za t ím 

g d z i e : 
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P i s z ą c ( 5 ) jw p o s t a c i wektorowej otrzymuje s i ę 

W(t) = S ( t ) U ( t ) , (5)' 

skąd 

U ( t ) = S ~ 1 ( t ) W ( t ) . ( 6 ) 

Zatem warunkiem jednoznacznego wyznaczenia f u n k c j i s tanu 
U( t ,X) d l a danego t , X , Z ( t ) i u s t a l o n e j j e s t w tym p r z y -
padku i s t n i e n i e mac ierzy odwrotnej S " 1 ( t ) do danej macierzy 
S ( t ) . 

3 . 3 . Problem d rug i w iąże s i ę z badaniem warunków w y s t a r -
c z a j ą c y c h na t o , aby rozwiązan ie danego zadan i a e s t y m a c j i by -
ło optymalne. Spe łn i en i e przez to warunków w y s t a r c z a j ą c y c h za -
pewni j e go i s t n i e n i e , a s p e ł n i e n i e j ednocześn i e warunków ko-
n i ecznych pozwoli na j ego jednoznaczne wyznaczenie [ 3 ] , przy 
czym będz ie to jednoznaczność a lbo w s e n s i e lokalnym albo w 
s e n s i e absolutnym, w z a l e ż n o ś c i od rodza ju uzyskanego e k s t r e -
mum f u n k e j onału ( 1 ) . 

4 . Optymalna e s t ymac j a rozważanej k l a s y procesów reaktorowych 
j ako zadanie o p t y m a l i z a c j i dynamicznej 

4 . 1 . P r z e k s z t a ł c a j ą c sformułowanie ( I ) z adan i a e s t y m a c j i 
optymalne j , równanie o p i s u j ą c e model dynamiki [ i ] rozważanych 
procesów reaktorowych można p rzeds t aw ić w równoważnej mu pos-
t a c i całkowej [4] , [ 5 ] 

u ( t , x ) = f l Ko(ť, t ,x , ,x)[5(ť,x') + ^ ( ť . x y j d š a ť , (7) 
t0 a 

gdz i e s 

KQ j e s t mac ierzą f u n k c j i Greena, z z a łożen i a daną . 
Należy zaznaczyć , że w szczególnym przypadku j e j wyznacze-

n i e może okazać s i ę trudnym zadaniem. 
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4^2. Zdefiniowano n a s t ę p u j ą c y ope ra to r 

*[M£] Ä {φ,[ϋ,%ΐ, - Ψι[ϋΜ - (ú+Up)},. ( 8 ) 

g d z i e : 

t 

Ψ,it Χ ] - ů(t ,Х) - Я Ko(ť,t,x;x)[?(ť,i) + 

oraz symbol {} J e s t symbolem zbioru uporządkowanego [ б ] . 

Operator (8 ) przy jmuje war tość w p r z e s t r z e n i f u n k c y j n e j 
B, b ędące j i loczynem k a r t e z j a ń s k i m p r z e s t r z e n i Л estymat 

d y U ^ í k i S t a n U 1 P r z e a t r z e n i * . - ^ i błędu opisu 

z = Γ (Ω X [ t o , ΤJ ) X£(52 χ [ t b f x Z4· (Q x [t o r T ] j x 

(9) 
1 С x ^ ο » Τ ] ) » /"'(Ω * [ t Q , T ] J . 

n « . h Τ Γ S l ę ' Ż e p r z e s t r z e ł l i e r . ę s ą p r z e s t r z e n i a m i B a -
nacha . Zatem Ε J e s t t e ż p r z e s t r z e n i ą Banacha [ б ] . Zakłada 
axę ponadto, ze p r z e s t r z e ń dopuszcza lnych f u n k c j i błędu opisu 
obse rwac j i rozważanej k l a s y procesów reaktorowych ( z d e f i n i o -
w a n e j [ 2 ] ) j e s t również p r z e s t r z e n i ą Banacha.Niech f u n k c j o -
n a ł ( 1 ) będzie okreś lony na e lementach p r z e s t r z e n i Z i p r z e -
s t r z e n i a c h f u n k c j i z ( t ) S <4V u ^ 
n . . „ u d V * ' » b n , m U ' ' będących t e ż p r z e s t r z e -
n i a ^ Banacha, np. p r z e s t r z e n i a m i typu C [ t o , T ] ( f u n k c j i c i ą g -
łych c z a s u ) . 0 J 4 6 

Ι Ο . Zadanie optymalnej e s t y m a c j i podane w punkcie 2 moż-
na sformułować przy p r z y j ę t y c h za łożen i ach jako n a s t ę p u j ą c e 
zadanie o p t y m a l i z a c j i dynamiczne j : 

_ ( I I ) na l eży wyznaczyć t a k i e elementy Ú*, p r z e s t r z e n i 
Γ ι ę o r az element ^ p r z e s t r z e n i Гг d l a k tórych funkc jona ł 
u ; o s i ą g a swoje minimum warunkowe, t z n . 
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Ů e r 
ft.« 

przy s p e ł n i e n i u o g r a n i c z e n i a 

\ f t O \ £ * ] < o . (11 ) 

Bowiem zgodnie z ( 8 ) warunek (11 ) można z a p i s a ć j a k o 

^ [ ů v n , - ^ [ й ' . Г Ъ - (и* + Up) < о , (11) ' 

co j e s t równoważne za l eżnośc iom: 

Е Ч - о , 
/ 4<r 
(11) 

U + U" > 0 . 

5 . Warunki w y s t a r c z a j ą c e i konieczne optymalnego r o z w i ą z a n i a 
danego z adan i a e s t y m a c j i 

5 . 1 . Warunki powyższe, w p o s t a c i różn iczkowe j i o k r e ś l a -
j ą c e ekstremum l o k a l n e , zos taną podane przy wykorzys t an iu po-
j ę c i a funkcjonałów L a g r a n g e ' a [ 6 ] [ 7 ] s 

M e c h : 
a ) f unkc jona ł β i ope r a to r φ będą réžn iczkowa lne w s e n s i e 

F r e che t a ( s i l n i e r ó ż n i c z k o w a l n e ) , 
b) f u n k c j o n a ł β i ope r a to r ψ będą wypukłe . 
Ogólną funkc j ą , Lagrange ' a danego z adan i a będz ie n a s t ę p u -

j ą c e wyrażen ie 
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] = ß [ ö , l r , & J + ψ [ ϋ , ί £ ] ] = 

- ß E f c t f . t f ] + ^ [ f o v , - * , } ] + χ 2 [ - и ] = 

g d z i e : 

- f unkc jona ł l i n i o w y nieujemny [ б ] , okreś lony 
na p r z e s t r z e n i Z, 

λ 1 - f u n k c j o n a ł l i n i owy nieujemny okreś lony na 
p r z e s t r z e n i /*•«£,/%£ f(y 

λ 2 - f u n k c j o n a ł l i n i owy n ieu jemny, okreś lony na 
p r z e s t r z e n i Γ. »I 

4 1 =/3+A1 - s zczegó lną f u n k c j a Lag r ange ' a danego z a -
d a n i a , 

A A A 
o & u + Up . 

Warunki w y s t a r c z a j ą c e n a t o , aby i s t n i a ł o optymalne 
rozw i ązan i e z adan i a ( I I ) e s t y m a c j i , podaje poniższe t w i e r d z e -
n i e . 

W tym tw i e rdzen iu j a k i d a l e j symbol d ^ a ; « ) oznacza 
s i l n ą różn i czkę Frache ta [ б ] . 

T w i e r d z e n i e 1 
P r z ^ t y c h z a łożen i a ch , j e ż e l i i s t n i e j ą t a k i e U*, 

i t a k i f u n k c j o n a ł l i n i o w y Л * ( f u n k c j o n a ł L a g r L i -
ge a ) , że d l a każdego Ů, % spełn ione są warunk i : 

Г , tyl Г ] = О, 

Г , Г , л р í « = о, ( 1 3 ) 
I 

tffr.CC.^ifbo, 
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d l a każdego $ >0 

R . x*u v]>0, ( 1 4 ) 

χ ; ) ; λ * ] = o, ( 1 5 ) 

d l a każdego Λ 1 > 0 

Г . л 1 ] < 0 , ( 1 б ) 

ku 9 ? Г ^ Г ] < о [ Г ' Г ' o s i ą g a swoje minimum przy w a m n . 

Dowód tego t w i e r d z e n i a j e s t podobny do podanego w [ б ] . 

Ь Ь Warunki konieczne optymalnego r o z w i ą z a n i a danego z a -
d a n i a można otrzymać z warunków w y s t a r c z a j ą c y c h po rozważeniu 

r e g u l a r n o ś c i problemu ( r e z y g n u j ą c wtedy z z a ł o ż e n i a o wypu-
k ł o s c i β ί ψ). 

A n a l i z a t a dotyczy sprawdzen ia dwu z a łożeń . 
Pierwszym j e s t z a ł o ż e n i e o " r e g u l a r n o ś c i o p e r a t o r a φ Γ ? ! . 

War i a c j ą dopuszcza lną (w s e n s i e Hurwicza) ze względu na o g r a -
n i c z e n i a ( 1 1 ) w punkcie [ Г d z i e t a k i punkt {ü,ÄT} k t ó -
r y ^spe łn i a t e o g r a n i c z e n i a w l in iowym p r z y b l i ż e n i u , t o j e s t d l a 
k torego zachodzą z a l e ż n o ś c i 

* > [ Г , Г ] + d р > [ ( Г , r ( 1 7 ) 

ifr* J Í M l d í a k a Ż < 3 e j W a r i a C ; i i dopuszcza lne j w punkcie 
1У , j i s t n i e j e krzywa wychodząca z t ego p u n k t u , s t y c z n a do 

f i r ' " r M Z ą C a W Z b i 0 r 2 e dopuszcza lnych , ' t o punkt 
iff , *β I nazywany j e s t punktem regu larnym o p e r a t o r a co.Opera-
t o r będz i e r e g u l a r n y , j e ś l i każdy punkt zb io ru rozwiązań do-
puszcza lnych będz ie punktem regu la rnym tego o p e r a t o r a . A n a l i -
t y c z n i e wyraża s i ę to i s t n i e n i e m t a k i e j f u n k c j i z a i e n n e j r z e -
c z y w i s t e j s ( g d z i e o « e « e o , s .ø j>0) d z i a ł a j ą c e j z [ 0 , s W 
a ^ n a l e Ż a ł ^ ^ z.bioru rozwiązań d o p u s z c z a l n i °oL 
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* ( 0 ) =.( t r , £ * } , 

<%K0;1) + ' d g ł ( 0 ; l ) = { U, Ę } . ( 1 8 ) 

J a k można wykazać [ 7 ] warunek r e g u l a r n o ś c i j e s t apełniony 
d l a ope r a to r a ψ 0 p o s t a c i ( 1 1 ) . 

Drugim j e s t z a łożen i e o słabym pomknięc iu pewnego zb ioru 
Q l , k tó ry j e s t zbiorem w s z y s t k i c h w pewien sposób z d e f i n i o w a -
nych funkcjonałów W [ 7 ] . Dla danego z a d a n i a są one okreś lone 
n a s t ę p u j ą c o 

W[U, s ] = v [ L ( { y f £ } , s ) ] v > 0 , (19) 

g d z i e : 
V - f u n k c j o n a ł l i n i o w y n ieu jemny , okreś lony w p r z e s t r z e n i 

w a r t o ś c i ope r a to r a L, to j e s t R g d z i e R p r z e -
s t r z e ń l i c z b r z e c z y w i s t y c h s , 

Ъ - ope ra to r d z i a ł a j ą c y z R * g f o k r e ś l a j ą c y pew-
ne p r z e k s z t a ł c e n i e l i n i o w e i mający n a a t ę p u j ą c ą pos -
t a ć 

ь { { $ , ^ } , а ) ' . : ( я , в Р [ о : d f t p [<ö r . i r * ) iü j+ d ^ c c f i : . ^ * ) , ^ · ] } (20.) 

J e ż e l i p r z e s t r z e ń Z w a r t o ś c i ope r a to r a φ j e s t p r z e s -
t r z e n i ą f u n k c j i c i ą g ł y c h c [ o , l ] l ub ograniczonych m i e r z a l -
nych l ub całkowalnych w kwadrac ie - co można za łożyć d l a d a -
nego z a d a n i a e s t y m a c j i na podstawie i n t e r p r e t a c j i f i z y c z n e j 
z a g a d n i e n i a - to sprawdzenie s łabego domknięcia zb ioru QL mo-
żna z a s t ą p i ć sprawdzeniem warunków, podanych w [ 7 ] . 

Sprawdzenie z a ł o ż e n i a o r e g u l a r n o ś c i ope r a to r a φ i- s ł a -
bym domknięciu zb ioru QŁ pozwala s tosować-warunk i konieczne 
przy wyznaczaniu r o z w i ą z a n i a optymalnego. 

Warunki t e podaje pon iższe t w i e r d z e n i e . 

T w i e r d z e n i e 2 
Niech : 
a ) w punkcie {u* , .zachodzi 'minimum warunkowe 

f u n k c j o n a ł u , przy o g r a n i c z e n i a c h φ [ ϋ , ϊ £ ] < 0 , 
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b) punkt { Ů*» £ * } będz ie punktem regu larnym o p e r a t o r a f , 
c ) z b i ó r Q l będz ie s łabo domknięty , przy czym p r z e k s z t a ł -

c e n i e l i n i o w e okreś lone j e s t wzorem ( 20 ) . ' 
Wówczas i s t n i e j e t a k i f u n k c j o n a ł L a g r a n g e ' a λ*, > 0 , że 

spe łn ione są warunki ( 13 ) - ( 1 6 ) . 
Dowód tego t w i e r d z e n i a j e s t podobny do dowodu podanego w 

[6]. 

5 . 4 . C h a r a k t e r y z u j ą c ogó ln i e metodę funkcjonałów Lag r an -
ge ' a można powiedz i eć , że z ak r e s w y k o r z y s t a n i a w p r ak t y c e po-
wyże j wyprowadzonych warunków j e s t ograniczony zwłaszcza wy-
maganiem mocnej różn i czkowa lnośc i /3 i ψ . Ponadto w n i e k t ó r y c h 
przypadkach sprawdzenie za łożeń o r e g u l a r n o ś c i problemu może 
n a s t r ę c z a ć t r u d n o ś c i . Jednakże o b l i c z e n i e różn i c zek F r e che t a 
j e s t stosunkowo ł a t w e , co s tanowi n i ewą tp l iwą z a l e t ę metody w 
porównaniu z innymi metodami uogólnionego rachunku wa r i a cy jne -
go W . 

6 · Technika p r zyb l i żonego numerycznego r o z w i ą z a n i a danego 
z adan i a optymalnej e s t y m a c j i 

6 » 1 « 1 ) 0 e fektywnego numerycznego r o z w i ą z a n i a danego z a d a -
n i a można d o j ś ć dwiema drogami . Albo rozwiązywać (na drodze 
a n a l i t y c z n e j l ub w sposób p r z y b l i ż o n y ) uzyskane z warunku ko-
n i ecznego optymalnego r o z w i ą z a n i a z adan i a e s t y m a c j i z a l e ż n o ś -
c i ( c h o c i a ż np. ze względu na s t o p i e ń ogó lnośc i rozważanego 
z a g a d n i e n i a w a r i a c y j n e g o n i e można na tym e t a p i e podać o g ó l -
n e j metody r o z w i ą z a n i a wyprowadzonych w poprzednim punkcie 
równań) , a lbo pos łużyć s i ę j edną z metod p r z yb l i żonych o p t y -
m a l i z a c j i dynamiczne j . 

Obecnie z o s t a n i e zaproponowana pewna t e c h n i k a p r z y b l i ż o -
nego r o z w i ą z a n i a danego z a d a n i a p o l e g a j ą c a na : 

a ) d y s k r e t y z a c j i zmiennej p r z e s t r z e n n e j , t j . p r z e z ap roksy -
mac ję problemu czasowo-przes t rzennego problemem czasowym, 

b) p r z e k s z t a ł c e n i e z a d a n i a z og r an i czen i ami n i e równośc io -
wymi w zadan ie z og ran i czen i ami równościowymi (poprzez wyko-
r z y s t a n i e metody f u n k c j i k a r y ) , 
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с ) r o z w i ą z a n i e t a k p rzeds t aw ionego z a d a n i a przy u ż y c i u 
j e d n e j z metod wielopoziomowych o p t y m a l i z a c j i d y n a m i c z n e j . 

6 .2 ' . W c e l u u p r o s z c z e n i a z a p i s u w da l szym c i ą g u wprowadzo-
no n a s t ę p u j ą c e o z n a c z e n i a : 

/ / P ( ú , % M ) d Q d t å / / [ ( % Г ) Т Г £ + (P5 v)T rD(X)%v ]dQdt + 
(21) 

+ / ( z ( t ) - / D ( X ) [ S ( t ) { j ( t , X ) + ^ ] d ö ] T r [ ( · ) ] dt 
to & 

oraz 

G[Ü, Р д ] = ^ ( X ) Ú ( t , X ) + ? ( t , X ) + P G ( t 5 X ) . , ( 2 2 ) 

Wówczas z a d a n i e ( I ) op tyma lne j e s t y m a c j i rozważane j k l a s y 
procesów reak torowych p r z e d s t a w i ć można w równoważnej mu p o s -
t a c i : 

( I I I ) n a l e ż y z n a l e ź ć t a k i e f u n k c j e Ů* , , , k t ó r e m i -
n i m a l i z u j ą n a s t ę p u j ą c y f u n k c j o n a ł 

r 
( 1 ) ' / 3 [ Ύ , 4 , PG] * F F P ( U , % R , f ) d Q d t , 

t. й 

przy o g r a n i c z e n i a c h równościowych: 

^ - U = G [ Ü , ΡβΓ ] d l a X e ß , 

(2 ) ' Ů = 0 d l a XeöQ, 

Ü ( t Q , X ) = o d l a ΧεΩ, 

i o g r a n i c z e n i u nierównościowym 
(3 ) ' Ů + Up » 0 , 

6 . 3 . Zdef in iowano n a s t ę p u j ą c y wek to r , k t ó r y wyn ika z d y s -
k r e t y z a c j i zmiennej p r z e s t r z e n n e j X, w całym obsza rze 
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й [ Ι ^ Δ χ . , ) , 1 2 ( Δ Χ 2 ) , - i 3 ( A x 3 ) ] , (23) 

g d z i e : 

i ^ , i 2 » i - j są l i c z b a m i c a łkow i t ymi , składowymi wektora 

i = [ i 1 f i 2 , i 3 ] 

okreś lonymi j a k o 

I j = 0 , 1 , 2 , . . . Nj , 

g d z i e : 

w ( x , I W e " ^min . . . , , . w j - ( дх j » d l a j = 1 , 2 , 3 , ( 24 ) 
tj 

) m a x - maksymalna wa r to ś ć j - t e j współrzędne j p r z e s -
t r z e n n e j , 

~ m i n Ł m a l n a wa r to ść j - t e j współrzędne j p r z e s -
t r z e n n e j , 

( äXJ ) - krok d y s k r e t y z a c j i j - t e j współrzędne j p r z e s -
t r z e n n e j . 

Ponieważ ope r a to r G, wys t ępu j ący po prawej s t r o n i e równa-
n i a ( 2 ) o p i s u j ą c e g o model dynamiki rozważanej k l a s y procesów 
reak torowych , j e s t rzędu d r u g i e g o , można go aproksymować n a s -
tępu jącym wyrażeniem (porównaj [10] ). 

а [ и ( х ± , * ) , £ ( х . д ) ] B G ^ Ů J t ) ^ ( t ) ,u ._ 4 ( t ) , u , j 3 ( t ) , i £ ( t ) ] , (25) 

g d z i e : 

^jj. = { i| i = 0 za wy j ą t k i em k - t e j s k ł adowe j , równej l ] , p r zy 
czym " i " p r z e b i e g a w s z y s t k i e wewnętrzne punkty d y s -
k r e t y z a c j i , 

O 
Ĝ  - pewne f u n k c j e wektorowe k l a s y С , 
Ů ( t , X . ) = Ů . , 

= *β1· 

Dysk r e t y zu j ą c ( i ) ' , (2) ' i (3) ' otrzymuje s i ę n a s t ę p u j ą c y 
układ równań o p i s u j ą c y aproksymujący problem czasowy: 
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< I V ) C V % r i* « i 
(26) 

= ^ . ύ ^ , Ů(.í7í , 4 Ц , d l a X ^ . t ^ V 

d l a X^ed-Q, (27 ) 

d l a Χ^Ω, 

d l a Х±60, (28) 

u^ = О 

W = o 

u i 

g d z i e : 

% V ( t , X i ) ft U p í t , ^ ) A ( U p ) Ł , Ρ å g P i f oraz i n -
deka " i " p r z e b i e g a w s z y s t k i e wewnętrzne i zewnętrzne 
punkty d y s k r e t y z a c j i . 

6 . 4 . następnym etapem w proponowanym schemacie p r z y b l i -
żonego r o z w i ą z a n i a danego z a d a n i a j e s t p r z e k s z t a ł c e n i e go w 
zadan i e bez ograniczeń nierównowościowych ( 28) przez z a s t o s o -
wanie metody f u n k c j i kary [ 3 ] , [ 9 ] . 

Zdef iniowano d l a z a d a n i a (IV) n a a t ę p u j ą c e f u n k c j e ka ry 
( p r z e a u n i ę t e ) d l a i - t e g o o g r a n i c z e n i a nierównowościowego ( 2 8 ) : 

A i [ u i + ( U P , i » e i > 

' [С V í . U p ) i ^ i ^ P Μ d l a ů i + ( U p ) . < - . l f 

( 29 ) 

0 d l a ŮL+(Up) -

g d z i e : 
e . - wektor o składowych doda tn i ch , 

Ε - mac ie rz j ednos tkowa . 
Dodając f u n k c j ę kary A L do f u n k c j i podcałkowej w (26 ) 

ot rzymuje s i ę z ( IV) układ równań o p i a u j ą c y zadan ie bez og r a -
n i c z eń nierównowościowych,równoważne zadan iu pierwotnemu d l a 
d o s t a t e c z n i e składowych wektora δ i [ 9 ] 
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г 

г (30) 

to 
g d z i e 

P i á V 
przy o g r a n i c z e n i a c h ( 2 7 ) . 

б.15. Ze względu na dużą l i c z b ę punktów d y a k r e t y z a c j i " i " 
z adan i e (V) n a l e ż y do typu zadań wielowymiarowych o p t y m a l i z a -
c j i dynamiczne j . Do j e g o r o z w i ą z a n i a wykorzys tano achemat j e d -
n e j z metod o p t y m a l i z a c j i [ ю ] , k tó rą można z a l i c z y ć do g r u -
py metod wielopoziomowych, stosowanych w przypadku i n t e r a k c j i 
w równaniach o g r a n i c z e ń . 

Niech wektor W z a w i e r a w s z y s t k i e składowe U^. wektora 
u^, a wektor Μ z a w i e r a w s z y s t k i e składowe i З ^ . . wek-
torów Б ^ oraz ** 

Dokonując n a s t ę p n i e podz i a łu wektorów W i M· na N pod-
wektorów o mn i e j s z y ch wymiarach otrzymuje s ię· : 

W = [ V »2» " · W j W n ] T r , 

Μ = [ E 1 , M2 , . . . M^, . . . . M n ] T r , 
• · · · 

(31) 

g d z i e : 

W. - j e a t n . wymiarowym podwektorem wektora W, 
M. - j e s t . p . wymiarowym podwektorem wektora M, 

J 
j - 1 , 2 . . . N. 

Zadanie (V) można sformułować t e r a z n a s t ę p u j ą c o : 
(VI) na l eży wyznaczyć : 

τ 
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przy o g r a n i c z e n i a c h 

ж V = W V • 1 ' 2 · · · ' · ( 3 3 ) 

W^(t0 ) j = o, 

gdz i e w y s t ę p u j ą c y w ( 3 3 ) wektor S , j e s t zdef in iowany j a k o : 

S j = C S 1 j · S 2 j ' ' · · S 1 j » S m j J T r · 

Wektor t en z o s t a ł wprowadzony do (33 ) w c e l u e l i m i n a c j i 
sp rzężeń pomiędzy równaniami ( 2 7 ) . Wtedy każdy j - t y układ rów-
nań ( 33 ) s t a j e s i ę n i e z a l e ż n y od p o z o s t a ł y c h . 

Składowa S·^ wektora S^ wyraża s p r z ę ż e n i e pomiędzy wekto-
rem Wj a . J e s t ona wprowadzana do równania (27 ) na 
m i e j s c e ( l u b i c h f u n k c j i ) o i l e n i e z a w i e r a j e j wektor 

V 
Ten związek wek to ra i n t e r a k c j i S . z wektorami W. można 

J J , 

p r z e d s t a w i ć za pomocą ogólnego równania i n t e r a k c j i , k tó r e b ę -
dz i e dodatkowym ogran iczen iem d l a z a d a n i a (VI) 

S j = ( W 1 ' W2 ' · ' · V " * V к * j ' 
( 3 4 ) 

gdz i e 

F. - m. wymiarowa f u n k c j a wektorowa, 
j J 

Do wyprowadzenia warunków koniecznych optymalnego r o z w i ą -
z a n i a z a d a n i a (VI) zastosowano w [ 1 0 ] za sadę maksimum 3 . 

Hami l ton ian t ego z a d a n i a ma p o s t a ć : 

Η = £ [ V V V + + ? T r ( p J " V ] · ( 3 5 ) 

g d z i e : 
Aj. - n j - wymiarowe wektory zmiennych sp rzężonych , 
o . - m. - wymiarowe wektory mnożników Lagrange a . 
' J *ϊ 

Warunki konieczne o s i ą g n i ę c i a minimum f u n k c j o n a ł u w y r a ż a -
j ą s i ę (przy z a łożen iu c i ą g ł o ś c i i różni/czkowalności f u n k c j i 

n a s t ę p u j ą c o : 



Metoda optymalnej estymacji pewnych procesów fizycznych ... 19 

V W · 

a , _ _эн 
I T A j —awj 

Э H. 

ЭР, /3G 
aw. 

D 

ЭРЛ /9G. 

Tr 

-aw. / 

Ν . φτ. 

i " Z I ™ J 

ТмТ " a w. т \ам 

Tr 

λ 
""i 

) 9 k ' 

λ 3 • ° · 

(36) 

(37) 

(38) 

ЭН 
a s . " l a s . / 

J «ι 

3G. Tr 

λ 3 • ?3 • ° · 

ан -. = Рд - S , = о , 

(39) 

(40) 
з ę j 3 3 

g d z i e wektorowe pochodne cząstkowe są de f in iowane n a s t ę p u j ą c o : 

3G 
aw. 

g 1 j g 1 j 
wTT' wT7' · " ' l j 2 j 

g 2 j 

=nj 

g i . i 

g 2 j 

V 

oraz 
Tr 
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g d z i e : 

G j = [ g 1 j ' S 2 j ' · · · · g n j ] ' 

W j = [™13» W 2 j ' " · · " n i l . d l a å = 1 ' 2 ' ' · · W· 

Pochodne 

3G.· 3G.. áPk ЭР.. 
3N. ' a s . » ~3W7 1 зм . 

J J J J 

def in iowane są podobnie. 
J ak można zauważyć, przy pewnym wyborze f u n k c j i Б̂  i przy-

j ę c i u ę>k za u s t a lony paramet r , c z t e r y p ie rwsze równania wa-
runków koniecznych ( 3 6 ) - ( 4 0 ) d l a j - t e g o podproblemu będą n i e -
z a l e żne od warunków d l a pozos ta łych podproblemów. Dla p r z y -
kładu można p r z y j ą ć n a s t ę p u j ą c y związek S . z W. 

<] Л 

j ' j k "k ' 
*·ί 

g d z i e : 

^ j k " mSL0^-eTZ x wymiarowa, k t ó r e j wyrazami są 0 
lub 1. 

Zależność (41 ) oznacza przyporządkowanie każde j składowej 
S . j ednego elementu wektora W. . 
J 

Wówczas człon s p r z ę ż e n i a w wyrażeniu (35 ) ok re ś l a j ą cym h a -
m i l t o n i a n z adan i a , może być zap isany j a k o 

/V N N 

z ? j T r Z c j k wk = Z \ T r Z ^ j k T r ? j · (42) 
Ktj j + K 

Obecnie hami l ton i an (35 ) p rzeds t aw ić można w p o s t a c i sumy 
( z a m i e n i a j ą c w (42 ) indeks j na к , а к ' n a j ) 

'H = Ż H j = £ l ? j ( V V + λ Γ G j i > j ' M j ' s j ] + 

(35) 
N 

• • Γ Σ λ Γ » * - p f ^ ] · 
gdzie . ·* ''j 

H. - hami l ton i any podproblemów. 
J 
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Zatem równania (37 ) i ( 40 ) warunków koniecznych (36) -
( 40 ) optymalnego r o z w i ą z a n i a problemu ca łośc iowego przyjmą o-
becn ie po s t a ć n a s t ę p u j ą c ą : 

_å IML I h I a G i \ Т т а г л - T r 1 ( 3 7 ) a t x j = " aw^ = ~ aw.. " \ 3 W j j " " a w ^ L w j 9 k J 

= = 0 · k*j 

k*t 
k*i 

M i n i m a l i z u j ą c n i e z a l e ż n i e poszczególne .hamil toniany H.., 
d l a w s z y s t k i c h j , a n a s t ę p n i e koordynując otrzymane r o z w i ą -
z a n i a przez wybór wektora uzysku j e s i ę , w "wyniku powta rza -
n i a t a k i c h c y k l i i t e r a c y j n y c h , optymalne r o z w i ą z a n i e ogólnego 
z adan i a ( V i ) z żądaną dokładnośc ią pod warunkiem, że będz ie to 
procedura z b i e ż n a . 

W tym c e l u zastosowano w [ ΐ θ ] metodę, nazwaną metodą GSC 
( 'Gauss-Se ide i C o n t r o l l e r ) . 

W metodzie GSC wyróżn i a s i ę dwa e t a p y , k tó re i d e n t y f i k o -
wać można z pierwszym i drugim poziomem r o z w i ą z a n i a z adan i a 
( V I ) : 

a . P ierwszy poziom to rozw i ą z an i e równań ( 3 6 ) , ( 3 7 ) , ( 3 8 ) , 
d l a każdego j , przy założonych ws tępn ie ψ k i S^. Podstawo-
wą t r u d n o ś c i ą tu w y s t ę p u j ą c ą ' j e s t r o z w i ą z a n i e tzw, problemu 
dwugranicznego, związanego z dwugranicznym charak te rem warun-
ków d l a Ŵ  ( t Q ) oraz końcowych w a r t o ś c i zmiennych sprzężonych 
λ^ ( Τ ) , wyn ika j ą c ych z warunków t r a n s w e r s a l n o ś c i [ 3 ] . I s t n i e -
j e s z e r e g metod rozw iązywan i a problemów dwugranicznych, [ з ] , 
[ 1 1 ] . Prawidłowy wybór j e d n e j z n i c h będz ie z a l e żny ' w dużym 
s topn iu od szczegółowej p o s t a c i z a d a n i a . Dla tego t e ż . n a obec-
nym e t a p i e p r e z e n t a c j i proponowanego schematu o b l i c z e ń nume-
rycznych n i e będz ie t a k w e s t i a r o z s t r z y g a n a . W wyniku minima-
l i z a c j i H. d l a każdego z j podproblemów ·wyznacza s i ę i 

J к 
V 

b . Drugi poziom to wyznaczenie nowych ψ k i S. . . Ich w y l i -
c z en i e z a l e ż y od uzyskanych uprzedn io rozwiązań częściowych»co 
wynika z (39) i ( 4 0 ) . Równania t e s p e ł n i a j ą r o l ę równań koor -
dynu j ących r o z w i ą z a n i a p i e rwszego poiziomu. Wektor zmiennych 
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koordynujących ρ k ' d l a ko l e j n ego c yk l u i t e r a c y j n e g o w y l i c z a 
s i ę z z a l e ż n o ś c i [ ю ] : 

6 . 6 . Ważnym zadaniem, pozosta jącym zawsze do r o z s t r z y g -
n i ę c i a przy s tosowaniu p r z y b l i ż o n y c h metod ob l i c zen iowych , 
j e s t problem, zgodności p r z y j ę t e j metody ap roksymac j i z ś c i s -
łym rozwiązaniem a n a l i t y c z n y m . W przypadku proponowanej t e c h -
n i k i l i c z e n i a odnosi s i ę to do z b a d a n i a : 

(A) j a k wpływa l i c z b a punktów d y s k r e t y z a c j i zmiennej prze-
s t r z e n n e j na k o r e l a c j ę r o z w i ą z a n i a z a d a n i a aproksymującego 
(VI) z rozwiązaniem z a d a n i a podstawowego e s t y m a c j i ( I I I ) , 

(B) j a k wpływa f u n k c j a kary ok re ś lona z a l e ż n o ś c i ą (29 ) na 
uzyskiwane rozw i ą z an i e z a d a n i a aproksymującego ( I V ) , 

(C) j a k z a l e ż y r o z w i ą z a n i e z adan i a (V) od i l o ś c i p r z y j ę -
t y c h w metodzie GSC p i e rwszych poziomów i za s tosowane j metody 
k o o r d y n a c j i rozwiązań częśc iowych oraz j a k a j e s t · zb i eżność 
i t e r a c j i t e j metody. 

Przeprowadzenie szczegółowej a n a l i z y t y c h zagadn ień j e s t 
bardzo t rudne na rozważanym poziomie ogó lnośc i danego z a d a n i a 
e s t y m a c j i i n t e r e s u j ą c e j k l a s y z j a w i s k r eak torowych . Obecnie 
można t y l k o podać ogólne wskazan i a i wn iosk i pomocne przy j e j 
prze prow ad zen iu o 

ad - (A ) . Do c h w i l i obecnej n i e ma w l i t e r a t u r z e wyników 
o b l i c z e ń (wykonywanych na sze roką s k a l ę ) , aby móc przeprowa-
d z i ć t aką a n a l i z ę porównawczą. Ogólnie wiadomo, że im w i ęk sza 
l i c z b a punktów d y s k r e t y z a c j i , tym l e p s z a powinna być k o r e l a -
c j a z ś c i s ł ym rozwiązaniem a n a l i t y c z n y m . Pewne wyn ik i ap ro -
k s y m a c j i , p rzez d y s k r e t y z a c j ę zmiennej p r z e s t r z e n n e j , k i l k u 
p ro s t y ch zadań z i n t e r e s u j ą c e j k l a s y zadań o p t y m a l i z a c j i d y -

Tr 

(43) 

g d z i e 

N 

d l a j , k = 1 ,2 . . . N 



Metoda optymalnej estymacji pewnych procesów fizycznych ... 23 

namiczne j są podane i omówione w [12] . Należy zaznaczyć , że 
do wykonania tego rodza j u a n a l i z y wymagana j e s t znajomość ś c i -
s ł ego r o z w i ą z a n i a e s t y m a c j i , co n i e zawsze j e s t możliwe do 
o s i ą g n i ę c i a . Reasumując, jedynym sprawdzianem praktycznym 
( i l o ś c i owym) wpływu l i c z b y punktów d y s k r e t y z a c j i na k o r e l a c j ę 
rozwiązań p rzyb l i żonego i ś c i s ł e g o .danego z adan i a pozos t a j e 
eksperyment numeryczny. 

Trzeba tu j ednak zaznaczyć , że w danym przypadku na o s t a -
teczny wynik l i c z e n i a wpływają t akże kwes t i e poruszone- w (B) 
i ( C ) . 

Niek iedy wn iosk i z t a k i e g o eksperymentu uda j e s i ę uogó l -
n i ć na pewne grupy zadań z rozważanej k l a s y zadań e s t y m a c j i . 

Nad - ( B ) . J ak j u ż zaznaczono w p . 5 . 4 , a wykazano w [ 9 ] , 
r o z w i ą z a n i e optymalne z a d a n i a za s t ępczego (V) j e s t zb ieżne do 
r o z w i ą z a n i a optymalnego z a d a n i a aproksymującego (IV) z o g r a -
n i c z en i am i nierównościowymi, przy czym zb ieżność t a rozumiana 
j e s t w s e n s i e z b i e ż n o ś c i w a r t o ś c i funkcjonałów (16) i ( 3 0 ) . 

Zachodzi t o , gdy wektor £ . — 0 . Dob i e r a j ą c zatem odpowie-
d 

dnio małe składowe wektora zapewni s i ę odpowiednią zgod-
ność zadań (IV) i ( V ) . Z t ego wyn ika , że w sposób pośredn i po-
s t a ć f u n k c j i kary wpływa również na wynik o s t a t e czny ap roksy -
m a c j i z adan i a ( I I I ) zadaniem ( I V ) . 

ad - (С ) . J ak d l a każdego procesu i t e r a c y j n e g o t a k i d l a 
metody GSC za sadn i cze j e s t p y t a n i e o z b i e ż n o ś c i c y k l i i t e r a -
c y j n y c h . W [ 1 0 ] s tw i e rdzono , że metoda GSC wykazuje dobrą 
zb i eżność d l a s z e r o k i e j k l a s y zadań , w ł ą c z a j ą c w n i e również 
n i e l i n i o w e . J e s t ona dwukrotnie s z y b c i e j zb i eżna od metody 
J a cob i ego oraz konkuruje pod względem szybkośc i r e a l i z a c j i z 
metodą r e l a k s a c y j n ą . Zwykle j a k o k r y t e r i um dokładnośc i u z y s -
kiwanego* r o z w i ą z a n i a optymalnego z a d a n i a ogólnego ( V I ) , p r z y j -
muje s i ę pewne, odpowiednio zde f i n iowane , normy ||ej||j_» gdz i e 
i -numer i t e r a c j i , j -numer z adan i a częśc iowego . 

7 . Podsumowanie 

W n i n i e j s z y m a r t y k u l e przeds tawiono metodę e s t y m a c j i op-
t yma lne j pewnej k l a s y p rzes t rzenno-czasowych procesów f i z y c z -



24 Andrzej Masłowski 

nych, na p r z y k ł a d z i e modelu z j a w i s k zachodzących, w r e a k t o r z e 
jądrowym. Po a n a l i z i e moż l iwośc i e s t y m a c j i optymalne j rozwa-
żane j k l a s y z j a w i s k reak torowych , przeds tawiono p ierwotne z a -
dan ie e s t y m a c j i optymalne j j a k o zadan ie o p t y m a l i z a c j i dynami-
c z n e j . Podano warunki w y s t a r c z a j ą c e i konieczne, optymalnego 
r o z w i ą z a n i a danego z a d a n i a , w y k o r z y s t u j ą c p o j ę c i e f u n k c j o n a -
łów L a g r a n g e ' a . Zaproponowano t e c h n i k ę p r z yb l i żonego 1 numery-
cznego r o z w i ą z a n i a danego z a d a n i a optymalne j e s t y m a c j i p o l e -
g a j ą c ą na d y s k r e t y z a c j i zmiennej p r z e s t r z e n n e j . n a s t ę p n i e prze-
k s z t a ł c e n i u otrzymanego z a d a n i a w zadan ie z og r an i czen i ami 
t y l k o równościowymi i z k o l e i r o z w i ą z a n i e t a k przeds tawionego 
z adan i a przy użyc iu j e d n e j z metod wielopoziomowych, tzw. me-
tody GSC. Omówiono t akże pokrótce pewne z a g a d n i e n i a związane 
z a n a l i z ą zgodności p r z yb l i żonego r o z w i ą z a n i a (wg p r z y j ę t e j 
metody a p r o k s y m a c j i ) z ś c i s ł y m rozwiązan iem danego z adan i a 
e s t y m a c j i op t yma lne j . 
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МЕТОД ОПТИМАЛЬНОЙ ОЦЕНКИ НЕКОТОРЫХ ФИЗИЧЕСКИХ 

ПРОЦЕССОВ УКАЗАН НА ПРИМЕРЕ МОДЕЛИ ПРОЦЕССОВ 

ВОЗНИКАЮЩИХ В ЯДЕРНЫХ РЕАКТОРАХ 

К р а т к о е с о д е р ж а н и е 

В с т а т и и п р е д с т а в л е н о м е т о д оптимальной оценки н е к о т о -

рых п р о с т р а н с т в е н н о - временных п р о ц е с с о в на примере модели 

п р о ц е с с о в возникающих в я д е р н ы х р е а к т о р а х . 

После краткого анализа возможности оптимальной оценки рас-

суждаемых реакторных процессов, представлено первоначальную 

задачу оптимальной оценки, как задачу динамической оптимали-

зации. Сформулировано достаточные и необходимые условия для 

оптимального решения этой з а д а ч и , и с п о л ь з у я метод функционалов 

Л а г р а н г е ' а . 

Предложено приближенный метод решения, который состоится 

из следующих е т а п о в : дискретизации переменной пространствен-

ной, затем преобразования полученной задали в задачу только с 

равенственными ограничениями и последовательно решения так 

представленной проблемы методом децентрализации ГСЦ. 



26 Andrzej Masłowski 

Наконец обсуждено некоторые вопросы анализа соответствия 
приближенного и верного метода решения данной задачи опти-
мальной оценки. 

OPTIMAL ESTIMATION METHOD FOR CERTAIN PHYSICAL PROCESSES 

- ON THE EXAMPLE OF PHENOMENA OCCURRING IN A NUCLEAR REACTOR 

S u m m a r y 

The method! of an optimal estimation of a certain class of sp.ace-ti-

me physical processes, on the example of a model of phenomena occurring 

in a nuclear reactor, has been presented in this paper. The analysis of 

possibilities of an optimal estimation of the reactor phenomena class 

under consideration has been followed by the presentation of the prima-

ry task of an optimal estimation as that of a dynamic optimization.Suf-

ficient and necessary conditions· have been quoted for the solution of 

the task given, under the employment of Lagrange functionals theory. 

The technique has been proposed, of an approximate numeric solution of 

the optimal estimation problem given that involves first the space va-

riable having been discretized, then the transformation of the problem 

given into that involving equality, limitations only,· and ultimately the 

solution of the problem thus presented with the use of one of multi-

level methods, the so called GSC method. Certain problems involved in 

the analysis of approximate compatibility of the solution according to 

the approximation method adopted with an exact solution of the optimal 

estimation problem given have also been discussed in brief. 

Rękopis dostarczono w lipcu 1972 г. 


