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1. WStQP .

. Analiza ustalonych i nieustalonych zjawisk cieplnych w
ztozonych ukZadach wielowymiarowych z nieliniowymi warunkemi
brzegowymi (radiascyjna lub zkozona wymiana ciepia na brzegu
uktadu) jest problemem na tyle skomplikowanym, : Ze niezbedna
'jest gruntowna wiedza o przebiegu analogicznych proceséw fi-
zyczhych w ukzadach o stosunkowo prostej geometrii,Ne podsta-
wie tej wiedzy mozna, oczywisScie jeszcze przy pewnych uzasad-
nionych zaZOZeniach'upraszczajqcych,uzyskaé informacje odnos-
nie przybliZzonego zachowania sig rozpatrywanego ukiadu., Wyda-
je sie, ze tego typu postepowanie ma wigksze szanse powodze=
nia niz bezpodrednia analiza bardzo ziozonych, nieliniowych
zagadniefi brzegowych i abstrahowanie od fizyki danego zjawis-
ka poprzez wprowadzanie blizej nieuzasadnionych, =z technicz-
nego punktu widzenia, uproszczen, Dazenie do uzyskania mozli-
wie wiernych wynikéw (uwzglednienie niewielu zakoZzeil wuprasz-
CZajacych) prowadzi do poszukiwania rozwigzania skomplikowa-
nych zagadnier brzegowych, Wynika stad, ze w praktyce = .obli-
czeniowe] trzeba jeszcze czgsto decydowaé sie na kompromis,
Droga analizy numerycznej, chociaZz w wielu przypadkach bywa
niezawodna, jest zbyt Zmudna i co najwéﬁniejsze nie Zawsze
skuteczna, mimo korzystania z najnowoczééniejszych maszyn cy-
frowych, Analiza kolejnych, coraz bardziej zZozonych proble~
méw powinna byé oparta na wnioskach uzyskanych w trakcie roz-
patrywania bardziej elementarnych modeli odpowiednich zjawiék
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cieplnych, Uzyskane tg3 drogg wynikl mogg posiuzyé Jako cenne
wskazdwki odnosnie toku,K postepowania w sytuacji moﬂiwie blis-
kiej rzeczywistosci, Zagadnienie, ktdre jest przedmiotem ni-
niejszej pracy, stenowl element tzw. rozwazad bagowych, na
gruncie ktérych bedg realizowane pewne koncepcje dotyczgce wy-
znaczania ustalonych i nieustalonych pdél temperatury w nie-
liniowych, coraz bardziej zlozonych ukZadach wielowymiarowych.

2, Sformuzowanie problemu.Model matematyézny

Zagadnienie ustalonej wymiany ciepa przy laminarnym prze-
ptywie ptynu (przepZyw Poiseuille'a) przez cylindryezny, pro-
stoosiowy kanek o staiym przekroju, w przypadku liniowych wa-
runkéw brzegowych typu: staza temperatura $cianki,staty stru-
miedi cieplny przy $ciance, czy liniowa zmiennos$é temperatury
dcianki wzdtuz kanatu-znane jest jako tzw. uogélniony problem
Graetza-Nusselta, Problemowi temu poswigcono szereg prac [1]
+ [6]; w ktdérych przedstawiono rézne metody uzyskania rozwig-
zania, W niniejszej pracy rozwaza sig zmodyfikowane zagadnie-
nie Graectza-Nusselta, ktére okreslaé sig bedzie dalej jako
nieliniowy problem Graetza-Nusselia, a to ze wzgledu ne nie-
liniowy warunek brzegowy ha $Sciance kanazu, Jesli przepiyw
jest ustalony i ustabilizoweny hydraulicznie, %0 prazy:

a) braku wewnetrznych Zrdédex ciepia,

b) pominigciu wzdZuznego przewodzenia ciepda i ciepia tar-
cla, . - _
¢) zalozeniu stakych wartosdci parametrdéw fizycznych piy-
nu, pole temperatury okresflone jest przez réwnanie zachowania
energii, kitdre w rozwazanym przypadku ma postaé'paraboliczne-
go réwnania rézniczkowego czasteczkowego druglego rzedu
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Przyjmuje sieg zakozenie, %e wymiana ciepa na powierzchni
kanatu odbywa sie wykacznie drogg promieniowania cieplnego,
zgodnie z prawem Stefana-Boltzmanna

31(r=r ,z) :
R R ARLIINC
gdzie
m =4,

Jest to oczydcie nieliniowy warunek brzégowy .brzeciego
rodzaju, »
Drugi warunek brzegowy jest naturalnym warunkiem gymetrii

(9T(I‘=O‘Z) =0 . (4)

Na wlocie ptynu do kanaku zakiada sig stazy profil tempe-
ratury

/\  (r,z=0) = Ty = const, (5)
0<r<ry
Po wprowadzeniu wielkodci bezwymiarowych, kidre zdefinio-
wano w ozhaczeniach, réwnanie rdzniczkowe (1) przybiera pos-
tad

%Y _ o, (6)

" a warunki brzegowe majg forme:

a&(p=1 ) Mep_a ¢) = 1] = .
g>0 -——a?—"—g— + Nuz [J (P-1 ,l;’,) 1] =0, (7)
61"(2=0,§) ='O . (8)
>0 ~ Op '
Natomiast warunek poczgtkowy jest postacis
/N o(p,2=0) = Wy = const . (9)

0<p<1
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Analogiczny problem rozpatrzono w pracy [12].W wyniku za-
stosowania odpowiedniego przeksztaicenia catkowego szmodyfi-
kowano wyjSciowe réwnanie rdzniczkowe w ten sposéb, Ze poja-
wiz sie w nim dodatkowy czion nieliniowy, Minimalizacja tego
cztonu drogg odpowiedniego postepowania iteracyjnego doprowa-
dzizd do uzyskania przyblizonego rozwigzania numerycznego, W
pracach [14], [15] réwniez przeanalizowsno problem wymiany
ciepia przy laminarnym przeplywie‘plynu w przypadku nielinio=
wego warunku brzegowego na $ciance kanau,ale przy zaioZeniu,
%e temperatura $Scianki kaneiu jest rdéwna zeru (To=0), co sta-
nowi powazne uproszczenie ze wzgledu na fakbt, Ze rozpatrywane
zagadnienie staje sig jednoparametrowe,

3. Zagadnienie wariacyjne

Do rozwigzania problemu (6) + (9) stosuje sig metodg o-
parts na zasadach rachunku wariacyjnego. Metods ta posiugiwa=-
no sig wezedniej w [7]+ [10]. Poszukiwanie rozwigzania jest w
tym przypadku réwnowazne rozpatrzeniu nastepujscego zagadnie-
nia na ekstremum funkcjonaiu o postaci

J<x9’>=7rf [—%—(gradvﬁ + (1-92)%—‘2'4]9&9&(;» +
¢9 '

il 1 m+1
-f I\Tuz[ml?' (p=1,7) -19’(p=1,§):|dw= Extr. (10)
0

SpeZnienie zespoXu warunkdéws

a) silniejszego warunku Legendre' a (stosunkowo *atwo wy-—
kazaé, ze jest on spekniony),

b) warunku Eulera (znikanie pierWsZej ograniczonej waria-
cji powysszego funkcjonaiu),
wystarcza do istnienia tego ekstremum.

Stosujac twierdzenie Greena-Gaussa-Ostrogradzkiego i u-
wzgledniajge warunki brzegowes (7) i (8) otrzymuje sie naste-
pujqce wyrazenie na plerwszg ograniczona wariacje funkcjonaZu
(10)
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1
§3<vs= [div(gradu‘) - (1-p2>§%] Svpap=0. (11)
) 0

Wykonanie catkowania wymaga uprzedniegd zatozenia postaci
wyrazenia na przestrzenny rozkiad temperatury.

4, Zastosowanie zmodyfikowanej metody Kantorowicza

Przy zastosowaniu metody Kantorowicza zaktada si¢ prze-
strzenny rozktad temperatury w formie kombinacji liniowej

~ - : n
V(p,2) = v (p,8) + > q;(0)2,(p) (12)
i=1
W klasyczhej metodzie Kantorowicza (w zastosowaniu do réw-
nafl rézniczkowych czagstkowych typu eliptycznego) dokonuje sieg
intuicyjnego wyboru ciggu funkcji przyblizajgeych fi(p). Je-
dynym kryterium jest speinienie odpowiednich warunkdéw brzego-
wych., W zwigzku z tym powstaz problem opracowania metody do-
boru tego ciggu i to przy zagadnieniach opisywanychbnie tylko
réwnaniami réZniczkowymi czastkowymi typu eliptycznego, ale i
typu parabolicznego, Odpowiednie postgpowanie zostato sprecy-
zowane w [7], a jego skutecznosé wykazano w: [8], [9], [10]
Tak zmodyfikowana klasyczna metoda Kantorowicza bedzie zasto-
gowana do rozwigzania zagadnienia prezentowanego w niniejszej
pracy. ’
Cigg funkeji przyblizajgcych dobiera sig 2z elipiycznej
czegdci wyjéciowego rdwnania rdézniczkowego (6):

dv

J?- %”GT?Q> - Qo(p)(1-p2)- =

- (13)
7 & (v ) - (p)1-p?) = 0, 1 =1,2,..00m,
. gdzie : ‘ |
% (psd) = o (D, (p), 1=1,2,..05n (14)



Odpowiednie warunki brzegowe sg postaci:

dv (p=1,¢)
—0 274 Nu |v™p=1,{)-1| =0,
>0 g 7 uz[ 0! =11 ] (15)
. dﬂo(9=0,g)
£>0 de
orazs .
A av; (p=1,1) o
{>0 a¢ ’ | O (16)

/\ dl"i(p=0,'€) o
>0 d¢

Problem doboru funkcji przyblizajgcych, speiniajacych jed-
norodne warunki brzegowse Jest tzw. zewnetrznym zagadnieriem
Neumanna (zagadnienie brzegowe drugiego rodzaju), ktore, Jak
wiadomo, jes$li posiada rozwigzanis, to =z dok¥adno$cia do sta-
tej addytywnej., Odpowiednie funkcje prazybliZajgce okreslone
sg jednak jednbznacznie, a to ze wzgledu na fakt,ze rozpatry-
wany problem (6) + (9) jest zagadnieniem brzegowym trzeciego
rodzaju, kitdére posiada rozwiazénie-jednoznaczne;'Jeéli w kom-
binacji liniowej (12) uwzglednié tylko jeden wyraz, %o pray-
blizony rozk*ad temperatury piynu opisany jesi wyrazeniem

F 1,00 = 0,00,8) = %) + 4 W[t —¥ B £e(0), (1)

gdzies 4
¥ (4) = [1 = q,(2)/(4 W )]"‘ (18)
fo(9) = ;1_16_ (4._92 -94 -3) . (19)

Stosunkowo tatwo mozna wykazaé, ze kolejne funkcje przy-
- blizajace okreslcne sg nastgpujgcos

£(8) = ok 95 -39 4 B GLot -39, (20 -
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£,(9) = - (536° = 730%) + 397 - 597 - (0t - 35, (1)

£.(p) =Wy ,(p) . {22)

Znajomodé tych funkcji pozwala juz wykonaé catkowanie wy-
razenia (11).

W wyniku otrzymuje sig ukad n+1 nieliniowych rdéwnaf réz-
niczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu:

r

1o ~
. o 2439 | 0%
- (1- ¥ ,dp =0, (23a)
J{dlv(gradv) (1-p )Ta ] 0w pdp a

j[dlv(gradv) (1= )az]fi(p)pap 20, 1=1,2,eeepn,  (230)

0
poniewaz
0V, A%
i_ 0v _

Do wyznaczenia warunkdw poczatkowych stosuje sig metode
najmniejszych kwadratdéw, Zada sig, aby catka 2z kwadratu od-
chyled od funkcji zadanej przez (9) osiagaia minimum, W kon-
sekwencji prowadzi to do ukadu n+1 nieliniowych rdéwnan al-
gebraicznych . ‘

j[?(p,g=o) - Ji]STrpdp=o. (25)
0

W wyniku rozwigzanisa powyészych n+1 =zagadnied poczatko-
wych otrzymuje sig ciag wsp6iczynnikéw funkcyjnych, co w po-
¥aczeniu z faktem wczedniejszego wyznaczenia ciggu funkeji
przyblizajagcych prdwadzi do okreélenia ostatecznych wyrazei ma
.kolejné przyblizenia poszukiwanego pola temperatury piynu.
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5. Przyk¥ad numeryczny

Uwzglednienie w kombinacji liniowej (12) jednego czZonu
sprowadza problem wyznaczenia odpowiedniego wspdZczynnika
funkcyjnego do pieliniowego zagadnienia poczgtkowegos

ay, " +a) (WG -8)

ag a ‘P%m"z +b wrg-1+ c

s (26)

2m=1 ' _ 40 0i
¥, (¢=0) + 19 Nu (1+ )w'(g =0) - 1+75 T, G-O) +
(26)
40(Tu_+30; ) '
# =120 Y (£=0) - —E =0, (27)
19 m HuZ 19 m Nuz
gdzies L
2 6
4= mm, P
) (28)
b = - =
2 L\TU.Z
_ G
C =~ TTm Tu,,

Podobnie jak w [9] rozwiazenie mozna uzyskaé w postaci
zamknietego wyrasenis algebraicznego, ale dla funkcji odwrot-
nej, Jest ono postaci : '

m-{ +_—\/_‘ v +m\{ﬁ|
= P(m)|R{(~ Vo)1 + R(YB)in| 2 ——
4 m o n< o YA in WO(O)+m\IZ
ﬂvr‘ ¢ | w? 2 ¥re ¥ +¥ v \\
Y - ~€£(2-03m) . - I'e +
ROV 1n wol(jo)_m/:/—- ZreR(w )ln ly2 al 1 )+
‘ 1

(0)-2 ¥ (O)rb w +‘1f Wo
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-€(1-05m) W o2 v e Y, +w W
+ 2; re R(Y, J1n 5 %_ +
t “k ¥o(o)-2 v, (O)re W WA
k k k
-£(2-05m) (v - v, (O)):.mw
-2 ;:.m R(Y, )arctg T (0)- (W+Uf(0))reuf T, +
. l l l
-g(1-03m) ' (W W(O)):Lm?!fk
+ Z inR @, )ar"tg ¥ v (0)=(¥ +v (0))rev, +v, T_ |’ (29)
k k k
gdzies
: lwol =% exp(ii%ﬂ » ’l=o’1,..o’m-2 ’ (30)
urok ="Bexp (3£ i), K=0,1y00e,m=1 4 (31)
2me2 m-1
R(E) = ab ~7" +bE 4o (32)
. s (2m~1)52"2 4 amE 51 - g (m=1)ER2
1, m=2n’
P(m) =" . n=0’1,2,ooo (33)
0, m=2n+1,

Oczywidcie, ze réznowartosciowa w swej dziedzinie funkcja
{= f(wo) jest funkcjg odwracalng, ale na drodze graficznej.
Jedli przyjaé formalne oznaczenie

=t Ne) = g0, (34)

to pierwsze przybliZenie pola temperatury piynu (uwzglednie—
. hie Jednego czZonu w kombinacji liniowe] (12)) okreslone jest
wyrazeniem

.
~r

F0,0) = a(4) + 4 m, [1 - gOey(p) . (3
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Tablica 1

Wartodci poczgtkowe @;(§=0)

Uy
Nu 10,0 5,0
2z
1072 | 8,211391 | 4,811831
1072} 5,635457 | 3,992164
5 % 1072 | 4,040738 | 3,085571
107t | 3,470138 | 2,705853
5x 100V | 2,412826 | 1,951757 -
1,0 | 2,062942 | 1,694641
Tablica 2
. Vi = 5’0,. m=4,0 N
n ! o1 | o0,2| 0,3 0,4 0,5]| 0,6 | 0,7 0,8 ]| 0,9
2
10™3|5,2078|5,1920|5,1661|5,1310|5,0877|5,0372 4 ,9831 |4 ,9255 |4 ,8675
1072|5,86445,7895 |5,6670|5,5011|5,2966 |5, 0608 | 4,8018 |4,5295|4,2553
5x1072|6,40246,2698 |6,0528|5, 75885, 3966 |4,9789{4,5199 |4, 0376|3,5517
1o*’f6,5937 6,4430(6,1884|5,8433|5,4182|4,9280|4,3893|3,82323,2530] -
5x1071|6,9508(6,7508(6,4240(5,9808(5,43494,8053|4,1135 | 3,3866 | 2,6543
1,0[7,0576|6,84316,4923|6,0169|5,4313 4, 7559]|4, 0138 | 3, 234 0| 2,4484
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W tablicy 1 zamieszczono odpowiednie pierwiastki rdéwnanisa
- (27), Natomiast pierwsze przyblizenie warunku poczatkowego (9)

~dla dwu rdZnych wartodci temperatury poczatkowe ] 0& przed-
-gtawiono w tablicach 2 1 3, Na rys.,1 i 2 pokazano przebieg
zaleznosci bezwymiarowego wspéiczynnika funkcyjnego ¥ od

X o)
bezwymiarowej wspéirzednej w kierunku przepiywu piynu -f.Jest

to funkcja odwrotna wzgledem funkeji £, czyli zgodnie 2z wezes-
niej przyjetym oznaczeniem - funkcja g - (34).

Nalezy zauwazyé daleko idgcs analogie mledazy rys, 11 2
oraz odpowlednimi zaleZnosciami, kidre uzyskano w [9].Roléli—
" czby podobiedistwa Fouriera-Fo odgrywa tu bezwymiarowa wspéi-
rzedna - f. Analiza wyrazend (17) 1 (35) prowadzi do wniosku,
ze funkcJa g pokazuje zmienno$é temperatury piynu dla ¢ = 1,
W tablicach 4 i1 5 przedstawiono pierwsze praybliZenie pola
- temperatury pzynu w przekrojach: § = 0,5 i U= 0,1.Jesli w
kombinacji liniowej (12) uwzglednia sie dwa cziony, to poszu-
kiwane rozwigzanie jest postaci

IARITA IR ATH L ACR 267

Oczywiscie, Zze vb(p,g) okreélone jest wyrazeniem (17). Na-
lezy tu jednak zwrdcié uwage na fakt, ze wystepujgecy tam wspdk
czynnik funkeyjny - Y (¢) vedzie wyznaczony ponownie z inne-
go niz poprzednio zagadnienia poczatkowego., Z (12),(20), (36)
wynika, Ze drugie przybliZenie poszukiwanego pola temperatury
ptynu przedstawia pieg jako

H2) (p0) = W () + 4 m, [1-¥2)] 2 (0) + a ()2, (p) . (37)
0 Z o] 0 1 1

Natomiast ukiad nieliniowych réwnani rézniczkowych zwyezaj-
nybh, z kidrego wyznacza sie wspdiczynniki - funkcyjne ma po-
stads

. - ay da. .
(x 0" 1+r2+r311fl'm)d—,;°-(r4+r5wl'm)' d—;1=(r6+r7l!l'm)(1-1f";)+r8q1 .
(38)

ay dq
me1 7o 1 .
(el 4rys) g = *r0aT - e (105) +'2y 58,
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 :przy*szm:

fr_i:o,os-mss m Fu,, _r5=o,oo4643/(m Nuz), rg =0,001752 m Wu, ,
1"-2=0,.229167, " 1¢=0,458333 Nu,, 74,0=05 000104,
r3=0,25/(m Nu,), ;_'7%, 1\11=0,01‘8571v 'Nuz;

| 74=0,001752, rg==0,010317, r,=0,000455, (39)

i-.l 3=O,004643 .
UkZad ten mozna sprowadzié do postaci normalnej

8- row)n , (40)
gdzie: ug(g) i .
o- (41)
94 (%)
o, [a,0Y )+ 4, )a,]- A, (Y, )[BB(W ) + Cyay]
, EANCASWEN AEA N

2, (¥ [By(0) + Gyap]= B(U[A50Y) + 4,(¥ Ja ]
AT, = B,(%,) By(¥,)

Przyjeto anabzenia: (42)
[ Ay = 1W2m -1, rzwm -1, g s B, () = rq %+14-r13,

Aé(wb) = -(r yoo =14 rs? , By(y,) = r11(1’—W%) ,
j Aj(wb),= (1 -'U%)(r6wﬂ'1 + r7) sy Cp = -Tq5 » . (43)
a0 frew':,"1 . | | >c4 =Ty .

Nalezy jeszcze okre$lié odpowiednie warunki poczatkowe,
Maja one nastqpujaca postaé ogdélngs

~( ) .
j\: (2)(9 ;_o) - ]66_w__ 9‘&9: o,
& ° : (44)

4

' )
f[ézkpﬁ 0)- 0]642

0
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Jedli uwéglgdni_sie wcieéniej uZyskane‘zéleZnoéci, to o=
trzymuje siqs ’
) :

N  Nu_+1,007552v.
2m-1 - 1,007552¢, 1y Mey _ z' ? iy m=1

. . 1,090633; +1,007552 Nu
j + 1 0910633 W°(§=O) - ’ : i ’ 2

5 =0,

m Nuz m l\TuZ

(45)

346 =0)=10,512323 W, [¥B(z=0)-1] +39,737139 [ ¥, (5=0)-v; | .

Zwraca sie uwageg, ze nie zachodzi koniecznos$é rozwiazania
uktadu nieliniowych réwnafi algebraicznych, (co jest itrudhym
zadaniem [16]). ,

Oczywisdcie, %e w rozwazanym przypadku nie jest mozliwe u-
zyskanie rozwigzania w postaci zamknigtej. W zwligzku 2z tym
nalezy stosowaé jedng z iteracyjnych metod przyblizonych,zwra-
cajac uwage na zbieznosé odpowiedniego procesu iteracyjnego.
SzczegbZowa analiza rozpafrywanégo . zjawiska fizycznego do-
starcza wystarczajgeych do zapewnienia zbieznosci iteracji in-
formacji o poszukiwanym pierwiastku W%(C=O). Natomiast gdyby
Konieczne byto rozwigzanie ukiadu nieliniowych »rdéwned alge-
Braicznych,-to mogtyby wystapié powazne trudnosci zwiqzaneiﬁ
okresleniem, wystarczajgco bliskiego rozwigzaniu, przyblize-
. nia poézqﬁkowego, co w konsekwencji stawiatoby pod Enakiem
zapytania zbieznodé ciggu kolejnych przyblizer, Powazne kio-
poty zwigzane z zapewnieniem zbieznosci iteracji prowadzg wie-
dy do stosowania réznego rodzaju subtelnych metod (np. metody
najszi%sZego spadku). W rozpatrywanym przypédku zastosowano
metodeg Bairstowa g jako mgtody.poréwnawczej uzyto metody New-
tona, przy czym stwierdzono zadowaléjaca zgodnosé wynikdw,Ne-
lezy takze wzlgd bod uwage fakt, Ze trzeba tu stosowad aryt-
metyke zmiennoprzecinkows o wielokrotnej dokzadnosci, a to w
celu zabezpiéczenia sig przed wielomianami %le uwarunkowanymi

[16].
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Tablica 6

Wartodel poczatkowe \lfo(l;r.-o) - drugie przyblizenie

- §
i 10,0 5,0
Nu
2z
1073 7,285132 4,584814
1072 4,802417 3,522364
5 x 1072 3,408318 2,647811
1071 '2,921120 2,309529
5 x 1070 2,034107 1,669090
1 " 1,748273 1,463170
‘ ~Tablica 7
Wartosci poczatkowe d, &=0)
vy | ) _
- 10,0 5,0
2
1073 -78,280949 -11,863801
1072 -150, 725901 -42,640017
5 X 1072 -191,530298 -68,159363
107! -205,804345 ~78,054519
5 x 10~ -231,814351 -96,823812
1 —240,206951 -102,874603
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Tablica 8
Drugie przyblizenie -warunku poczatkowego (9),
1’&"'5101 m=4
Pl o | 02| 03| o4 | 05| 0,6/ o |
Nu 1 ? 1} 1] 1 ] ? ’7 0’8 0’9
z .
10-3 4,9255 14,9502 14,9814 [5,0112(5,0329 |5,0414 |5,0336 |5,0094 (4,9718

fo'a 4,7061 14,7965 14,9111 |5,0218 |5,1043 |5,1399 15,1178 |5,0367 |4,9075

5x1072 |4,5126 |4,6583 [4,8432 |5, 0226 |5,1574 |5,2178 |5, 1862 |5, 06 06 [4,8580

-1

107" |4,4361 |4,6033 |4,8156 |5,0219 |5,1773 |5,2475 |5,2125 |5, 0700 {4 8394

5x10™" {4,2888 [4,496914,7615 |5,0189 |5,2137 |5,3032 |5, 2623 |5, 0881 |4,804 7

1 4,2403 14,4617 4,7433 (5,0173 [5,2249 5;3208 5,2782(5,0941 14,7938

w fablicach 6 i 7 zamieszczono odpowiednie pierwiastki
réwnafi (45), Oczywidcie, Ze przy m = 4 wystepuje przynagmnleg
~Jjedna para plerw1astkow rzeczyw1stych.

W przypadku gdy istnieje ich kilka, to nalezy dokonaé wy-
boru odpowiedniej z nich, zgodnie z zasadami podanymi w [9] i
[10].

Natomiast w tablicach 8 i 9 przedstawiono drugie przy-
blizenie warunku poczabtkowego (9) dla dwu rozwazanych wartos-—
ci bezwymiarowe] temperatury poczgtkowej Uy

UkZ¥ad nieliniowych réwnan rézniczkowych (40)  jest tazw.
dwuwymiarowym uktadem autonomicznym, MoZna wykazaé, Ze wek=
torfunkcja F jest rdzniczkowalna w sposéb ciggly wzgledem o,
Istnieje wigc jednoznaczne rozwigzanie tego uktadu rdéwnan,kté-
re jednak w rozwazanym przypadku nie da sie zapisaé w postaci
zamkhietych wyrazefl algebraicznych., W zwigzku z tym stosuje
gie standaraowa.procedure Mersn, ktdéra- oparta jest na klasycz
nej metodzie Rﬁngego-Kutty czwartego rzedu, 'W wyniku uzysku-
je sig zaleznosé wspdiczynnikdéw fhnkcyjnych ¥, i qqodbez
wymiarowej wspéirzednej w kierunku przepiywu piynu ¢.
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W tablicach 10 1 M1 przedstaw1ono drugle przyblizenle po—_
la temperatury dla ¥ =0,5 i C:O 1 .. pray rozpatrywanychpo—j
przednio wartosciach oezwymiarowe; temperatury poczatkoweg,;
przy czym W gornych wierszach zamleszczono wynlkl : ;

= 10,0, a w dolnych przy vi = 5,0, : zreszta analog cznie’
w tablicach 4 1 5 w przypadku plerwazego przyhllzen-_ 3

Uzyskane wyniki pordéwnano 2. wynlkaml otrzyménymi przyv,
zastosowaniu metody réznic skonczonych, przy. czym. nleliniowy
warunek brzegowy zostal oparty na tzw.' ulepszonym schemacie
Schmidta. a

- Jedli przyjaé, ze blad wzgledny okresla sie analogicznie
jak w [9], to:

a) w przypadku pierwszego przyblizenia rozbieznosé wyni-
kéw prezentowanej metody i metody réznic skohczonych jest:

1) dla ¢ = 0,5 < 2% ,

2) dla ¢ = 0,1 < 5% ;

b) w przypadku drugiego przyblizenia rozbieznos$é ta wyno-
gi odpowiednio:

1) dle ¢ =0,5 < 1%,

2) dta ¢ = 0,1 < 3% .

Dyskusja bXedu wzglednego, obliczonego przy uzyciu metody
posredniej, potwierdza przypuszczenia oparte na analizie spo-
sobu spefnienia warunku poczgtkowego [9], [10]. Odpowiednia
zgodnosé dwdch kolejnych przyblized warunku poczgtkowego po-
cigga za sobg podobng zgodno$é pdl temperatury w rdznych prze-
krojach poprzecznych kanaXu, wyznaczonych przy pomocy: metody
opartej na zasgadach rachunku wariacyjnego i metody rdznic
skoficzonych.

Wyniki uzyskane w niniejszej pracy sa podstawg do dalsze]
analiry cieplnej rozwazanego ukXadu (np, do wyzqaczenia lo~
kalnej wartodci liczby podobiefistwa Nusselta i jej wartodei
asymptotycznej).

jé-k' .,

WYKAZ OZNACZEN

r ~ wspéirzedna promieniowa

z - wspéirzedna osiowa
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2r = drednica kanaku ‘
A «~ przewodnod$é cieplna piynu
P = gestodé piynu
Cp - ciepko wkadciwe plyhu przy p = const
u - predkosdé ptynu w kanale
U - Srednia predko$é pilynu w kanale
® - dyfuzyjnosdé ciepia (wspSiczynnik wyrdwnywania tempe-
ratur)
§ = emisyjnosé powierzchni kanatu
6 - stata Stefana~Boltzmanna
T,Ti,To - temperatura odpowiednio: piynu, piynu na wlocle do
kanatu, o$rodka otaczajgcego
p=r/r° - bezwymiarowa wspéirzedna promieniowa
C =z/(1pe-r°) - begwymiarowa wspéitrzedna osiowa
Pe - liczba podobieristwa Pecleta
V=T /To - bezwymiarowa temperatura bezwzgledna
1)’1 -~ bezwymiarowa temperatura piynu na wlocie do kanaiu
Nuz=©5roT2)M, -~ zmodyfikowana liczba podobieristwa Nusselta, parametr
promieniowania
?”(k)(p,§) - k-te przyblizenie pola temperatury piynu
{fi(p)] - ciag funkecji przyblizajscych
{qi(g)} - ciag wspéiczynnikéw funkeyjnych
Qi(j)) - wielomian i-_tego stopnia wzgledem P o wspéiczynni-
' kach bedgcych funkcjami §
reZ = czesé rzeczywista liczby zeépoldne;] Z
imZ - czes$é urojona liczby zespolonej 2.

BIBLIOGRAFIA

[1 ]Grae‘-:z Lo :"Uber die WArmeleitfihigkeit von Flissigkeiten". Annalen
ds» Thysik, 1883, s.79 oraz 1885, s.337.

[ 2 JHusselt W.:"Die Abhingigiceit der Wdrmeiibergangszahl von der Rohr-
lénge", Zeitschrift des VDI, 1910, s.1154,

[ 3 ], Abramowitz M.: "On solution of differential equation occuring in
problem of heat cenvection laminar flow in tube", dJournal of Mat,
and Physics, 1953, s.184.

[a ]Seilars JeRe, Tribus M., Klein J,S.: "Heat transfer to laminar
flow in a round tube or flat conduit«The Graetz Problem Extended".
Transactions ASME, 1956, s.441.



T Ve 3malil

[ 5] Lévéque M.A,: "Le lois de la transmission de la chaleur par con-
vection", Ann.Mines, 1928, s,201,305,381,

[ 6] Tribus M., Klein J.: "Forced convection from nonisothermal surfa-
ces", Heat Transfer, Univ, of Michigan, 1953, s.211.

[ 7] krajewski B.: "Ein direktes Variationsverfahren zur Behandlung
der Wérmeiibertragu.ngsprobleqle fir erzwungene Konvektion"., Int. J.
Heat Mass Transfer, Vol.16, s.469-483 1973,

[8] fach J,: "Zastosowanie zmodyfikowanea metody Kantorowicza do wyz-
naczenia nieustalonego pola temperatury', Biuletyn Informacyjny
Instytutu Techniki Cieplnej Politechniki Warszawskiej. nr 36 War-
szawa, 1972, "

[ 9] zach J.: "Nieustalone pole temperatury przy nieliniowym warunku
brzegowym", Archiwum Budowy Maszyn, w druku.

[ 10] fach J,: "Wariacyjne ujecie nieustalonego przewodzenia cilepia w
przypadku nieliniowego warunku brzegowego trzeciego rodzaju"., Ar-
chiwum Budowy Maszyn, w druku,.

[ 11] Tuppow A,N,, OgZoblin B.G,: "Priblizennoje reszenie niekatorych
nieliniejszych zadacz tieorii tiepkoprowodnostin, IFZ, +t. XVIII,
nr 5, 1969,

[ 12] satomatow W.W.: "K rascziotu radiacjonnowo ochkazdienia twiordych
tiex", IFZ, t. XVII, nr 1,1969,

[ 13 ] Postolnik J.S.: "Tiempieraturnyj rascziot piastinki 41 cylindra,
nagriewa;]emych odnowriemienno izkuczenlem i konwiekcjej", IFZ, t.
XVI, nr 6, 1969, _

[14 ] Iwanow W,W,, Miedwiediew G.G.: "Radiacaonny;; pierienos tiepta k
*aminarnomu potoku zydkostiv, IFZ, t.XVIIT, nr 3, 1970.

[ 15 ] Kadanier J.S., Rassadkin J.P., Spiektow B.%,: "Tieptoobmien pri
. taminarnom tieczenii Zydkosti w trubie, otwodjaszczej tiepto ilz-
tuczeniemn, IFZ, t,XX, nr 1, 1971,

[16 ]Ralston A, : Wstep do analizy numerycznej. PWN, Warszawa 1971.

TEMIEPATYPHOE IOJE IIPH JAMPHAPHOM TE‘IEHHI/I
C PAIMATMOHHEM TEMNOOEMEHOM HA CTEHKE KAHATA

KpatTTKoe CoOXepXxXaHHUeE.

B pafoTe IpeXCTaBACHO MCHOIB3OBAHHE IPAMOTO 3aPHAIMOHHOTLO
MeTOoja KIS OnpefeleHHs yCTAHOBHBEEIOCH ' TEMIEPATYPHOTO  IOJAH
IpY JOMEHADHOM TEUEHHN C DAZMaNMOHHHM TEIAOO6MEHOM Ha CTEHKE
kaHana. [OKA3aHO HPOLECC BHUUCICHME B = KOHKDETHOM. uncie HEOM
npumepe « . [OIyUeHHNE pe3yIbTATH IPeXLCTaBIALT ocnosy i KAlb-
He#IUX TenIOBHX DacUETOB. : ‘
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TEMPERATURE FIELD IN THE LAMINAR FLOW WITH THE RADIATIVE
HEAT TRANSFER ON THE DUCT WALL '

Summarxry

An application of the direct variational method to the determina-
tion of steady temperature field in the laminar flow with a radiative
heat transfer»on the duct wall has been presented in this paper. -

The course of calculations as related to a specific numerical case

has been reproduced here.
The results obtained furnish a starfing point for further thermal

calculations.

Rekopis dostarczono we wrzesniu 1973 r.



