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Opisano réwnaniami rézniczkowymi ruch krysztatu o zmienne}
masie w polu wirnjgcego roztworu w krystalizatorze poziomym,
Znaleziono metoda numeryczng na maszynie cyfrowej, dla kilku
przyktadéw drednig predkosé wzgledng krysztatu i roztworu,
tor krysztatu i przyrost jego masy. Wykazand, ze w zakresie
stosowanych parametrdéw, predkosci krysztaXu wzgledem roztworu
sg réwne predko$ci opadania krysztaiu w roztworze.

WYKAZ OZNACZEN

a - wymiar osiowy krysztalu, _ m
& - funkoja sferycznoéci,

A - powierzchnia krysztaku, " ,  m?
A, - zastgpoza powierzchnia kuli o réwnowaznej masie, m?
A - wspbXczynnik, Nes/u?
b - wymiar osiowy krysztaiu, m
¢ - wymiar osiowy kryszteZu, ' m
d, - zastgpcza érednica kuli o réwnowaznej masie, n
g - przyspieszenie ziemskie, . m/§2
g" - przyspieszenie ziemskie zmniejszone o wypdr, m/52
k - wspélczynnik proporcjonalnodci, Nea/mekg
K - ogélny czynnik ksztattu, mﬁ/kg2
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K, - wspdZeczynnik, :

m - mase krysztazu, " kg
r - wspéirzedna promieniowa, m
R ~ promien krystalizatora, m
R - opdr odrodka, 'ﬁ‘
Re - liczba Reynoldsa,

S - wspbXczynnik przesycenia (wg def. Classena),

t - czas, " ' 8
u - wypgdkowa predkosé krysztatu wagledem roztwofh, m/s
Uop ™ prgdkoéé opadania, n/s
Wy - obwodowa predkeodéé bezwzgledna krysztaiu, m/s
W, - promieniowa predkosé bezwzgledna krysztatu, m/s
7 - ciezar wtadciwy krysztatu, N/m3
§p - ciezar wkadciwy roztworu, : N/m’
8 - temperatura, °x
A = wspbiczynnik oporu, -

A - dynamiczna lepkosé roztworu, Nes/m®
v - kinematyoczna lepkosé roztworu, n2/s
op - gestosé roztworu, , - kg/m3
¢ - gestoéé krysztatu, _ S : kg/m3
9 - kat, : rad
y - sferycznoéé, _ -

W = pregdkoéé kgtowa roztworu, rad/s

Oprdéoz temperatury i przesycenia, na szybkosé przyrostu
masy krysztaiu w rbztworze moze W sposGb istotny wptywaé pred-
kosé wzgledna ruchéw krysztatu i rogtworu. Szozegélnie w
przypadku cieczy lepkiej, predkosdé krysztau wzgledem roztwo-
ru znajduje sig w zakresie znacznych oddzieXyward na szybkosé
wymiany masy. PrzykZadem lepklego roztworu o duzym znaczeniu
w technice jest wodny roztwdér sacharozy. Np. krysztaty o ma-
sis do 40 mg opadejg w roztworze przesyconym o wepdZczynniku
przesycenia 1!12 (wg def, Classena) i temperaturze'7o°c 'z
predkodfociami 0 - 10 mm/s, Przyrost masy krysztatu w tych gra-
nicach predkodci moge ulec zwiekszeniu o 40%.
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Do krystalizacjl roztwordw lepkich, migdzy innymi cukru,

sq stosowane cylindryczne aparaty poziome z mieszadtem, wpro-
wadzajgeym roztwér i krysztatry w ruch obrotowy. Mieszadia wy-
konujg mate liczby obrotéw od 0,5 do 1 w ciggu minuty. Powsia-
Je pytanie, jak predkosé ruchu obrotowego roztworu, wywotanego
mieszadtem, wpiywa na érédnig predkodé wzgledem niego krysz-
tatdw, ktére transportuje i jak‘sig ona rézni od predkosci
opadania krysztatu w roztworze nieruchomym? Za optymalne,
z punktu widzenia intensyfikacji przyrostu masy krystalicznej,
mozna uwazaé te obroty roztworu (identyfikuje‘sie Je 2 obrota-
mi mieszadta), przy ktdérych érednia predkodé wzgledna kryszta-
¥éw jest najwigkszd.

Problem ten rozwigzano teoretycznie i na przyktadach 1li-
czbowych dla pewnego uproszczonego i okreslonego geometrycz~-
nie modelu krystélizatora poziomego z mieszadem, z uzyciem
Jako medium roztworu sacharozy., W matematycznym opisie proce-
su operuje sie nastepujgcymi zmiennymi parametrami: t, u, m,
A, R, A, d,» Ty ¢, k,w. Podstawowymi prawaml opisujgecymi
zjawisko sg réwnania ruchu i przyrostu masy krystalicznej.

Celem okreslenia chwi- '
lowej predkosci kryszta-
tu wzgledem roztworu -u,
wyprowadzone zostang réw-
nenia ruchu krysztatu o
zmiennej masie, w polu
wirujgcego roztworu.Przyj-
muje sie nastepujgce za-
tozenia upraszezajgce:

1) ruch krysztaiu i
- roztworu jest ptaski,

2) w polu predkodeci Rys.1.Sity dziakajgce na krysztal -
cleczy wystepuja jedynie predkosci obwodowe - w1 (rys,1),

3) krysztaz jest purktem materialnym,

Gdy uwzglgdhi sie zmienno$é masy krysztatu, nalezy zasto-
sowaé réwnanie Newtona w postaci

P-4 (mw), (1)
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w ktérym: P jest sitg wypadkows,
W - predkosclg bezwzgledng krysztatu,
Po zrdézniczkowaniu i podzieleniu jego obu stron przez n,
otrzymuje si¢ rdwnanie wektorows

at

dew , df _ P :
-ﬁ'+ E (2)

lub dwa rdwnanis skalarne:

(3)

(91N
o8

. ' P
r .
-(?—+w,+,=Z—Q.

W wynlku rzutowanla przyspleszed dziatajacych na punkt,
na przyjgte osie wspdirzednych otrzymuje sie zaleznodcit

P .
E -EE =~k ~g" eing,
" (4)
Fy ; "
E 7 =kr(w=-9) - g* cos g,

gdzie g* .oznacza przyspieszenie ziemskle, zmniejszone przez
wypér ’

g*=s(1-i,—r. (5)

Po podstawieniu zaleznodci (4} do réwnar (3) otrzymuje
sie:

Q-IO.-
prif
Bl

[ — ...* -
w,=-kr~-g¥sing

(6)

v'vL?=k1"(w-.¢)-g" coscp-d—mu.

o,

m
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Sktadowe przyspleszenia punktu w biegunowym ukZadzie
wspéirzednych sg okredlane réwnaniamis

W, = £ - ()2,

iy =55 (P9 = v 2gi

Réwnania (6) i (7) sg stuszne we wszystkich éwiartkach,

Eliminujge z nich ﬁr i w¢, dochodzi sie do ostateczne]
postaci rdéwnani ruchu krysztaXu:

(7)

F+r(k+ %%-%)

- r(()% + g* sin g = 0,
(8)

<pr+r(cp+kq)--kco+g'1';1 QLI')+g‘" cos ¢ =

Poszukiwang predkodé krysztatu wzgledem roztworu oblicza
sle 2z zaleznodci

a=WVw- §)%02 + (#)2, (9)

Kole jnym zmiennym parametrem jest masa krysztatu m,
W tym przypadku wykorzystano wyniki wtasnych badal nad wzros-.
tom krysztatu w fqztworze sacharozy. Przyjeto temperature 70%
1 wspézczynnik przesycenia roztworu 1,12, jako néjczgéciej
stosowane w procesie krystalizaqji przemystowej. Szybkosdé
przyrostu masy krysztatu przedstawiono w postaci wzoru

0 . pe3,301074,,0,243 [k_g], (10)
3 N
gdzie A = 4,22¢1072 Vm? [n?], (11)

oznacza zwigzek migdzy powierzchnig a masg dla kryszta-
xéw sacharozy, -~
Nastepng zmienng jest wspétczynnik oporu. Ruch krysztaiu
w roztworze w rozpatrywanych warunkach technicznych, odbywa
sle w zakresie prawa Stokesa (Re <1). Na wspdXezynnik opo-



8 J.Malczewski

ru, bardzo zmienny w ¢ym obszarze, ma takize wpiyw ksztatt
krysztatu. Krysztal sacharozy jest brytgq izometryczng. Jego
ksztatt dobrze opisuje ogdlny czynnik ksztaXtu

3 6 :
K = 106 45 [3_2_] (12)
m kg

zwigzany z dwoma stosunkami wymiaréw osiowych b/a 1 c¢/a.
0gélny czynnik ksztaktu K daje sig¢ wyrazié w prosty
sposéb przez sferycznosé Y bedaca pojeciem podobnym. Jest ona .
stosowana we wzorach na opadanie ciat staiych. Wychodzgc z
definicji wspéXczynnika ¥, dochodzi sig do zaleznosci

2 2 2 2
A o dzo10 bl dz-10

HU:T:K%OE% =K§' :n'.dg 3
8%

- 4,840102

. (13)

Koge

Otrzymano w ten sposéb prosty zwigzek migdzy w i K.
Dla krysztaktéw sacharozy (rafinady) o przecietnym ksztakcie
b/a = 1,8 - 2,2 (o = 1584 kg/m6)

dla c/a = 1,2 K = 75.10°, ¥ = 0,845,

dla c/a = 1,4 K = 90-10°, w=0,793.

WspStczynnik oporu A mozna okredlié na drodze obliczed
dla dwSch zakresdw: )

1) gdy Re < 0,05, wspdtczynnik oporu jest réwny Z.=-%5 ,
gdzie funkcja sferycznoscl

= 24 v
) 0,843 log (nggga (14)

dla ¢ = 0,845 wynosi 25,6, .

2) gdy 0,05 < Re < 1, W tym zakresie brak jest proste-
go wzoru, okreslajacego wspéXezynnik opbru A . Dlatego tez
interpoluje sig wyniki migdzy dwoma skrajnymi wartodciami
Re = 0,05 i Re =1, okreélonymi doktadnie (11. oOblicze-~
nia przeprowadzono dla wybranego przesyconego roztworu sacha-

rozy (5 =1,12, 8= 70°¢, M= 137 cP =
9p = 1370 kg/m’).

,v=10"4 1
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Obiiczono, ze gdy krysztatr ma mase 5,2 mg i drednice za-~
stepczg 1,84 mm, liczba Reynoldsa jest réwna 0,05 i jego pred-
kodé opadania wynosi:

2
K.do(7 - 7.,.)
_ 8’z ' | omiip-h (R
uop = T = 27 10 (S)’ (15)
gdzie
Ky = 0,843 log 5ogs = 0,94. (16)

Opdér odrodka wynosi w tym przypadku

2

. —— _l — 1)

Re 3 3g = 392 T 4 dju. (17)
Znaleziono réwniez, %e w tym samym roztworze i dla kry-

sztazu podobnego pokroju (yl= 0,845), 1lecz o masie 105 mg

i grednicy zastgpczej 5,03 mm, liczba Reynoldsa wynosi 1,

a predkosé opadania i opér odrodka mozna obliczyé ze wzordw:

\»/4(1 (§- 7508
Bp = z31 . '8 _ 1,9601072, (% R (18)
2
ras 2
TRy TR e 9)

. Podstawiajgc do wzordw (17) i (19) lepkodé roztworu rSwng
0,137 Hi% » otrzymuje sig wzory na opdr odrodke dla dwéch
n .

wyniaréw krysztaxdw:
dla masy 5,2 mg, y= 0,845, Re = 0,05,

R = 1,38 d,u (w),

dla masy 105 mg, y = 0,845, Re = 1 (20)

R = 1,45 d,u (n).
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W technice najczesciej wystepujg krysztaty o masach od §
do 40 mg. ‘

Chcae ujaé zaleznodci (20) jedng funkcja, opdr osrodka
przedstawia sie w postaci

® =ﬁdzu, (21)

interpolujgc w sposéb liniowy wartosci wspdXczynnika A mie-
dzy punktami ustalonymi dla Re = 0,05 1 1 (dla y= 0,845,

v= 0,137 158),

m 1
Ostatecznie .ﬁ[gig} wyraza sle funkcjg
m?
#= 0,074 u d, + 1,38, . (22)

przy czym A jest zwigzane ze wspdiczynnikiem proporcjonalnos-
¢i 2z réwnald ruchu k prostg zaleznoscig

A a .
k=—22. (23)

Odpowiednie wspétczynniki A otrzymuje si¢ dla y= 0,793
i innych wartoseci,
Srednice zastepczg krysztatu okresla zaleznodé

ar .
'_zg—q= Me (24)

Otrzymano dziewigé réwnad (8s11),{21424) opisujgcych ruch
i pfzyrost masy krysztatu w roziworze sacharozy, typowym dla
procesu technologicznego ( 8= 70°C, S = 1,12). Dziesigé
zmiennych parametrdw jest pféy ruchn roztworu ze stakg pred-
kodcigq kgtowsg (w= const). Réwnania te nie dajg sig rozwigzaé
w postaci funkcji elementarnych. Wobeo tego rozwlgzano metodg
numeryczng szereg przykladéw’liczbowych na maszynie cyfrowej.
Na tej drodze znaleziono odpowiedZ na pytanie, jak predkosé
wirowania roztworu wpiywe na srednig ﬁredkoéé krysztatu wzgle-
dem roztworu. Za pomocg tego programu znaleziono rdéwnieg tor
krysztazu i przyrost mesy krysztatu podczas jego krazenia w
roztworze. ’
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Dla przeprowadzenla obliczesdi numerycznych ukad rdéwnaid
zostatl przeksztaXcony na réwnowaszny mu ukXad réwnai pierwsze-
go rzedu. Uzyskuje sie to, wprowadzajgc dodatkowe zmienne
z=12 1 x =0, Zastosowano metode Runge-Kutts z modyfika-
cjg Gillsa. Program obliczeniowy zostaX napisany w jezyku
Fortran IV G na maszyne cyfrowg IBM 360, model 50. Do rozwig-
zania réwnania rézniczkowego wykorzystano standardows procedu-
re RKGS, znajdujges sie w pakiecie programéw matematycznych
systemu 360 Scientific Subroutine Package, Program Number
360 A-CM-03 X. Program sktada si¢ z czterech giéwnych segmen-
téw: program gtdéwny, procedura RKGS, procedura FCT i procedu~
re. OUTP. Dodatkowo dotgcza sie do programu procedurg OURPLT,
stuzgesa do graficznego przedstawienia wynikéw. Schemat bloko-
wy pokazano na rys.2.

Zadanla poszczegdinych segmentéw sg nastepujgoce:

1. Program gkowny - przygotowanie danych wejsclowych dla
pod programu RKGS 1 wywolanie procedury RKGS.,

Wezytenie danych
Y
Y

ngrum glowny

FCT

Y
iy

Rys.2. Schemat'blokowy
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zania,

Procedura RKGS - obliczanie kdlejnych punktéw rozwig-
Procedura korzysta z dwéch procedur FCT i OUTP.

3. Procedura FCT - obliczanie wartoéci pochodnych,

4. Procedura OUTP - wyprowadzenie wynikéw rozwigzania,
Jest ona wywoiywana po zakonczeniu obliczed zwigzanych z ko-
lejnym krokiem, '

5 Procedura OURPLT - graficzne przedstawienie toru kry-
sztatu w krystalizatorze w rozpatrywanym przedziale ozasu.

Do progrému wprowadza sie wkasnodci fizyczne krysztazu
i roztworu, obroty mieszadia, warunki poczgtkowe, mes¢ po-
czgtkowg, wspéirzedne pokozenia, predkodcl, przedzia catko~
wania, wielkos$é kroku. 7 programu wyprowedza sig numer kroku,
czas, potozenie krysztatu, predkosé krysztatu wzgledem roz-
tworu, a po przejscin zatoZonego okresu czasu - érednig pred-
koéé wzgl@dnq w tym przedziale,

Rozwigzano na maszynie cyfrowej dwanascie przykladéw licz~
bowyoh dla trzech poczgtkowych mas krysztaiéw 5,2; 15; 25 mg
oraz dla kazdej z nich przyjmujgc obroty tarecz 1,413 2,06;
2,72 1 3,4 obr/min. Obejmuje to zakres warunkéw przemystowych,
stoéowanych w krystalizatorach cukrownliczych, Obliczenie
przez maszyne wszystkich parametréw podezas Jjednego obrotu
krysztatu wokdt aperatu trwao okoXo 3 minub.

Wynikl obliczeid podane w tablicy I nie ujawnily praktyocz-
nie réanio pomigdzy predkoscig opadania krysztatu w roztworze

Tablica 1

-Srednie wypadkowe predkodci wzgledne krysztaiu
w obrotowym polu predkodci roztworu sacharozy

(s = 1,12, 8= 70%)
Srednie wypadkowe predkodci wzgledne
Masa Predkosé kryeztaiu mm/s
krysztatu|unoszenia | przy predkodci wirowania roztworu
[me] [wo/s] 421 [ 2,06 2,72 3,40
fobr/min] [obr/min] [obz/min] | [obr/min]
5,2 2,69 2,70 2,70 2,70 | 2,69
15,0 5,45 5,48 5,48 5,47 5,46
25,0 7,66 1,71 T, 70 7,70 7,68
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" a wdredniong predkodcig wzgledng w rozwazanym przedziale oza-
su. Najwieksza zarejesirowana réznica dla krysztaxdw najdiez-
szych o masie 25 mg, w zakresie stosowanyéh obrotéw, nie prze-
kroczyta 0,5% predkosci opadania, Wynika stgd wnlosek, ze dla
rozpatrywanych ruchéw krysztatu i.roztworh, mieszezgoych sig
w obszarze laminarnym, obroty mieszadZa nie wpiywajg na przy-
sbieszenie wzrostu krysztaiéw., Podobne spostrzezenie,oparte
ne obserwacjl z praktykl, znajduje sie w monografii -E.Hugot
(2], kt6éry pisze, 2e zmiany obroiéw mieszadia w zakresach
stosowanych dla krystalizatoréw poziomych, nie prazynoszg is-
totnych efektéw przyspieszenia wzrostu.

Wykonano réwnie% stanowisko badawcze z modelem krystali-
zatora (rys.3), w celu zaobserwawania ruchéw krysztaiu w

Rys.3. Schemat stanowiska krystalizatora: 1.- silnik
elektryozny, 2 - reduktor obrotéw, 3 -krystalizator,
4 - mieszadio, 5 ~ ultratermostat

okredlonym polu predkodci roztworu i wyznaczania Jego przyro-
atéw masy w ozasie., Krystalizator na stanowisku jest krétkim
cylindrem dtugodci 62,5 mm i $rednicy wewngtrznej 345 mm,
Pokrywy cylindra oraz tarcze mieszadta s wykonane ze szkia
organicznego o grubosci 20 mm, umozliwiajgoego wizualizacje
ruchéw krysztaXu w roztworze., Dla utrzymania statej tempera-
tury roziworu, pobocznica cylindra i pokrywy sg termostatowane
gorgcy wodg, praepompowywang z ultratermdstatu. Miedzy silni-
kiem slektrycznym a krystalizatorem znajduje sig reduktor ob- '
. rotéw o przetozenin 275:1, Obroty tarcz zmienia sig przez
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'
wymiang k6% pasowych. Krystalizator wypeinia sig gorgcym,
przesyconym roztworem w ilosci 8-litrdw,

W opisanym aparacie uzyskano miedzy dwoma rdéwnolegiymi,
obracajgcymi sig¢ gtadkimi tarczami, proste pole predkosdci
wirujgcego roztworu., Jego prgdkoéé-qbwodoﬁa wynosi wr, przy
braku sktadowe] promieniowej i osiowéj, normalnie wystepujg-
cych w krystalizatorze., Uzyskano to przez zblizenie tarcsz
do odlegXodci mniejszej od grubodci warstwy przysciennej.
OdlegZo$é 14 mm okazata sie¢ dla syropu o temp. 70°C i wspdk-
c¢zynniku przesycenia 1,712 wystarczajgco mata, aby cata Jego
masa krasyta wraz z tarczami, n;g wykazujgce innych sktadnikdw
predkodci oprdcz obwodowych. Pofwierdzi;y to pomiary termoane-
mometrem i wizualizacja praddw cieczy barwnikiem (oranzem me-
tylu).

W krystalizatorach przemystowych stosowanych w cukrownlach
mieszadta obracajg sie z predkoscig obwodowg w zakresie 2,6 .+
%+ 5,2 cm/s. Z podobnymi predkosciami obwodowymi 2,5 ¢ 4,9 cm/s
obracajg sie¢ tarcze srednicy 343 mm na opisanym stanowisku,

. wykonujgc jeden obrdt od 22 do 42,6 sekundy. Ruch rozitworu

wywotany obrotem tarcz w obudowie, miedcit sig w zakresie ru~
wR? - 109

=53 10”7,

"~

chu laminarnego, speiniajgc zaleznosé

W przestrzeni migdzy tarczami o szerokosci 14 mm porusza-
1y sie¢ swobodnie krysztaty o wymiarach 2 do 3 mm, Tory piywa-
jacych krysztaXxdw byry zalezne od ich masy i obrotdéw mieszad-
ta. Wspélrzgdna promieniowa foru zwigkszata sie pod wptywem
sity odsrodkowea, przesuwajgce] krysztat w kierunku $Sciany,
natomiast zmnie jszata sie pod wpiywem sity ciezkosci skraca-
jacej tor w jego gdérnej czedci. Przy zastosowanych predkes-
ciach krysztaz nie spoczywazr ani nie przetaczat sie¢ po dnie,
lecz jesli go nawet'osiagngl,_to>s}e od niego odbijazk,

Tory krysztatéw wydrukowala tes maszyna dla przyjetych
przyktadéw liczbowych w zakresie obrotdéw tarcz 1,41 ¢ 3,40 na
minute. Tory, pomlmo znieksztakcehd wynikajgcych z opadania
krysztatu w polu grawitacyjnym, wykazywary matg zmienno$é
wepdirzgdnej promieniowej 1 obejmowatry wszystkie éwiartki ko-
za. '

Wazenie krysztatdw przy zastesowanych rdznych obrotach
tarcz, nie wykazato réznic miedzy przyrostami masy, co zga-
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dzato sl¢ z wnioskiem uzyskanym w wyniku obliczeid na maszynie
cyfrowej. Podczas jednego obrotu w krystalizatorze, masa kry-
sztatu zwigkszata sie o okoXo 0,2%.
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AAUHAMHKA KPUCTAJUIM3ALMA B FOPM30HTAJILHOM
KPHCTAJUIM3ATOPE C MEMAJIKOM U EE BJIMSHUE HA POCT
KPUCTAJIA

KparTxoe colepxaHHE

BuBORATCA IHfdepeHIMATbHHE YDaBHEHMSI, ONUCHBAWIHE IBHXE-—
HH@ M DPOCT OJMHOUHOrO KPHCTaJJIa B POTANUOHHOM TODH3OHTAJBHOM
KPACTaANN3aTOpes [IPUBOJATCA PE3YyABTATH BHUMCIEHHH, ocyme~
CTBIGHHHX HA BIEKTPOHHO~BHUUCIUTEJNLHOE MamuHe, TAKMX Dapame-
TPOB Hponeccé KPHCTRIAUIAIUMY KAK! CPeIHAA OTHOCHTEJIBHAA CKO-
POCTH KPHCTAJAAA ¥ PACTBOpPaA, TPACKTOPHA KPUCTAIIA X KHUHE THKS
ero pocra. [flokasuBaeTcA, YTO OTHOCHTEALHAA CKODOCThH KpHCTaNIa

¥ pacTBOpPA paBHa CKOPOCTH CBOGOAHOIO OCENAHMA KPHCTALIA B
pacTBOpe. :

CRYSTAL HYDRODYNAMICS IN A HORIZONTAL CRYSTALLIZER
AND ITS EFFECT ON THE CRYSTAL GROWTH

Summary

A motion and orystal growth in a rotary horizontal crys-
tallizer has been described by differential equations. A nume-
rical method has been found out for solving several examples
by means of computer. The crystal growth, crystal path and
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mean relative velocity of crystal and liquid have been cal-
culated, It has been pointed out that under considered con-
ditions the average relative velocity of crystal was equal
to free-settling velocity.

Rekopis dostarezono w maju 1975 r.



