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Zbadano widmo masowe aerozolu dla pewnej predko$ci wzrostu
czastek aerozolowych i poczgtkowego widma masowego przy uzyciu
metody analitycznej i przyblizonej metody numerycznej. Otrzymane wy-
niki poréwnano ze sobg i przedstawiono pewne wnioski dotyczgce me-
tody przyblizonej. :

WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN

- koncentracja czgstek [m'3:|

- predko$é wzrostu czastki [kgos_l 3
- masa czastek w jednostkowej objetodci [kg-m_ ]
- masa czastki [kg] 3
liczba czgstek w_jednostkowej objetodci [m- ]

- gesto$é czastek | kg~ m™3

- wspdtczynnik nasycenia pary [-]

- temperatura o$rodka [K]

- czas [s 3

- gestosé [kg'm- :I
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WSTEP

W wielu dziedzinach nauki i techniki (np. w fizyce atmosfery,
analizie awarii reaktoréw jadrowych itd.) zachodzi potrzeba rozwia-
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zywania réwnania dynamiki aerozoli [154]. Réwnanie to jest nielinio-
wym réwnaniem rézniczkowo-catkowym, ktérego rozwigzanie wymaga za-
stosowania przyblizonych metod numeryczanych. Oszacowanie zakresu
stosowalnosci i dokladno$ci rozwigzan otrzymanych przy uzyciu metod
przyblizonych ma istotne znaczenie z punktu widzenia zastosowarn. Moz-
na je otrzymad pordwnujac rozwigzanie przyblizone z rozwigzaniem do-
ktadnym réwnania dynamiki aerozoli, o ile takie istnieje w szczegdlnym
przypadku.

W niniejszej pracy rozpatrzono szczegdlny przypadek rdéwnania
dynamiki aerozoli, gdy wystepuje tylko kondensacja pary na czgstkach
aerozolowych lub kroplach, a inne zjawiska mozna pomingé. Przypadek
taki ma miejsce wéwczas, gdy liczba czgstek (kropli) w jednostce objg-
to$ci jest na tyle mata, ze mozna pomingé ich koagulacje oraz gdy moz-
na pomingé osadzanie sie czastek na powierzchmiach. Sytuacja taka mo-
ze wystapi¢ w obudowie bezpieczeiistwa reaktora jadrowego chlodzone-
go wodg po awarii spowodowanej rozszczelnieniem obiegu chiodzenia.
Réwnanie dynamiki aerozoli upraszcza sie wéwczas do postaci liniowe-
go réwnania rézniczkowego czastkowego pierwszego rzedu.

W omawianym przypadku mozna wyznaczyé doktadne rozwigzanie
réwnania, ktdre moze stanowié problem testowy (benchmark problem)
dla rozwigzan uzyskanych przy uzyciu metod przyblizonych.

W niniejszej pracy uzyskano rozwigzanie dokladne, z ktérym po-
réwnano rozwiazanie przyblizone otrzymane metodg dyskretyzaciji.

1. ANALITYCZNE ROZWIAZANIE ROWNANIA
KONDENSACYJNEGO WZROSTU CZASTEK AEROZOLOWYCH

W przypadku, gdy jedynym zjawiskiem, ktére ma istotny wplyw na
transport czastek aerozolowych (lub kropli), jest kondensacja pary na
nich, réwnanie dynamiki aerozoli upraszcza sie do rdédwnania kondensa-
cyjnego wzrostu czastek aerozolowych w postaci

Inlm,t) 9
e " " 3m [f(m)n(m,t)] (1)
gdzie: n(m,t) - gesto$é czgstek aerozolowych,
m - masa czastek aerozolowych,
t - czas,
f(m) - predko$é wzrostu czagstek aerozolowych.

n{m,t)dm jest to $rednia liczba czgstek aerozolowych, znajduja-
cych sie w chwili t w jeédnostkowej objeto$ci, ktdrych masa zawiera
sie w przedziale miedzy m i m+dm, '
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Warunek poczgtkowy ma postaé:
n(m,0) = no(m) : (2)

gdzie no(m) jest zadang funkcija.

Rozwigzanie powyzszego zagadnienia poczatkowego mozna otrzymad
przy zastosowaniu metody charakterystyk. Réwnania charakterystyk
maja postad '

dm dn
"fm) T T f(mn (3)

W wyniku catkowania réwnad (3) otrzymuje sig

dt

¢ dm'
:fm=t+A (4)

1n[f(m)n:| =B (5)

gdzie A i B sg stalymi calkowania.
Z warunku poczatkowego (2) wynika, Ze powierzchnia catkowa
n{m,t) winna przechodzié przez linie [O, 7, no('L‘)]. Zatem

¢ d7

m[f(r)n ()] = B ’ ’ (7)

Po podstawieniu A i B z zaleznodci (6) i (7) do (4) i (5) otrzy-
muje sig¢ rozwigzanie zagadnienia poczgtkowego w postaci

m T
dm' ar’
J oy - t = J 50 (8)
] 0
n(m,t) =ffT‘3 no(t) (9)

Z réwnania (8) wyznacza sie T a nastepnie podstawia do wzoru (9),
otrzymujac w ten sposdb rozwigzanie zagadnienia.poczgtkowego.

Rozwigzanie analityczne w zamknigtej postaci mozna uzyskaé dla
niektérych prostych funkeji flm). Jedna z takich funkcji, ktéra ma
sens fizyczny, jest funkcja

f(m) = a m%, a <1 : (10)
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Po podstawieniu (10) do (8) i (9) otrzymuje si¢ rozwijzanie w posta-
ci
1

7 = [ml'“ - al1 -cc)t]1_oc (11)

n(m, ) = (L ng(0) (12)

Poniewaz n(m,t) nie moze przybieraé ujemnych warto$ci, zatem ze -
wzoru (11) wynika, zZe

g
m>[a(1 -m)t]1_a (13)

Oznacza to, ze po czasie t masa czgstek aerozolowych musi byé
wigksza od wartoéci okreélonej nieréwnosdcig (13).

Warto zauwazyé, Ze mozna rozpatrywaé rézne rozklady poczatkowe,
np. réwnomierny, logarytmiczno-normalny itd.

Nizej rozpatrzono rozktad réwnomierny

1
—_— dla m_gm<gm
m, - m, 1 2
ny(m) = ' ‘ (14)
0 . dla m <m1 i m>m2

Latwo mozna zauwazyé, Ze catkowita liczba czgstek NO wynosi
o :
N, = j ny(m)dm = 1 (15)
b , :
a catkowita masa czastek MO
o 1 :
M, = bf m nO(m)dm =5 (ml + m2) (16)
Dlé rozkladu réwnomiernego otrzymuje sig

n{m,t) = (%)oc dla ml(t) <m sz(t) (17)

1
: T-c
m() = [ml s all-a)t] , 1e1,2 (18)
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Rys.1. Wykres funkcji n(m,t) dla t = 10 s
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2. PRZYBLIZONE ROZWIAZANIE ROWNANIA
KONDENSACYJNEGO WZROSTU CZASTEK AEROZOLOWYCH

Do przyblizonego rozwigzania réwnania (1) zastosowano metode
dyskretyzacji, sprowadzajgcg réwnanie (1) do ukladu réwnah réznicz-
kowych zwyczajnych [7] '

W tym celu nalezy okre$li¢ zakres zmienno$ci masy czgstek
(mo - masa najmniejszej. czastki, my - masa najwigkszej czastki),
dokonaé podziatu zakresu zmiennodci masy czgstek na N przedzialéw
o skoficzonej dlugodci, a nastepnie sprowadzié réwnanie (1) do N réw-
nafi rézniczkowych zwyczajnych opisujagcych zmiany érednich koncentra-
cji czastek w poszczegélnych przedziatach, Podzial zakresu zmiennodci
jest w zasadzie dowolny. Wprowadza si¢ punkt centralny przedzialu

1

. ai=5(m. +mi), i=1,2,...,N

1 (32)
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gdzie m, m_, - odpowiednio wspéirzedna koica i poczatku i- tego

przedziatu, oraz diugo$é przedzialu

h, =m - m,
i i i-1’

i= 1,2,...,N (33)

Ciggly rézklad_ n{m,t) jest zastepowany przez zbiér dyskretny
m
Ci(t) =_j n(m,t)dm, i=1,2,...,N (34)
mi_1
Rézniczkujac (34) wzgledem czasu otrzymujemy

dC (t)

m;
j 22m am, 1= 1,2,...,N (35)

Wsta\vla.]acc prawg strone rdéwnania (1) do prawej strony rdéwnania (35)
otrzymujemy :

dCi(t) m; 3
= -4 3 [f(m) n(mr,t)] dm =
mia
= f(mi-l) n(mi_l,t) - f(mi) n(mi,t) (36)

Dla me<m ,, m> mozna wprowadzié przyblizenie

, C. (1) ‘
nlm,t) = }‘1 . (37)

i

Uwzgledniajac (37) mozna przeksztalcié réwnanie (36) do postaci

dac, (t) f(m ) fim,)
LI i-1 ¢, - ——C ) 1=1,2,...,N  (38)

dt hl 1 i

Uktad réwnan (38) z warunkami poczatkowymi
C (t=0) = 0 , i=1,2,...,N (39.)

rozszerzony o réwnania okreélajace f(mi ). pozwala na jednoznaczne

okre$lenie zmian w czasie koncentracji czagstek wé_wszystkich prze-
dziatach, a co za tym idzie (po uwzglednieniu (37)) przyblizonego
widma masowego czastek aerozolu dla dowolnego czasu t.
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Latwo zauwazyé, ze m_(t) i m,(t) s3 rosnacymi funkcjami czasu, 7
oraz ze Am(t) = m,(t) - ml(t) jest réwniez rosnaca funkcjg czasu.

Oznaczajac dla wygody
n(t) = afm (t),t], i-=1,2 ' (19)
i i

mozna pokazaé, ze

m 1% 1
. 1 B
n(t) = [mi(ﬁ] mo-my Lol 2 (20)

Latwo zauwazyé, ze

1

nt)< ————— i=1, 2 (21)
i m, - m,

oraz
n2(t) > nl(t) (22)

" Mozna réwniez pokazaé, ze .
a .
lim —Tnz(t) = -—mz (23)

Catkowita masa czastek M(t), jak latwo pokazaé, jest rosnaca funk-
cjg czasu

o : .
M(t) = f m n(m,t)dm (24)
0
Funkcje M(t) mozna efektywnie wyznaczyé dla pewnych warto$-
cio, onp. = % . Dla &= % otrzymuje si¢ zaleznosé
M(t) = —2 [F(t,m,) - Flt,m )] " (25)
m, - m 2 '
2 1
_ _1/3 [; 5 1 1,2
F(t,mi)—m. 6u1-2—4Au -E-Au+
1/3 -1

(26)
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5 .
A=§at ‘ (27)

w o= (w23 a2 i, 2 (28)
i i
Mozna pokazaé, ze M(.t) —- MO gdy t — O.

Dla zilustrowania powyzszych rozwdzan przeprowadzono obliczenia
numeryczne dla rozkladu réwnomiernego (14), gdy

m, = 4'10_15 kg

! 13 (29)
m, = 2,56-10 kg
Poczatkowy rozklad ma‘ zatem postad
3,968.1012 dla me <4-1o'15, 256- 10'15>
n(m,O) = -15 -15 (30)
0 dla m¢ <4°10° 77, 256-107 ">

Powyzsze warto$ci odpowiadajg promieniom kropél wody w temperatu-
rze 100°C (g = 0,95823-103 kg-m-s), odpowiednio 1 um i 4 pym.
Ze wzoru Masona [5, 6], przy pomini¢ciu zjawiska Kelvina,
otrzymano dla wspdlczynnika nasycenia pary S = 1,01 predko$é wzro-

stu kropli

f(m) = 2,9-10°% m!/3 (31)
Zatem

Qo 2’9_10-9 kg2/3s-1

@ = % .

Dla czasu t = 10 s wuzyskano

m, (1) = 0,2741-10" ! 1
m,(t) = 0,3572-10" 1! kg
n
n—2= 3,660

1

M = 0,3219-10" 1 kg

Wykres funkcji n{m,t) dla t = 10 s pokazano na rys.1.
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f(m, ) f(m, )
h, h.
i-1 !

od czasu, a jedynie od przyjetego model: wzrostu oraz sposobu po-

dzialu zakresu zmienno$ci masy. Uklad réwnarh (38) sprowadza sie

wigc do postaci

Warto zauwazyé, ze wyrazenia nie zaleza

dCi(t) v
o = Ai_Ci_l(t) - BiCi(.t), i=1,2,...,N (40) .
gdzie '
f(mi_l) ' f(nii)
Ai = oraz Bi =% (41)

i-1 i

Wartos$ci Ai oraz Bi moga byé okreslone przed przystgpieniem do
calkowania ukladu réwnaf (40). W zwigzku z tym "koszt" okreélenia
prawych stron uktadu réwnan (40) jest stosunkowo niski.

Rozwigzanie réwnania kondensacyjnego wzrostu czastek aerozodlo-
wych metodami przyblizonymi rodzi szereg probleméw. Pierwszy z
nich wigze sig¢ z wyborem zakresu zmienno$ci masy czgstek. W prak-
tyce chodzi tu o okreélenie my, A wigec masy najwickszej czagstki,

" ktéra moze pojawié sie w ukladzie. Niewladciwe oszacowanie me,
szczegllnie zanizenie tej wartos$ci, uniemozliwia uzyskanie poprawnego
rozwigzania, gdyz powoduje transfer czgstek poza analizowany zakres
zmienno$ci mas. Natomiast wybdr zbyt duzego my bardzo utrudnia

uzyskanie poprawnego rozwigzania, poniewaz wymusza stosowanie duzej
liczby przedzialéw, a wiec zwicksza czas obliczer i obcigzenie pamie-
ci operacyjnej komputera. W przypadku, gdy poczatkowy rozklad mas
czgstek ma jednoznacznie okredlony poczgtek i koniec (jak np. rozkitad
réwnomierny) mozliwe jest analityczne okreslenie wartodci my dla
zadanego czasu wzrostu czgstek. W innych przypadkach, np. dla cze-
sto spotykanego rozkladu logarytmiczno-normalnego, takiej mozliwo$ci
nie ma i jedyng droga okre$lenia my jest eksperyment numeryczny.

Innym istotnym problemem, ktéry pojawia sig przy rozwiazywaniu
réwnania kondensacyjnego wzrostu czgstek metodami przyblizonymi,
jest podzial analizowanego zakresu zmienno$ci mas na przedzialy.
Tylko w nielicznych przypadkach mozna tu zastosowaé podzial réwno--
mierny, dajacy prosty algoryitm obliczeniowy i latwg interpretacje wy-
nikéw. Dla diugich czaséw symulacji wzrostu czgstek aerozolu oraz
dla tych rozkladdéw poczatkowych, w ktérych masy czastek sg silnie
skupione wokét warto$ci oczekiwanej, zastosowanie podziatu révwmo-
miernego zaciera ksztalt widma.

Duzym problemem jest réwniez ocena dokladno$ci uzyskanego roz-
wigzania. Jak si¢ wydaje, jedynym skutecznym sposobem oceny doklad-
no$ci jest poréwnanie rozwigzania przyblizonego z rozwigzaniem ana-
litycznym. Rozwigzanie amnalityczne mozna uzyskaé niestety tylko w
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nielicznych przypadkach, dla prostych modeli wzrostu pojedynczej
czastki i pewnych szczegélnych rozkladéw poczatkowych.

Przedstawiona wyzej metoda rozwigzania réwnania (1) zostala
poddana testom. Celem testéw bylo okreslenie dokiadno$ci otrzymanych
wynikéw oraz ocena numerycznej efektywnosc1 metody (czas obliczed,
wymagana pamigé operacyjna komputera). Do obliczefh wybrano dwa
charakterystyczne problemy testowe majgce rozwigzania analityczne.
Przy ocenie dokladnoici bramo pod uwage réznice w stosunku do roz-
wigzania analitycznego: rozktadu gesto$ci - n{m,t), catkowitej liczby
czastek - N(t), calkowitej masy czastek - M(t). Calkowita liczba
czastek w ukladzie wynosis

N
N(t) = 22 C;(t) (42)
=1

a ich masa:

M(t) = Z a,C. (1) ‘ (43)

i=1

Dla wszystkich testdw przyjeto réwnomierny podzial zakresu zmienno$ci
masy czgstek.
Pierwsza seri¢ testéw przeprowadzono dla nastepujacych danych:

flm) = 1 dla me <1, 101>

0,1 dla me <1, 11>
n(m,0) = : (44)
0 dla m¢ <1, 11>

Powyzsze wielko$ci nie maja oczywisScie sensu fizycznego. Ich zasto-
sowanie jest jednak uzasadnione ze wzgledu na wysokie wymagania sta-
wiane metodzie (ostro$é granic widma poczatkowego) i latwosé oceny
wynikéw (widmo przesuwa sie¢ ze stalg predkoScig nie zmieniajgc
ksztattu).

Do rozwigzania ukladu réwnan (40) uzyto procedure RKINIT [8]
wykorzystujacqg metode Rungego-Kutty czwartego rzedu z automatycznym
wyborem kroku caltkowania.

Obliczenia wykazaly, ze dokladnos$é metody silnie zalezy od gesto$-
ci podzialu zakresu zmienno$ci masy, a wiec i od liczby réwnan
(rys.2). Przyktadowo, dla czasu t = 50 s zadowalajaca jako$é roz-
wigzania uzyskano dopiero przy uzyciu 1000 réwnan (maksimum rozwig-
zania przyblizonego osiaga ok. 98% wartosci dokladnej). Mimo niskich
kosztéw okre$lania warto$ci prawej strony rdwnania (40),.duza liczba
réwnan zmusila autoréw do obniZenia rzedu metody catkowania. Poczy-
najagc od 500 réwnan obliczenia byly prowadzone metodg Eulera ze sta-
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Rys.2. Wplyw liczby przedziaiédw na dokladno$é rozwigzania
réwnania kondensacyjnego wzrostu czgstek (jednostki wzgledne)

tym krokiem calkowania (0,01 s). Wraz z uplywem czasu widmo uzyska-
ne metodg przyblizong ulega stopniowemu rozmyciu. Nalezy jednak pod-
kresli¢, ze metoda gwarantuje stalo$é liczby czastek w ukltadzie i do-
bra dokladno$é okreélania catkowitej masy czgstek nawet dla malej
liczby réwnani (dla N = 50 i t = 50 s blad w okreéleniu caltkowitej ma-
sy czgstek, w stosunku do rozwigzania analitycznego, jest mniejszy od
0,01%; biad ten praktycznie mie zmienia sie z uptywem czasu).

Drugs serie obliczen przeprowadzono dla danych przyjetych wczeé-
niej do rozwiazania analitycznego (zaleznosci 29:31). Obliczenia wy-
kazaly, ze wzglednie poprawny ksztalt widma mozna uzyskaé dla powyz-
szych danych przy zastosowaniu 1000 réwnad. W otrzymanym rozwigza-
niu $rodkowa czgéd widma odwzorowywana jest z duza dokladnoécia
(btad w stosunku do rozwigzania analitycznego - na poziomie 0,1%),
natomiast poczgtek i koniec widma sg rozmyte. Wysokg dokladno$é uzys-
kano réwniez przy okreélaniu catkowitej masy czastek w uktadzie (dla
t = 10 s btgd w stosunku do rozwiazania analitycznego wynosi ok.
0,02%). Warto dodaé, ze przy zwigkszaniu liczby réwnani konieczne
jest dla zachowania stabilno$ci rozwigzania skracanie kroku calkowania.

Obliczenia obu przypadkdéw testowych byly prowadzone na mikrokom-
puterze typu IBM PC/AT (12 MHz, koprocesor). Czas obliczer dla
pierwszego przypadku (N = 1000, t = 50 s) wynosil 20 minut, a dla
przypadku drugiego (N = 1000, t = 10 s) ok. jednej godziny.
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Rys.3. Rozwigzanie réwnania kondensacyjnego wzrostu czgstek
dla réznych czaséw (jednostki wzgledne, — — — - rozwigzanie

doktadne, - rozwigzanie przyblizone)
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Rys.4. Rozwigzanie réwnania kondensacyjnego wzrostu czgstek

dla warunku poczatkowego i predkosci wzrostu okres$lonych za-
leznoéciami (29:31)
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PODSUMOWANIE

W artykule zamieszczono wyniki wstepnych prac zwiazanych z ana-
lizg zmian widma masowego czgstek aerozolowych w przypadku konden-
sacji pary w duzych ukladach aerozolowych o malej gestoSci. W szcze-
gblnosci: )

- rozwigzano réwnanie kondensacyjnego wzrostu czastek aerozolowych
metodg charakterystyk dla pewnych szczegdlnych postaci zaleznodci
na predkos§é wzrostu pojedynczej czgstki, :

- przeprowadzono analize wlasno$ci rozwigzan wyzej wymiemonego
réwnania,

- rozwigzano réwnanie kondensacyjnego wzrostu czastek aerozolowych
metoda dyskretyzacji dla pewnych danych testowych.

Na podstawie analizy prezentowanych wynikéw mozna stwierdzié,
ze widmo masowe czastek aerozolowych wskutek kondensacji pary
przemieszcza si¢ w kierunku wyzszych mas, ulegajac jednocze$nie
rozciggnigeiu i deformacji. W przypadku gdy poczatkowy rozklad czas-
tek jest réwnomierny, widmo ulega charakterystycznemu "skoszeniu",
orzy czym wraz z uplywem czasu stosunek gestosci czgstek o najmniej-
szych masach do ggstoSci czgstek o masach najwigkszych dazy do sta-
ej wartodci. Deformacja ta jest skutkiem szybszego wzrostu czastek
> wiekszych masach.

Przyjgta przez autoréw metoda przyblizonego rozwigzania réwna-
aia kondensacyjnego wzrostu czgstek jest z punktu widzenia zastosowai
praktycznych metods nieefektywng. Uzyskanie dostatecznie duzej do-
ktadnodci rozwigzania wymaga bowiem zastosowania duzej liczby réw-
nai rézniczkowych, co sprawia, Ze czas obliczer jest dlugi i nalezy
zastosowaé komputer o duzej pamieci operacyjnej.

Prezentowany przypadek obliczeniowy, jak sadza autorzy, ze wzgle-
du na istnienie rozwigzania analitycznego jest dobrym problemem testo-
wym (benchmark problem) w teorii kondensacyjnego wzrostu czgstek
aerozoli i moze byé wykorzystany do testowania metod przyblizonego
rozwigzywania réwnania dynamiki aerozoli.
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THE VARIATIONS OF AN AEROSOL MASS SPECTRUM
CAUSED BY VAPOUR CONDENSATION

Summary

The aerosol mass spectrum for the particular condensational mass
growth rate and initial mass spectrum has been investigated using both
analytic and approximate numerical methods. The obtained results have
been compared and some conclusions concerning the approximate method
have been presented.

HU3MEHEHUE MACCOBOTO CHEKTPA ABPO30NS
BH3BAHHHE KOHIEHCAIMEHR 1IAPA

Pes3wnwMe

[IpoBefeHH MCCAEIOBaHKA MaCCOBOrO CHEKTpa a9pOo30oaf Iad
Lagpof CKOpOCTH KOHJISHCAUWH Iapa ¥ HaUaJBHOIO MEACCOBOIO CIeK-
Tpa C NpUMEeHEHHEM aHAJIUTHUECKOrO ¥ IPHOGIMREHHOTO YUCJIOBOIO
MeTOLOB. CpaBHOHH MeXLy cOO60#f monyyeHHHe pPesyJNbTATH X Npex-
CTaBJEeHH HEKOTOpHEe BHBOZXH KacapliecHd IPHOJIHEEHHOI'O MeTOZa.



