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1 Wstep

Rozwazany jest ciggly jednowymiarowy oérodek asymetryczno-
tropowy w stanie ustalonym; przewodnosé cieplna zalezy od tem~
peratury, przy czym wspoéiczynnlk temperaturowy jest funkcjg
miejsca (niejednorodnosé¢ oérodka).

W o3rodku takim, jak wykazano w pracy [1], przy zmianie
kierunku przeplywu strumienia cieplnego wystepuje efekt asy-
metrii strumieni cieplnych. Zmiana kierunku strumienia moze
byé dokonana przez odwrécenie plyty nieograniczonej w niezmien-—
nyn zewn¢trznym polu termicznym, albo (co jest réwnoznaczne)
przez zmiang¢ kierunku zewn¢trznego pola termicznego bez od-
wracania ptyty.

Wzory opisujace pole temperatury i strumienle cieplne o-
trzymano analitycznie przez catkowanie rdéwnania Fouriera w
pracy [1].

W przypadku przeplywu ciepta od powierzchni L do powie-
rzchni P obrodka (rys.1) przewodnoél cieplna jest

Mx, 6} =Ap [1+ by (1+p8x) t]. (1)
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Pole temperatury [1]
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Po odwréceniu plyty w zewnetrznym polu termicznym strumisnh
cieplny qp skierowany jest od powierzchni P do powlerzchni
L oArodka (rys.2).

Przewodnosé cieplna

AMx, 60 =ap [1+0, (1480 (1 - g4 = €], (W)

Pole temperatury [1]
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Wyrazenia (3) i (6), opisujace strumienie cieplne oraz
wzory (2) i (5) na pole temperatury, sg do$¢ ztozone; do ob-
liczenia pola temperatury powinien byé uprzednio wyznaczony
strumien cieplny.

W niniejszej pracy przedstawiono metody obliczania rozkia~
du temperatury w ciggiym osrodku asymetrycznotropowym. Ponize
zostang omdéwione dwie metody: analityczna i numeryczna.

Z uwagi na koniecznos¢ pordwnywania wynikéw otrzymywanych
tymi metodami oraz w celu jasniejszej ilustracji sposobu obli-
czen przyj¢to pewien przyktad obliczeniowy. Temperatury mogsg
byé traktowane jakc temperatury zredukowane (bezwymiarowe).
Wszystkie wielkoSci sa przyjete w jednym (dowolnym) ukladzie
wymiarowym, dzigki czemu moga byé podawane jako niemianowane.

Wlasnoéci cieplne osrodka, a w szczegdlnosci wspdlczynnik
# charakteryzujgcy jegoe niejednorodnosé, przyjeto takie, aby
pola temperatur przy zmianie kierunku strumienia réznity sie
wyraznie.

Obliczenia przeprowadzomo przy nastepujacych zalogzeniach:

14 t, =t

ty = tx:O = tx=,] = O &= 13 {7)

Ap =1 by = B= 9. {8)

Przewodnosé cieplna A7 =1 oznacza jednoczesnie przewod-
nosé¢ cieplng w calym obszarze oSrodka {od x =0 do x = 1)
przy zerowej wartosci temperatury (poczatek zakresu linearyza-
cii [MD.
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2. Metoda analityczna obliczania rozk?adéw temperatury

2.1. Obliczanie strumieni g 1 9,

Strumienie ar, i qp mogs byé wyznaczone z réwnah (3) i
(6), Jjednakze wystepujg one w tych réwnaniach w postaci uwi-
ktanej. Rownania zostang rozwigzane metoda graficzng. Iewe
strony réwnah majg wartoSci stale, a prawe strony sg funkcja-
mi 4, lub Qp-

W celu okreélenia plerwszego przybliZenia wartodci stru-
mienia przyjeto rozklad temperatury zgodny z prawem Fouriera
w jednorodnej pilycie nieograniczonej o przewodnoicl cieplns]
nlezaleznej od temperatury, tzn., zgodnie z (7)

t{x) =1 -~ x. {9)
W przypadku strumienia qr, srednia wartosé przewodnosci

cleplnej prazy powyzsazym zaloZenlu

x

¢ Y
1 1
t,- ¢, f“xvﬂdt =5,-%,; Ay [1+ vy 1483 v]as =
& ¢,
f
=f{“[1+9“-tﬂt}dt=5.o. (10)

0
Pierwsze przyblizenie wartosci q,

o>

q, = & (8, - t,) = 3,0. (11)

Pcdobnlie w przypadku strumienis Qp

t
1= Fal-"f;flla [1 +b (14 46) ('1-,|--\{-’/s-3 x)t] at = 4,5. (12)

4
Pierwsze przyblizenie wartosci ap

1
ap

il
O >

(ty ~ t,) = 4,5, (13)

Dokladniejsze wartofci speiniajgce réwnanla (3) 1 (6) o-
trzymano zaskladajgc kolejno pewvne warto$ci strumieni i roz-
wigzujgc te réwnania graficznie (rys.3).



Ostatecznie przyjeto
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Rys.3. Wyznaczanie strumieni q, 1 g, przez graficzne roz-
wigzanie réwnan (3) i (6); ¥y, oznacza lewg strong¢ réwnania,
¥y, oznacza prawg stron¢ réwnania

2.2. Obliczanle rozkradu temperatury

Rozktad temperatury obliczony byl wg wzordw (2) i (5).

Do obliczenia calek g~8u du korzystanc z tablic funk-

cji erf x [3]. 2
Catki j‘ea“ du obliczano metodg przybliZong wzorem

1
Simpsona, dlatego dogodniej byto wyznaczaé funkcje cdwrotng

x(t).
Niekt6re wyniki obliczen przedstawiono w tablicy 1, a roz-

klady temperatur na rys.4

Rozklad temperatury w piycie rézni si¢ zusadniczo pray
zmianie kierunku strumienia ciepia. Na rys. 4 podanc réwniez
wartodci A(x, t) przy wartosSciach t(x) wedlug tablicy 1
oraz przy zatozeniach (9), (10) i (12).
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Rys.4. Rozklad temperatury w oSrodku asymetrycznotropowym obliczony a-
nalitycznie: 1 - rozklad temperatury w ofrodku jednorodnym o przewod-
nosSci cieplnej niezalezne]j od temperatury wediug réwnania (9?; 2 -
rozklad temperatury w ofrodku asymetrycznoiropowym przy strumieniu q; =
3,00; 3 - rozklad temperatury w osrodku asymetrycznotropowym po odwro-
ceniu piyty przy strumieniu q, = 3,52; 4 - przewodno$é cieplna nieza-
lezna od temperatury w plycie jednorodnej; 5 - przewodnod$é cieplna W
plycie przy strumieniu q, wedlug rozkladu temperatury okreslonego
wzorem ?9); 6 - przewodnogé cieplna w plycie przy strumieniu q, we-
diug rozkladu temperatury 2; ¥ - przewodnosé cieplna w plycie przy
strumieniu q, wedlug rozkladu temperatury okre&lonego wzorem (9); 8-
przewodnosé cieplna w plycis przy 3trumieniu q, wedlug rozkitadu tem-
peratury 3



Tablica 1

9 q
i x(i) x(f)
1,0 0] 0]
0,9 0,075 06,2655
0,8 0,1666 0,457
0,7 0,2745 0,595
0,6 0, 3945 0,702
0,5 0,522 0,790
C,4 0,649 0,844
0,3 0,767 0,895
0,2 0,871 0,936
0,1 0,950 0,970
O 1 1

%3. Metods mumeryeczna obliczania rozkladu temperatury

W celu sprawdzenia otrzymanych wynikéw (tabl. 1, rys.4) i
prawidxowosci wzoréw (2), (3), (5), (6) oraz ulatwienia ewen-
tualnych obliczen przy uzyciu maszyny cyfrowe] opracowano me-
tode numeryczna obliczenia rozkladu temperatury w osrodkach
asymetrycznotropowych; metoda ta jest oparta na metodzie ko-
lejnych przyblizeh Adamsa [2].

letoda numeryczna moze by¢ ratwo stosowana, jesli zostaly
uprzednio okreslone wartosci strumiesni qr, i ap réwnaniami
(3) 1 (6). W dalszym ciggu przyjeto zgodnmie z (14) wartosci
9, = 3,00 i Qp = 3,52,

Pryta nieograniczons zostala podzielona na n réwnych
przedzialéw, przy czym w kazdym przedziale funkcja t{x) jest
aproksymowana za pomocg wielomianéw stopnia drugiego. Jesli
znana jest temperatura w punkcie x = k, to temperatura w
punkeie x = k + 1 Dbedzie



(QE) - (é&)
) dx dx .
at x=k x=k-1
Spmiat = Px=k ¥ L(EE) ke * 2 ]h’ (15)
gdzie krok siatki h = £ .

Wzér (15) moze byé stosowany dopiero od x = 2h.

Temperatura na granicy plyty Jjest znana

teo = 64 = 1. (16)

W otoczeniu punktu x = O funkcja tl{x) moze by¢ rozwi-
nieta na szereg Taylora

at

2
tlx) = (x-0)+1(dt) - 0)%+...(17)
X x=0+(dx 2\ ax2, (x-0)%+

x=0 x=0

Temperatura w punkcie x = h moze byé obliczona wg szere-
gu (17}, a temperatura w punkcle x = 2h 1 w nastepnych punk-
tach wg wzoru (15).

Gradient temperatury w kazdym punkcie moze byé obliczony
z réwnania Fouriera i wyraszenia (1) lub (4) okreslajacego
przewodnosé cieplng A(x, t).

Dla strumienia gy = 3,00 zgodnie z (1) gradient tempera-
tury jest

de . % (18)
dx = AL[T-o-bLT’I + 8% ﬂ .

Dla strumienis qp = 3,52, zgodnie z (4}, gradient tempe-
ratury jest

dt _ _ 9p 7
AL [1 + o (1 + 49) (1-7,7”3::) t]

(19)

W celu zilustrowania sposobu obliczeh okreslone zostang
temperatury dla dwu pierwszych punktéw w przypadku strumienia
ap i podzialu piyty na n = 10 przedzialéw.

Pierwsze pochodna temperatury wediug (19) i zatozen (7},
(8):

at _ 3,52
& T T T+ 0T -0,0x%) ¢ ° (20)
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(%g)x—o = - 0,320. (21)

Druga pochodna temperatury

- 2
2y _ 3,52 [(10 - 90 T2y - 91 (22)

o [1+ (10 - 9x) t]? ’
(dzt
_—2_) = - 01355- (25)
dx x=0

Temperatura w punkcie x = 0,1 wedlug szeregu Taylora (17)
1 2
tx=0,1 =1-0,320 0,1 - §~O,355 0,1°= 0,9662. (24)

Gradient temperatury w punkcie x=0,1 wediug {(20)

(%t) = - 0,3594, C(25)

x=0,1

Temperatura w punkcie x = 0,2 mo2e by¢ juz obliczona ze
wzoru (15)

t

r -0, 4+ 0,320
x=0, 27 059662+ [-0,3594 + 3224+ 0.3 ] 0,1=0,9283. (26)
Dalsze obliczanie gradientéw temperatury 1 temperatur w
nastepnych punktach siatki dokonywane Jjest na przemlian wzora-
mi (19} 1 (15) as do puanktu x = 1,0, dla ktérego powinny bLyé
speinione warunki:

tx=1,0 = 0,

at 9p
= = =3,52. (27)
(TE)M,O [RET N P

Obliczanie rozkiadu temperatury przy strumieniu qy, prze-
biega podobnie.

Jezeli strumienie 9, i dp zostaly obliczone (lub przy-
Jete) prawidlowo, to sprawdzianem poprawnoSci lub doktadnosci
obliczen metodsa numeryczng jest speilnienie warunkéw (27).0czy-
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wiscie osiggnigcie temperatury tx:ﬂ,o = 0 jest mozliwe tylko
z pewna dokladnoscia,

Przy zbyt duzym kroku siatki otrzymuje si¢ niedokiadny roz-
kiad temperatury, o czym Swiadczy duze odchylenie od koncowego
warunku brzegowego (27).
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Rys.5. Rozklad temperatury w plycle asymetrycznotropowej ob-
liczony metods numeryczng: 1 - rozklad przy strumieniu q, =30
i n=10; 2 - rozktad temperatury przy strumieniu q, = 3,

in=20; 3 - rozklad przy strumieniu q, = 3,0 i n = 50;

4 - rozkiad przy strumieniu q, = 3,52 i n = 10; 5 - rozktad
przy strumieniu g, = 3,52 1 n = 20; 6 - rozklad przy stru-
mieniu qp = 4,5 1 n =10

Na rys.5 podano krzywe rozktadu temperatury, obliczone
przy roéznej iloscl przedzialéw, W przypadku strumienia qy,
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krzywa rozkiadu temperatury wykazuje przegiecie i wynika stad
konlecznoéé wiekszej doktadnosci obliczen i przyjecie mniej-
szego kroku siatki,

Wpiyw ilosci przedzialéw n na dokladnosé obliczen w me-
todzie numerycznej zostat podany w formie odchylenia od warun-
k6w brzegowych (27) na rys.e6.
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Rys.6. Wptyw ilosci przedzialéw n przyjetych w metodzie nu-
meryczne] na dokiadno$é speinienia warunkéw brzegowych (27):
1 - blgd obliczenia temperatury kohcowej przy strumieniu q,,
2 - blgd obliczenia temperatury koncowej przy strumieniu gq,,
3 -~ biad wzgledny obliczenia koncowego gradientu temperatu%y
przy strumieniu q,, 4 - bigd wzgledny obliczenia koncowego
gradien%u temperatury przy strumieniu gqp

0

Zamjiast zwiekszania ilo&cli przedzialéw mozliwe jest row-
niez aproksymowanie fumkcji +t{x) wielomianami wysszych rze-
déw,

4, Wnioskil

W pracy podano dwie metody obliczen rozkiadu temperatury
t(x) w oérodkach asymetrycznotropowych: analityczng i nume-
ryczng.
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Zgodnoéé wynikéw otrzymywanych tymi dwiema metodami okaza-
1a sie zupelnie zadawalajgca. Na rys.?7 przedstawiono wykres
pola temperatury w plycle asymetrycznotropowej obliczony ana-
litycznie i numerycznie.
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Rys.7. Rozklad temperatury w piycie asymetrycznotropowej: li-
nie ciggle na pedstawie wynikéw otrzymanych metodsg numerycz-
ng, punkty - wyniki otrzymane metodsg analityczng

Metoda analityczna wymaga do&é doktadnego i pracochlonnego
obliczenia calek typu e du.
0
Metoda numeryczna wydaje sie latwiejsza do zaprogramowania

na maszyne cyfrowg, nawet jezell strumienie q, i dp oyXyby
w plerwszym przyblizeniu oszacowane do$¢ niedoktadnie. Ponadto
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wydaje sig¢, 2e uzycle przedstawlonej tutaj metody numeryczne]
bytoby mozliwe do obliczenla pola tempsratur w osrodkach asy-
metrycznotropowych przy a £ 0 [1].

Obie metody uzupeilniajgq sie wzajemnie.

Podany na rys.?7 rozklad temperatury jest oczywiscie tylko
jednym z mozliwych przypadkéw, wynikajgcym 2z zalozenn dla o-
branego ilustracyjnego przykladu obliczeniowego; zalozenia do
tego przyktadu zostaty dobrane w taki sposéb, aby wykazaé rosz-
norodny charakter krzywych rozkiadu, ktére mogg wystepowad
w o8rodkach asymetrycznotropowych., W innych obliczeniach nale-
2atoby si¢ réwniez posiugiwaé temperaturami 1 wspéirzednymi
bezwymiarowymi, natomiast zmianié uleglyby tylko wartoéel
wiasnoéci cieplnych odrodka (Ap, bp, g ).

Nalezatoby podkreslié, ze okreélenie pola temperatury w
osrodku asymetrycznotropowym wykazujgcym efekt asymetrii stru-
mieni cieplnych, nawet przy najprostszych warunkach brzegowych
(stan ustalony, ptyta nieograniczona)}, jest dosé zlozone w po-
réwnaniu z innymi oérodkami stanowigqcymi w teorii przewodzenia
ciepta model ciala rzeczywistego.
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PezwMme

OnpeJesaenue TEMIEDATYDPH B HeUPEPHBHHX
ACHMMETDHYHOTPONOBHX Telax

lpezcrapieHo analuTHYecKUHE M HyMepuuecku#t mMeroX ompegene~-
HHA TeMneparypsd B HeorpaHnueHHo#t maure, B KoTOpOH cymecTsyer
8CEMMETDHA TEeNJIOBHX NOTOKOB.
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AHagurnueckuft mMeToOxn onpefreNqéHnsaA TeMOeparypH OCHOBAH Ha
pemeHnd ypaBHE€HHA QYypre€j B OCHOBE HYMEpHUUEeCKOTO MeTOona JeXHUT
32KOH Qypkre H MeTOoxR Anamca. Ilonyt{eHa YROBIETROPHTEABPHAA cOTrJa-
COBEGHHOCTD, DpPe3yJNbTATOB HCUHCJAEGHHSA TOJA TEeMIepaTypH B HeoIpa-
HHYEeHHO} mauTe aHAJHTHUYECKHUM H HyMeprYeCKHM METOJLOM,

Summary

Calculation of Temperature Fields in Continual

Asymmetrical-Isotropic Media

Two methods (analytical and numerical) of calculation of
temperature fields in one-dimensional asymmetrical-isctropic
media are presented. In those bodies an effect of asymmetry
of the heat flux 1s in existence.

The analytical method is based on the integral of PFourier’s
equation; the numerical method of calculation is based on
Fourier’s low and a method of Adams. A good conformity of the
results of calculation of temperature fields in a platve by
both methods is obtalned.

Wyk. ZG PW, 2,417, 1n.100+25



