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W pracy przedstawiono sposéb wyznaczania réznych funkcji termodynamicznych plazmy bedace;j
w stanie lokalnej réwnowagi termodynamicznej. Analize teoretyczna poparto obliczeniami
przyktadowymi plazmy argonowej. Podano elementy analizy zastosowari modeli plazmowych.
Przykladowe obliczenia ograniczono do wartoci temperatury i ciSnienia z przedzialéw
T € (2000 K, 20000 K) oraz p € (0,01 MPa, 1 MPa).
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energia wewnetrzna wlasciwa

— objetosc

objetosé wlasciwa

— prawdopodobiernistwo makrostanu
— krotno$¢ jonizacji

— czesto$¢ zderzen

— dlugosé

— energia

— przenikalno$¢ dielektryczna

— gegstosé

— parametr plazmowy

— prawdopodobiefistwo termodynamiczne
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Indeksy

e — elektron

iZ — Z-krotny jon

a — atom

int — wewngtrzny

a-iZ — Z-krotna jonizacja atomu
h — ciezka

s — skladnik

A — Avogadro

j — poziom wzbudzony
R — zredukowany

M — Maxwell

0 — préznia

D — Debye

WSTEP

Symulacja proceséw przeptywowo-cieplnych, w ktérych czynnikiem jest plaz-
ma, wymaga znajomosci jej funkcji termodynamicznych. Sg nimi na przyktad:
energia wewnetrzna, entalpia, entropia, energia swobodna, czy tez entalpia
swobodna. Potrzebne sa réwniez typowe wielkosci, takie jak: gesto$é, ciepto
wlasciwe, wyktadnik izentropy, czy tez lokalna predko$¢ dzwigku. Mozna
szukaé wartoéci takich funkcji w réznego rodzaju opracowaniach naukowych,
lecz zawsze okazuje sie, ze znalezione wartosci sa niekompletne, lub sa tylko
przyblizone. Ten sposéb postepowania jest nie do przyjecia w symulacjach
numerycznych proceséw przeptywowo-cieplnych plazmy. Konieczna w nich jest
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ciagta kontrola wartosci tych funkcji, chociazby z powodu ich silnej zaleznosci
od temperatury i ci$nienia. W rzeczywistych warunkach kazda technicznie
wytworzona plazma jest w stanie nieréwnowagi. Moze to by¢ nieréwnowaga
termiczna wywotana silnym polem zewngtrznym dziatajacym na plazme lub tez
istnieniem znacznego gradientu temperatury, ale réwniez moze to byé nieréw-
nowaga jonizacyjna wywolana ucieczka promieniowania lub skofczonym cza-
sem proces6w atomowych w plazmie. SzczegStowy opis nieréwnowagi plazmo-
wej mozna znalezé np. w Sado [6], [7], [8].

W obliczeniach wstgpnych, szacunkowych, wykorzystuje si¢ funkcje termo-
dynamiczne plazmy bedacej w stanie lokalnej réwnowagi termodynamiczne;
(LTR). Metodyka obliczeri znana jest juz od dawna, vide Hirschfelder i inni [1],
Vincenti i Kruger [13], czy tez Sado [5]. Celem przedstawionej pracy jest
pokazanie wptywu ciSnienia, temperatury i zewnetrznego pola magnetycznego
na wczesniej wymienione funkcje termodynamiczne plazmy w stanie LTR. Dla
uscislenia uwagi rozwaza si¢ plazme¢ wytworzong z gazéw szlachetnych a obli-
czenia przykladowe dotycza argonu. Uogélnienie metody obliczeniowej na
plazmotwércze gazy czasteczkowe, wymaga tylko uwagi przy definiowaniu
stanu odniesienia, co zostanie poZniej objasnione. Czesciowe wyniki tej pracy
byly referowane na konferencji, Sado [11].

Wartosci funkcji termodynamicznych plazmy sa konieczne w symulacji
numerycznej proceséw plazmowych. Ze wzgledu na wysokie temperatury, ich
wartosci mozna praktycznie tylko obliczyé. Obliczenia musza opieraé si¢ na
poprawnych zalozeniach fizycznych oraz w miare doktadnych metodach nume-
rycznych. Przedstawiona praca spetnia powyzsze wymagania. Zaleta metod
symulacyjnych jest ich tanio$¢é. Kazdy eksperyment fizyczny, nawet jezeli jest
mozliwy, kosztuje wielokrotnie wigcej. Zastosowanie symulacji numerycznej
proceséw plazmowych jest powszechne. Wykorzystuje sie ja na przykiad
w technice $wietlnej, w metalurgii, w technologii (cigcie, spawanie, powtoki),
w chemii, w przeptywach magnetohydrodynamicznych, w napedach plazmo-
wych itd.

1. SKLAD PLAZMY

W stanie LTR plazma jest réwnowagowa mieszaning elektronéw, jonéw
jedno- i wielokrotnych oraz atoméw. W zaleznosci od wielkoéci temperatury
czy tez ciSnienia, ilosci niektérych z nich sa tak mate, ze mozna je pominaé
w obliczeniach. Poszukuje si¢ ggstosci liczbowych nastgpujacych sktadnikéw
plazmy [n,, n,, n,, n,, n,]. Plazma jest w stanie quasi-neutralnym, co po-
zwala napisaé, ze
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Poniewaz w plazmie panuje LTR, to mozna wykorzysta¢ réwnania Sahy
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Przyblizenie plazmy idealnej oznacza, ze kazdy sktadnik plazmy speinia rowna-
nie Clapeyrona, a plazma spetnia prawo Daltona, czyli

3
pz(ne+znil+na)kT (3)

Z=1

Rozszerzenie modelu na przypadek nieidealny, w ktérym uwzglednia sig ekra-
nowanie Debye’a, przedstawiono w Sado [4].

Otrzymuje si¢ ostatecznie uklad 5 réwnan dla 5 niewiadomych, w ktérych
dane sa: ciSnienia i temperatura. Odpowiednie sumy stanéw dla elektronéw oraz
wewnetrzne sumy standéw jondw i atoméw zdefiniowane sa w Vincenti [13].
Wartosci stalych atomowych zaczerpnigto z Moore [3]. Przyktadowe wyniki
obliczeni pokazano na rys. 1-4.
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Rys. 1. Wptyw temperatury na skiad plazmy dla p = 0,01 MPa
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Rys. 2. Wplyw temperatury na skiad plazmy dla p = 1 MPa
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Rys. 3. Wplyw ciénienia na sktad plazmy dla T = 10000 K (n, = n,)
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Rys. 4. Wplyw cisnienia na sklad plazmy dla 7 = 15000 K (n;; < 10'"® m ™)

Jak wida¢ z powyzszych rysunkéw, zmiana temperatury wptywa w sposéb
istotny na sklad plazmy. Gestosci liczbowe powstajacych jonéw rosna osiaga-
jac warto$¢ ekstremalng, aby nastgpnie monotonicznie maleé. Wpltyw zmian
ci$nienia nie jest tak jednoznaczny. Mozna w tym przypadku tylko stwierdzié,
ze zmiana ciSnienia powoduje zmiang gestosci liczbowej sktadnikéw plazmy
i nie s3 to zmiany wprost proporcjonalne, jak by to bylo w gazie doskonatym.

W obu przypadkach wida¢, ze zmiana parametru termodynamicznego powo-
duje migdzy innymi zmiang stopnia jonizacji plazmy. Zalezno$¢ stopnia joniza-
cji od zmian temperatury i ci$nienia pokazuja rys. 5~6, gdzie

3
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na+ E niZ
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Jak wida¢ z tych rysunkéw, zmiana temperatury istotnie wptywa na stopien
Jonizacji. W rozwazanym zakresie zmian ci$nienia jego wzrost prowadzi do
zmniejszenia wartosci stopnia jonizacji o jeden rzad. W dalszej czesci pracy
zostang omowione modele plazmowe: stabo zjonizowany i czesciowo zjonizo-
wany. Graniczne warto$ci parametr6w termodynamicznych dla obu modeli
mozna znaleZ¢ na rys. 5. Réwniez i na nim mozna zaobserwowaé plazme cat-
kowicie zjonizowana.

Gdy znany jest sktad mieszaniny plazmowej, wtedy latwo oblicza sie jej
objgtos¢ wilasciwa (lub gestosé), poniewaz
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v = 1 p = l
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Rys. 5. Stopient jonizacji w funkcji temperatury
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Zaleznos¢ objetosci wlasciwej plazmy od temperatury i cinienia pokazuja
rys. 71 8. Z rysunku wida¢, ze objeto$¢ wlasciwa plazmy jest eksponencjalna
funkcja temperatury. W gazie doskonaltym jest to zaleznosé liniowa (co wynika
z réwnania Clapeyrona).
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Rys. 8. Wplyw cisnienia na objgtosé wlasciwa
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Mas¢ czasteczkowa plazmy oblicza si¢ podobnie jak mase czasteczkowa
mieszaniny, w ktorej

mh; nh + mene
2on,
s

Na rysunku 9 i 10 pokazano zmienno$¢é masy czasteczkowej plazmy. Joni-
zacja powoduje znaczng zmiang gestosci liczbowej sktadnikéw plazmowych.

M = N, gdzie h =a,iZ; orazs =h, e (6)
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Rys. 9. Masa czasteczkowa w funkcji temperatury
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Rys. 10. Masa czasteczkowa w funkcji ci$nienia
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Poniewaz masa czasteczkowa mieszaniny zalezy w istotny sposéb od udzialéw
molowych skladnikéw, to znaczny wzrost ggstosci liczbowej elektronéw, przy
rownoczesnym zmniejszeniu gestoéci liczbowej czastek ciezkich, prowadzi do
obnizenia warto$ci masy czasteczkowe]j plazmy. Jak widaé, im mniejszy jest
stopieni jonizacji, tym wigksza jest warto§¢ masy czasteczkowej plazmy.

2. FUNKCJE TERMODYNAMICZNE

Zadaniem mechaniki statystycznej jest znalezienie takiego obsadzenia pozio-
méw wzbudzonych atoméw, zeby makrostan ukladu, w ktérym N = const oraz
E = const osiagnal warto§¢ maksymalng. W tym przypadku entropia jest
réwna

S =klnQ = klnW__ (7N
w ktérym
g.e g.a 3 ; g.iz
1nW=EN; In=L +1 +ENja1n—J+1 +EZN;ZIn—]i—Z+1 (7a)
j N j ? z=1j )
j j J

Zadanie maksymalizacyjne ma nastepujaca postaé: znalezé takie obsadzenie
pozioméw wzbudzonych skladnikéw mieszaniny plazmowej st, ktére ma-
ksymalizuja funkcje (7a), i ktére réwnoczesnie spetniaja nastepujace réwnanie
wiezow

3
SN NN G Y TN ey o) = U const ®
J J Z=1 j

3
N,+Y N, =N = const ©)
Z=1
3
M ZN,-N, =0 (10)
Z=1

Wykorzystujac do tego zadania optymalizacyjnego metode nieoznaczonych
mnoznikéw Lagrange’a, otrzymuje si¢ zalezno$¢ opisujaca boltzmannowskie
obsadzenia pozioméw wzbudzonych

s g
Ivjs ) g] €Xp —ﬁ

N° q

11
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gdzie

s
J

T

(12)

oraz wykorzystane wczesniej réwnania Sahy (2).
Po podstawieniu zaleznosci (11) do wzoru na energic wewngtrzng (8),

otrzymuje sig
dln dln 3 dlng,
T )y n oT J, n z-1 oT )y,

3
+ E Niye, iz
Z-1

W plazmie wytworzonej z gazéw szlachetnych pochodne z zaleznosci (13) sa
réwne

U= kT?

(13)

dlng,} _ 3 (13a)
oT ), 2T
h
Eg.hs'.'exp -5
alIl -~ J 7T
L -3, 13 KTl Gah=a, iz (13b)
oT ), v 2T kT? el

qn

W przypadku plazmy, w ktérej wystepuja gazy dwuatomowe, takie jak H,, N,
pojawia si¢ réznica we wzorach (8, 13a i 13b). Energie liczy sie od poziomu
stanu podstawowego czasteczki, czyli w kolejnosci: najpierw pojawia si¢ dyso-
cjacja, a nastepnie zdysocjowane atomy podlegaja jonizacji, jedno- lub wielo-
krotnej. Brakujacym réwnaniem dla dysocjacji jest prawo dziatania mas, ktére
jest odpowiednikiem réwnania Sahy dla procesu jonizacji. Metody obliczeri
stalej réwnowagi chemicznej dla procesu dysocjacji sa przedstawione w Sado
(1997).

W praktycznych zastosowaniach wigksze znaczenie ma energia wewnetrzna
wlasciwa, ktérej definicja jest

y=Y (14)
m

gdzie masa gazu jest réwna

3
m=m, (Na > N,.Z] (15)



14 Jerzy Sado

Poniewaz N = n_V, to ostateczng postacia réwnania, z ktérej oblicza sig
energie wewngtrzng wlasciwa jest

a _a e{’
: > 5 e exp| -

3 ; kT
= kT ne +na + Z niZ na +
2 Z=1

iz
iz £
3 E g] €; €Xp| - T 3

+En +En12a12

el
9iz

3
m, (”a ) ”iz)
zZ-1

Z praktycznego punktu widzenia, bardziej przydatng funkcja niz energia
wlasciwa jest entalpia wtasciwa

h = u+pv a7)

Do jej obliczenia wykorzystuje si¢ réwnania (16) i (4). Zmiane entalpii, wywo-
tang zmianami temperatury i ci$nienia pokazano na rys. 11 i 12. Po przekrocze-
niu pewnej temperatury (okoto 8000 K) widaé, ze entalpia plazmy jest funkcja
nie tylko temperatury ale i ci$nienia.

Zalezno$¢ entalpii od ci$nienia dobrze ilustruje rys. 12.
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Rys. 11. Entalpia jako funkcja temperatury



Obliczanie funkcji termodynamicznych idealnej plazmy w stanie lokalnej réwnowagi... 15

6 T | T | T I T ] T ]
4-‘\ E
3 F ~\~ Ar .
\h
\_\~
2} "--______ 4
i T= 5000 K TT T
i = === T=10000K 1
- — - — T=15000K
o104k ]
) 71
2 L. ]
i A ]
sL. T T TTTEEsEEEEEmEscsssEms e ]
41 4
3tk 4
2 1 1 1 I 1 1 1 | i
0,0 02 0.4 0,6 0,8 1,0

p [MPa]
Rys. 12. Entalpia jako funkcja ci$nienia

Po podstawieniu obsadzen boltzmannowskich (11) do réwnania (7a), otrzy-
muje si¢ zalezno$¢ do obliczenia entropii plazmy

q, 4;z
S =k{N |In +1[+N +1]+
e( Vne ) ( > ] E ‘Ze( Vn"z ) (18)

v e

Entropi¢ wiasciwa definiuje wzor

(18a)

©
1]
3w

w ktérym wykorzystuje sie zaleznosé¢ (16).

Nalezy podkresli¢, ze obliczona warto$¢ entropi uwzglednia temodynamicz-
na nieodwracalnos¢, spowodowana reakcja jonizacji. Reakcja jonizacji jest
odwracalna tylko w sensie chemicznym. Zmiang entropii pokazano na rys. 13
i 14. Zmiana entropii gazu doskonalego, pokazana w pétlogarytmicznym ukta-
dzie wspdirzednych jest funkcja liniowa; rosnaca ze wzrostem temperatury
i malejaca ze wzrostem ci$nienia. Zmiany entropii plazmy sa bardziej zlozone.
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Rys. 14. Entropia jako funkcja ci§nienia

3. ZLOZONE FUNKCJE TERMODYNAMICZNE

Gdy znana jest zalezno$¢ funkcyjna dla entalpii, wtedy ciepto wiasciwe przy

stalym ci$nieniu oblicza si¢ numerycznie wprost z definicji



Obliczanie funkcji termodynamicznych idealnej plazmy w stanie lokalnej réwnowagi...

17

Cp-—

ah
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(19)

Na rysunkach 15 i 16 pokazano przykladowe wyniki obliczeri ciepta wiasci-
wego. Kolejne ekstremalne wartosci ciepta wlasciwego sa charakterystyczne dla
kolejnych Z-krotnych jonizacji.
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Rys. 15. Cieplo wlasciwe przy stalym ci$nieniu w funkcji temperatury
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Rys. 16. Cieplo wlasciwe przy stalym ci$nieniu w funkcji ci§nienia
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W celu obliczenia ciepla wlasciwego przy statej objetosci wykorzystano
tozsamos§¢ termodynamiczng

2 (20)

W dynamice gazéw wazna rolg¢ odgrywa wykladnik izentropy

< 1)

x = 2
CV
Jego zmiang, w funkcji zmian temperatury i ci$nienia pokazano na rys. 17 i 18.
Definicja lokalnej predkosci dZzwigku jest nastepujaca
a - (@) (22)
dp /,

Po przeksztalceniach, przedstawionych np. w Sado [11], otrzymuje si¢ zalez-
nos¢ wygodna do obliczefi numerycznych
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Rys. 17. Wyktadnik izentropy w funkeji temperatury



Obliczanie funkcji termodynamicznych idealnej plazmy w stanie lokalnej réwnowagi...

19

1,7

1,6

1,5

1.4

c,/c,

K=

1,3

1,2

1,1

T T T T T T T T
i T=5000K Ar i
- - - - = T=10000K -
i — - — T=15000K |
_/’__~;‘--_-_-——_ .
Ve e T T T T T s e e =
) 1 ! | 1 | ' |
0,0 0,2 0,4 0,6 08 1,0

p [MPa]

Rys. 18. Wyktadnik izentropy w funkcji ci$nienia

Charakterystycznym elementem wystgpujacym na rys. 15, 17 i 19 jest istnie-
nie lokalnych ekstreméw zwiazanych ze znacznymi zmianami entalpii wiasci-
wej plazmy. Wzrost temperatury prowadzi do wzrostu jednokrotnych jonéw, co
prowadzi do znaczniejszego wzrostu entalpii wtasciwej. Dalszy wzrost tempera-
tury prowadzi do zmniejszenia liczby jonéw jednokrotnych (zmniejsza sie
wzrost entalpii) i wzrostu liczby jonéw wielokrotnych, co w konsekwencji
doprowadzi do znaczniejszego wzrostu entalpii itd.
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Rys. 19. Lokalna predkosé dzwigku w funkcji temperatury
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Rys. 20. Lokalna predkos§é dzwieku w funkcji ci$nienia

4. CZESTOSCI ,ZDERZEN TRANSPORTOWYCH
ELEKTRONOW

Obliczenia makroskopowych wilasnosci plazmy, w ktérych wykorzystuje sig
metody teorii kinetycznej, upraszczajg sie znacznie, jezeli mozna zastosowaé
proste modele plazmowe. W rozwazanym zakresie ci$niefi i temperatur sa to
modele stabo lub czesciowo zjonizowanej plazmy. Szczegélowy opis warun-
kéw, ktére musza by¢ spetnione, zeby mozna bylo zastosowaé wyzej wymienio-
ne modele podano w Mitchner i Kruger [2]. Istotnym kryterium stosowania
modeli jest poréwnanie Srednich czgstosci zderzeh ze zmiang pedéw (zderzer
transportowych) miedzy elektronami i elektronéw z czasteczkami ciezkimi.
Srednia oblicza sie z waga energetyczna, co pokazuje zalezno$é

my, C?
(Vo) =f 32 v (C) f,,(C)4nC?dC (24)
o —kT
2
gdzie
masa zredukowana
me mS
me=——-— dlas=e,h (25)
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funkcja rozkladu Maxwella

3/2 2
m mC 26
C) = ¢ exp| - —= (26)
Tu(C) (an ] YTy
czesto$é zderzen
v, (C) =n,CQ,(C) 27)
Wartosci transportowych przekrojéw czynnych sa réwne
) 2
Q,, = 4|4n € InA (28)
dneym,C 2
5 2
Q. = Z*|4n| —%— | A (29)
dneym,C 2
Parametr plazmowy dla s = e, iZ
A=12nn2)| S (30)
Promien ekranowania Debye
) e kT 31)
D 2
e‘n

e

Transportowy przekrdj czynny na zderzenia elektron-atom argonu znaleziono
w Suzuki i inm [12].

Ostatecznie po czg¢éciowym catkowaniu, otrzymuje sie zaleznosci na $rednie
czestosci zderzen

3/2 2

m 2

(v )= nes_\/" e — ¢ | mA (32)
ee 3 \kT 4ne,m,

oo

1 2kT | 3,2 (33)
(Vo) = v, = [x**e*dx
' 3{%{ [J mex}

Wyniki obliczeri zestawiono na rys. 21-24.

Jak widaé, przy umiarkowanych i niskich ci$nieniach, przy temperaturze niz-
szej od 6000 K, $rednie czgstosci zderzei migdzyelektronowych sa znacznie
rzadsze od S$rednich czestoSci zderzen elektrondéw z czasteczkami ciezkimi.
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Jest to warunek konieczny, ktéry pozwala wykorzystaé model stabo Zjonizo-
wanej plazmy. Do opisu plazmy o cisnieniu i temperaturze wzietych z pozos-
talego obszaru warunkéw plazmowych, tj.
p € (0,01 MPa, 1 MPa) wykorzystuje si¢ model plazmy czesciowo zjoni-

zowanej.
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Rys. 21. Srednia czesto§é migdzyelektronowych zderzes transportowych
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Rys. 22. Srednia czesto§é migdzyelektronowych zderzeni transportowych
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Rys. 23. Srednia czgstos$¢ zderzen transportowych elektronéw z czasteczkami ciezkimi
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Rys. 24. Srednia czgstos¢ zderzen transportowych elektronéw z czasteczkami cigzkimi
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5. PODSUMOWANIE

Pojawienie si¢ nieréwnowagi termodynamicznej, wywotanej jonizacja, znacznie
komplikuje obliczenie wiasnosci i funkcji termodynamicznych plazmy nawet
wtedy, gdy jest ona w stanie lokalnej réwnowagi termodynamicznej. Przedsta-
wiona metoda obliczen funkcji termodynamicznych pozwala na przeprowadze-
nie wstepnej symulacji wielu proceséw plazmowych, wymieninych we wstgpie.
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THERMODYNAMIC FUNCTIONS OF PERFECT PLASMA
IN LTE STATE — AN EXAMPLE OF ARGON

Summary

This paper presents a calculation method for the thermodynamic functions of plasma. For
perfect plasma in which LTE conditions exist, the various methods of calculation: composition,
density, molecular weight, enthalpy, entropy, specific heat and sound velocity are presented.
Some details of plasma model analysis are also presented. Examples of the calculations for argon
plasma are demonstrated.



