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W pracy przedstawiono metodg obliczeri parametr6w przeplywowych dla jednowymiarowej
dynamiki gazu rzeczywistego. Parametry termodynamiczne gazu rzeczywistego spetniaja
analityczne réwnanie stanu o postaci p = p(T, v). Przedstawiono szczegélowo metode oblicza-
nia nastgpujacych rzeczywistych funkcji termodynamicznych: ciepla wiasciwego, entalpii,
entropii i predkodci dZwigku. Analizowano przeptyw ustalony i nieustalony. Analize teoretyczng
zilustrowano obliczeniami, w ktérych wykorzystano réwnanie Redlicha-Kwonga. Przedyskutowa-

no ograniczenia fizyczne prezentowanej metody.

OZNACZENIA
A — przekrdj

M - liczba Macha"

R - stala gazowa

T — temperatura

V' — objgtosé

a — predko$¢ dZwigku, stata korelacyjna
b - stala korelacyjna

¢ — ciepto wlasciwe

indeksy

p — ciénienie, posrednie
v — objetosé

r — odniesienia

0 - spigtrzenia

k - koficowy

§ - nasycenia

* - krytyczne

— entalpia wilasciwa
— strumiefi masy

— ci$nienie

entropia wlasciwa
— predkosé

objetosé wlasciwa
— gestosé
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WSTEP

W wielu dziedzinach techniki pojawiaja sig¢ problemy obliczeniowe zwiazane
z dynamikg gazéw. Metody obliczeniowe dynamiki opracowane dla gazu do-
skonalego sa w powszechnym uzyciu. Mozna je znalezé w pracach Cambela
i Jenningsa (1958), Daneshyara (1976) lub Szumowskiego i in. (1988). W wielu
zastosowaniach technicznych takie przyblizenie modelowe zjawiska jest wystar-
czajace. Natomiast wszedzie tam, gdzie pojawia si¢ wysokie cisnienie lub gaz
ma parametry okotokrytyczne, model gazu doskonalego nie wystarcza. Model
gazu rzeczywistego nalezy wykorzystywaé np. w obliczeniach wysokoci§nienio-
wych sieci i zbiornikéw gazowych, w niektSrych typach syntezowych reaktoréw
chemicznych, czy tez w turbinach gazowych.

Obliczenia, z wykorzystaniem modelu gazu 1zeczywistego, wymagaja wyko-
rzystania komputera. Prezentowana praca ma na celu przyblizenie tego do$é
ztozonego problemu osobom, ktére zawodowo musza zajmowaé sig ta tematy-
ka. Od czytelnika wymagana jest tylko wiedza z podstawowego zakresu termo-
dynamiki.

1. ANALITYCZNE ROWNANIA STANU GAZU

Nie istnieje zadne, ogdlne réwnanie stanu, ktére zastosowane do opisu zaleznos-
ci migdzy cisnieniem, temperatura i objgtoscia wlasciwa w gazach rzeczywis-
tych, speiniatoby taka rolg jak réwnanie Clapeyrona stosowane w gazach do-
skonatych. Zawsze okazuje sie, ze zaproponowane réwnanie jest stuszne tylko
dla konkretnego gazu, albo dla szczegdlnego zakresu parametréw termodyna-
micznych (ci$nienia i temperatury), albo oba te warunki muszg byé uwzglednia-
ne réwnoczesnie. Opis wielu zjawisk fizycznych wymaga odstapienia od mode-
lu gazu doskonatego. Wszedzie tam, gdzie to jest mozliwe, stosuje sie jednak
analityczne réwnania stanu gazu rzeczywistego, weryfikujac w miare moznosci
otrzymane wyniki warto$ciami zmierzonymi.

Réwnania analityczne gazu rzeczywistego mozna podzielié na grupy, np. wg
liczby parametréw korelacyjnych wystepujacych w réwnaniu. W ponizszym
zestawieniu podano kilka najczesciej stosowanych réwnar stanu:

a) réwnania dwuparametrowe
— Van der Waalsa

RT a ;
- -4 Y]
P U - b UZ
— Berthelota
p — RT __a_ (2)
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— Dietericiego

= RT xp -2 3)
v-b RTv
— Redlicha-Kwonga

“4)

b) réwnanie tréjparametrowe
— Wohla

p-FL__ 4 % )
v-b v(v-b) 3

¢) réwnanie pigcioparametrowe
— Beattie-Briddgemana

A
p-RI[__c [U+BO(1_£”___°(1_£) ©)
v2 vT3 v v? v
d) réwnanie o§mioparametrowe
— Benedicta-Webba-Rubina
C
p=RT 0 BRT-4,- 2|1 +(RT-a) L + 3%
v T ) 2 p3 yb
(7
c(l + —Y—)
L2
+——— 2 exp - X
T? 3 v?

Istnieje specjalistyczna literatura (Reid i in. 1966, 1977), w ktérej podano
obszary zastosowan analitycznych réwnan opisujacych zalezno$ci migdzy
p-T-v dla gazéw czystych, rzeczywistych. Z analizy dokiadnosci obliczert
objetosciowych wynika, ze z przedstawionych powyzej réwnait stanu, réwnanie
Redlicha-Kwonga dobrze opisuje wlasnosci weglowodordw (nie gorzej niz 5%),
a jest bardzo proste i latwo moze byé wykorzystane w obliczeniach nume-
rycznych.

Bez wzgledu jednak na to, jakie rownanie zostanie wykorzystane w oblicze-
niach gazodynamicznych, nalezy podkreslié, iz prawie wszystkie réwnania gazu
1zeczywistego maja posta

p = p(T, v) ®)
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2. FUNKCJE TERMODYNAMICZNE
GAZU RZECZYWISTEGO

Wykorzystujac znane tozsamosci termodynamiczne, w ktdrych wykorzystuje sig
réwnanie stanu o postaci (8) oraz pewne dodatkowe informacje o badanym
czynniku, znajduje si¢ warto$ci rzeczywiste wszystkich funkcji termodynamicz-
nych, charakterystyczne dla przyjgtego réwnania stanu. Nalezy podkredli¢, ze
otrzymany wynik ma charakter przyblizony, zalezny bardzo silnie od wyko-
rzystanego rOwnania stanu. Z do§wiadczenia wiadomo, ze dokladno$¢ obliczen
wszystkich funkcji cieplnych jest gorsza od dokladnosci obliczelt objetos-
ciowych.

2.1. CIEPLO WEASCIWE I WYKEADNIK IZENTROPY

Dodatkowa, konieczng informacja potrzebng do obliczenia ciepla wlasciwego
jest funkcja, ktéra pozwala obliczy¢ ciepto wlasciwe dla konkretnego gazu, przy
znanej wartosci cisnienia odniesienia p,. Funkcja ta jest najczgsciej wielomian,
lecz dozwolone sg wszystkie funkcje liniowe i nieliniowe. W pracy przyjgto, iz
znany jest wielomian, ktéry pozwala obliczy¢ warto$¢ ciepta wlasciwego c,
w funkcji temperatury, przy znanym cis$nieniu odniesienia, w tym przypadku
p, = 0,1 MPa

c, =a+bT+cT?*+dT? &)

Zeby obliczyé wartosci funkcji termodynamicznych w stanie o parametrach
(p, T) nalezy zrealizowaé nastgpujacy algorytm:
A. Obliczy¢ wartos¢ ciepta wlasciwego cp(T, p,), wykorzystujac réwnanie (9).
B. Przy ciénieniu odniesienia p, mozna korzysta¢ z réwnania Clapeyrona, co
pozwala zastosowaé réwnanie Mayera, a w konsekwencji obliczy¢ drugie
ciepto wlasciwe

¢,(T, p,) = ¢,(T, p,) - R (10)

Obliczy¢ z réwnania Clapeyrona objetos¢ wilasciwa gazu o(T, p,).
Obliczy¢ objetosé wlasciwa gazu v(T, p). W tym przypadku nalezy nume-
rycznie rozwiaza¢ réwnanie stanu gazu rzeczywistego. Dla wigkszosci
stosowanych réwnari sprowadza si¢ to do znalezienia wlasciwej wartosci
pierwiastka wielomianu.

E. Poniewaz znana jest podstawowa tozsamo$é

[acu) - T(QZ_P) (1)
9T )7 aT?),

oQ
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i znana jest warto§¢ ciepta wiasciwego ¢ (T, p,) przy ciSnieniu odniesienia,
to w tozsamosci (11) mozna rozdzielié zmienne, otrzymane réwnania scal-
kowaé przy stalej temperaturze, otrzymujac

v(T,p) 52
¢ (T, p) = ¢ (T, p)+ T f SP gy (12)
o(T, o)\ OT?
s HQ /]

F. Kolejna tozsamo$¢ termodynamiczna pozwala obliczy¢ warto$¢ ciepta wias-
ciwego cP(T, p) dla gazu rzeczywistego
—a—g 2
oT

v (13)
(ap)
ov ),

Pochodne, ktére wystepuja w réwnaniu (13) oblicza si¢ bezpoSrednio
z réwnania stanu (8).
G. Wykladnik izentropy jest obliczany z definicji

c,(T,p)=c,(T, r)-T

k= Cp (14)

Cv
Wszystkie zaleznosci teoretyczne zostaly zilustrowane obliczeniami dla ga-
z6w — metanu CH,, tlenku wegla CO i argonu Ar, o temperaturze T = 400 K.
Do obliczen wykorzystano réwnanie analityczne Redlicha-Kwonga (4). Wartos$-
ci stosowanych statych materialowych podano w tabl. 1. Obliczenie objetosci
molowej gazu, gdy znane sa ci$nienie i temperatura, wymagaja w tym przypad-
ku znalezienia pierwiastka z wielomianu o postaci

B_RT 2 (42 RT, @ |, __ab _ (15)
p p pT% pT%

Pochodne, ktére wystepuja we wzorach (12) i (13) oblicza sig fatwo, a calka ze
wzoru (4) jest analityczna. W tym konkretnym przypadku, wzér (12) prze-
ksztalca si¢ do postaci

4bTY v, (v +b)

Cv( T’ p) = CU(T7 Pr)_

gdzie wprowadzono oznaczenia

v=u(T,p) v,=u(T,p, (17

4
cp[J-kmol'l-K'l](T, p) =y, a,_(T[K])" (18)
ic1

w kitérym p, = 0,1 MPa.
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Tablical
Stata Ar co CH,
a [N-m*-K%*kmol™] 1,693-10° 1,721-10° 3,306-10°
b[m*-kmol™] 0,0223 0,0274 0,0306
a, 20,82-10° 30,89-10° 19.9-10°
a, -0,03211 -12,86 50,3
a, 51,7-107° 27,74-1073 12,7-107
a, 0 -12,73-10°° -11,0-10°°

Na rysunkach 1-3 pokazano zalezno$é¢ ci$nieniowa (w przedziale od
0,1 MPa do 20 MPa) omawianych funkcji. Jak widaé, wszystkie trzy oméwione
powyzej funkcje termodynamiczne gazu rzeczywistego sa zalezna od ci$nienia
(przy T = const), czego nie ma w gazie doskonatym.

Szczegdlne znaczenie w gazodynamice gazu doskonatego odgrywa wartosé
wykladnika izentropy, ktérego warto§¢ w tym przyblizeniu zalezy tylko od
liczby stopni swobody czasteczki. Na rys. 3 pokazano, ze zalozenie to jest
bledne w gazach rzeczywistych.

40 T T T T T 1 T T T T_— T T T T
-
Ii.‘ 30r Ar -
lB ....... cO
g
. —— CH, i
X,
L T O LT T TP PP srrserssaraannene .
20" §
1 Il ] 1 1 1 i 1 1 1 1 ] i 1
00 2 6 8 12 14 16 18 20

p [MPa]

Rys. 1. Cieplo wlasciwe ¢, w funkji ci$nienia dla T = 400 K
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Rys. 2. Cieplo wlasciwe c, w funkcji dla T = 400 K
1,9 T T T T T T T T T T T . . . . i . , l

1,4 foasensenest s [

1,3} =t ]

1.2 el 1 ] [ L 1 1 L ] 1 1 [ 1 ] ] 1 I 1 1
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p [MPa]
Rys. 3. Wykladniki izentropy w funkcji ci$nienia 7= 400 K

Na rys. 4 pokazano jak zmiana temperatury wplywa na cieplo wlasciwe
- metanu; jest to zalezno$é monotonicznie rosnaca. Zmiane warto$ci wykladnika
izentropy pokazano na rys. 5. Ogdlnie nalezy stwierdzi¢, iz wykladnik izentropy
- gazu rzeczywistego jest zlozong funkcja cisnienia i temperatury.
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Rys. 4. Ciepto wlasciwe metanu w funkcji temperatury
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Rys. 5. Wyktadnik izentropy metanu w funkcji temperatury
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2.2. ENTROPIA

W dynamice gazéw wazng rolg¢ odgrywaja przeptywy izentropowe. Z tego po-
wodu konieczne jest znalezienie sposobu na obliczenie entropii gazu rzeczywis-
tego. Do obliczeni konieczne sa: réwnanie stanu (8), funkcja materialowa (18)
okre§lona przy znanym ci$nieniu odniesienia p, oraz warto$¢ bezwzgledna
entropii dla gazu o ciSnieniu odniesienia p, i temperaturze odniesienia T,
czyli s(T,, p,).

W obliczeniach entropii wykorzystuje si¢ tozsamo$¢ termodynamicznag

ds = 2a7-[92) ap (19)
T oT »

Entropia jest funkcja termodynamiczna, w zwiazku z tym jej zmiana w prze-
mianie termodynamicznej zalezy tylko od stanu poczatkowego i koficowego
przemiany. Pozwala to na calkowanie réwnania (19) wzdtuz drogi, pokazanej
na rys. 6:

— przy p, = const, od T, do T (zanika drugi czlon prawej strony réwna-

nia (19)),

— a nastgpnie przy T = const, od p, do p (zanika pierwszy czlon tego réw-
nania).

Przed rozwiazaniem nalezy przeksztalcié drugi czlon prawej strony réwna-
nia (19), poniewaz z postaci réwnania stanu (8) wynika, ze wystgpujaca w nim
pochodna nie jest mozliwa do bezposredniego wyznaczenia.

K(T.p)

Q
I R(T;, pr)
P(T, pr)
Pprovsvevssssnas '-...--------..--...........> ........................... ®
1 Py { 1 1 { 1 1 1 -

T
Rys. 6. Schemat catkowania dla entropii
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Z relacji cyklicznosci otrzymuje sig, ze

HEE-
ar),\3p),\dv);

(ﬂ) _ _(92) dv @1)
9T ), oT), dp

gdzie wykorzystano fakt, iz pochodna (21) bedzie calkowana przy T = const.
Ostatecznie po podstawieniu réwnania (21) do (19) i po catkowaniu, otrzy-
muje si¢

czyli inaczej zapisujac

T v(T,p)

op 22
f (aT)vdv (22)
T

T, u(T,
», (T,p,)

s(T, p) = s(T,,

Obliczenie pierwszej catki prawej strony réwnania (22) nie stanowi proble-
mu. Natomiast druga wymaga wyboru réwnania stanu (8). Gdy jest to réwnanie
stanu Redlicha-Kwonga, to réwnanie (22) po scatkowaniu ma postaé

PR R
v,,—b 26T v, (v+b)

T
dT _ v(v
s(T,p) =s(T,,p +fcp mr-t,_2a ln(
T,

Pr

w ktérej wykorzystano oznaczenia z réwnania (9).

210 ' 7

2001,

190H"

180

170

160%

150\
140 T
130+ S, T=400K '

s [kJ-kmol K™

120

—
~—
~——,
~r—
- s
-
——
————
——
"~
——————
bt D, TESPIE

110 I 1 I 1 1 ¢ i i 1 1 L 1 I i 1 L ! ! I o
0

p [MPa]

Rys. 7. Entropie wlaciwe gazéw rzeczywistych w funkcji ci$nienia
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Rys. 8. Poréwnanie wartoci entropii wlasciwej metanu

Na rysunku 7 pokazano zalezno$¢ entropii od ci$nienia dla wybranych wcze-
. $€niej gazéw rzeczywistych. Na rysunku 8 poréwnano wartosci entropii wiasci-
wej obliczone dla dwéch modeli: rzeczywistego i doskonalego.

23. ENTALPIA

W dynamice gazéw warto$¢ liczbowa entalpii jest potrzebna do obliczenia
entalpii spigtrzenia, jak i do okreslenia energii kinetycznej wlasciwej gazu,
kiéra jest réznicg miedzy entalpia spigtrzenia, a entalpia termodynamicznag
w dowolnym przekroju przeptywu izentropowego.

Podstawowym réwnaniem okre§lajacym zmiang entalpii jest

, dv
di =c dT -T| = |d (24)
i =c,dT+|v (ST)J P

Z tych samych powodéw, ktére oméwiono w rozdz. 2.2, catkowanie réwna-
mia (24) prowadzi si¢ poczatkowo od stanu o parametrach (p,, T,), gdzie znana
Jest warto$¢ i(T,, p,) do stanu (p,, T), czyli przy p, = const, a nastgpnie
pzy T = const, do stanu koficowego i(T, p). W zwiazku z powyzszym otrzy-
mje si¢

T p p
i(T, p) = i(T., p,)+ fcpdT + fudp—Tf(g—;) dp (25)
T, P, P, P

P, T
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Pierwsza catka prawej strony réwnania (25) nie wymaga omoéwienia. Kolej-
na rozwiazuje si¢ wykorzystujac zamiang zmiennych, ktéra wynika z faktu, iz
z rézniczki zupelnej iloczynu zmiennych otrzymuje sie

vdp =d(pv)-pdv (26)
Do ostatniej catki wykorzystuje si¢ podstawienie (21), co ostatecznic daje
szukang zaleznos¢ dla entalpii gazu rzeczywistego

T

i(T, p) = i(T,, p,) +| [ ¢,dT| +pu(T, p)-p,u(T, p,)+
T @

v(T,p)
op
T it il _

gyl
u(T,p,)

Po zastosowaniu réwnania stanu Redlicha-Kwonga, zalezno$¢ (27) prze-

ksztatca sig¢ do postaci

dv

T

T
. , 3a v(v, +b)
i(T, p) = (T, p,)+ fcpdT +pUv-p,u,+ — In r (28)
) 26T%  v,(v+b)
r ,
gdzie wykorzystano oznaczenie z réwnania (17).
25000 T T T T T T T T T H T T T T T T T T T
24000 -’—////
23000 i
L CH, 4
22000~ . cO -
b . Ar 7
3 21000 i
i 200001 o iemseressesessssenessastesessesSsaRITITE :
I RPN
= 19000} i
18000} ]
L T=400K i
17000} i
N ]
1 1 H 1 [l 1 i | 1 i 1 1 1 1 1 1 ] 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

p [MPa]

Rys. 9. Entalpia wiasciwa gazéw rzeczywistych w funkgji ciSnienia
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Wplyw ci$nienia na warto$¢ entalpii, dla kilku réznych gazéw rzeczywis-
tych, pokazano na rys. 9. Jak wida¢, entalpia gazu rzeczywistego oprdcz tego,
ze zalezy od temperatury, jest w przyblizeniu liniowa funkcja ci$nienia. Wias-
nos¢ ta nie ma nic wspdlnego z czasteczkowoscia gazu.

Rt cxuB i e A S A R

2.4. LOKALNA PREDKOSC DZWIEKU

Parametrem charakterystycznym czynnika jest réwniez lokalna predkosé dzwie-
ku. Jest to predkos¢ (wzgledem osrodka), z jaka rozchodza sie mate zaburzenia,

a definiuje si¢ ja jako
a - (@) (29)

ap /g
Poniewaz p = l, to dp = - 8_(21, prowadzi to do nowej zaleznosci, w ktérej
v U
N (30)
ov ),

Réwnanie (29) nie pozwala na bezpoSrednie obliczenie predkosci dzwieku
w gazie rzeczywistym. Musi zosta¢ przeksztatcone tak, zeby mozna bylo obli-
czy¢ funkcj¢ podpierwiastkowa. Z podstawowych zaleznosci termodynamicz-
nych wiadomo, ze

c, = [Q%) %) [95) _ p[9s 31)
oT ), os J,\oT), oT),
oraz
o (ar), (5], 7(32) .
oT), 9s ),\ 9T}, oT),
 Zréwnai 31) i (32) wynika, ze wyktadnik izentropy jest réwny
(&)
oT
-9 . p (33)

¢ (s
aT ),

Z relacji cyklicznosci zastosowanej do funkcji f(s, T, p) = 0 wiadomo, ze

(&), (%) o
aT), or ) \ap ),
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oraz
9s) _ _(dv) (9s 35)
oT ), T j\dv ),
Po podstawieniu zaleznosci (34) i (35) do wzoru (33), otrzymuje sie
[32)(5)
_ \9T)\%p); (36)
av) (3s
oT ) \dv ),

o po przeksztalceniach daje, iz

S

()
[52),

Sposéb obliczania wyktadnika izentropy gazu rzeczywistego oméwiono
w rozdz. 2.1. Podstawienie zaleznosci (37) do definicji (30) pozwala obliczyé
predkos¢ dzwieku w gazie rzeczywistym

D

37

a = —vzx(@) (38)
v ),

W rozwazanym modelu gazu 1zeczywistego pochodna z funkcji podpier-
wiastkowej jest réwna

(gg) - _ RT . a(2v+b) (39)
v/, (v=-b)% T (v +b)?

co powoduje, ze po wyznaczeniu wartosci wyktadnika izentropy, lokalna pred-
kos¢ dzwigku daje sie tatwo obliczy¢.

Na rysunku 10 pokazano cisnieniowa zaleznosé predkosci dZwicku dla
gazow, ktérych zmienne p-v-T wiaze réwnanie Redlicha-Kwonga. Jak widaé
Jest to zalezno$é monotonicznie rosnaca. W gazie doskonatym predkoéé dzwie-
ku nie zalezy od cinienia, poniewaz

a = J/xRT (40)

a warto$¢ wykladnika izentropy x = const.
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Wplyw temperatury na predko$¢ dZwigku w metanie pokazano na rys. 11,
- pilzie dla poréwnania pokazano réwnocze$nie warto$¢ dla gazu doskonalego
@0). Jak widaé z powyzszego poréwnania, lokalna predko§é diwigku jest
alozong funkcjg ci$nienia i temperatury.
T T T 1 T T T T T T T T ] T T T T T T
560+ -
540} = 1
5201 ———t - —— T - -
5001 4
L _— Ar 4
- 4800 | L. cO 1
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® L0k i
- 420p -u.--u.-----.u..u-u--.--"" ~
ook
380
! 360 ' L t 1 1 1 1 1 ! ! 1 1 ' 1 L 1 1 1 1
; 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
p [MPe]
Rys. 10. Lokalne predkodci dZwieku w funkcji ci$nienia dla 7= 400 K
800 T T T T T T T T T T T T T T T
- Redlich-Kwong i
420 R doskonafy T k
=~ 600 |
®
£ ]
<
500 4
400 A
300 ' L 1 1 L ' L 1 L 1 L ' I L 1
200 300 400 500 600 700 800 900 1000
T K]

Rys. 11. Lokalna predko$¢ dZwigku metanu w funkcji temperatury dla p = 1 MPa
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3. PRZEPLYW IZENTROPOWY

3.1. PARAMETRY PRZEPLYWU W STANIE USTALONYM

W przeptywie izentropowym, czyli przy s = 5, = const (gdzie s, — entropia
w warunkach spigtrzenia), zgodnie z I zasada termodynamiki musi by¢ spetnio-
ny dodatkowo warunek, ze entalpia spictrzenia nie ulega zmianie w zadnym
miejscu przeptywu, czyli i, = const. Pozwala to wyznaczy¢ lokalne wartosci
parametréw przeplywu, poniewaz gdy

(41)

cou
AR

to
= 20 -0) “42)

Algorytm znalezienia parametréw przeptywu gazu w takim przeplywie jest

nastgpujacy:

a) znane sg warunki spietrzenia: Do i Ty,

b) wybiera si¢ posta¢ analitycznego réwnania stanu (8),

c) oblicza sie gesto$é gazu w warunkach spigtrzenia p,,,

d) oblicza si¢ entropie S, 1 entalpig i, gazu w warunkach spietrzenia, wykorzy-
stujac wzory (22) i (27),

e) wybiera si¢ biezaca wartos¢ cisnienia p < Dg»

f) zaklada si¢ wstepnie warto$é odpowiadajacej temu ci§nieniu temperatury.
Jako przyblizenie wstgpne wykorzystuje sie izentropowa wartosé, obliczong
dla modelu gazu doskonatego

k-1
T- To[ﬂ)T “3)
Py

do ktdrej podstawia si¢ dla x warto$é wyktadnika izentropy gazu dosko-

nalego.

Nastgpnie rozpoczyna sig proces iteracyjny temperatury, wykorzystujac fakt,
iz entropia spigtrzenia nie ulega zmianie. Proces ten, pokazany na rys. 12, jest

nastgpujacy:
f,) calkuje si¢ réwnanie (22) wzdhiz drogi (Tys py) — (Ty, p,), otrzymujac

Asy,; (Tys p,) — (T, p,) otrzymujac As,, i (T, p,) — (T, p) otrzymujac
As,,, gdzie p, jest cinieniem odniesienia zdefiniowanym we wzorze 1),
f,) entropia w punkcie o wspéirzednych (T, p) jest réwna

5 =55+ Asy, +As,, + As,, (44)
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f;) jezeli s < 5, to nalezy zwigkszy¢ warto§¢ T i powrdcié do punktu f)),
jezeli s > s, to nalezy zmniejszy¢ warto$¢ T i powréeié do punktu f,),

£) znajac wartosci cisnienia i temperatury w danym przekroju, oblicza sie ze
wzoru (27) lokalng wartoéé entalpii termodynamiczne;j,

h) nastgpnie wyznacza sie predkosé przeptywu ze wzoru (42),

i) oblicza si¢ lokalng predkosé dzwigku ze wzoru (38),

J) 1 ostatecznie oblicza sic wartosé lokalnej liczby Macha

M = (45)

Q=

I 1 1 ! ) 1 Il L : 2 L 1 ! 1 1 i

S

Rys. 12. Schemat iteracji dla przemiany s = const

Wykorzystujac réwnanie stanu Redlicha-Kwonga (4) kolejne réznice entropii
mozna wyznaczy¢ analitycznie, otrzymujac T = const (Asy,, Asy,)

Uk
Asy = f@ dv| =R 22, _a n 22 D) (46)
P v,-b 271p v,(v, +b)

gdzie: v, — molowa objgtosé w punkcie poczatkowym przemiany,
v, — molowa objeto$¢ w punkcie koficowym przemiany.

Na rysunkach 13-16 pokazano jak zmieniaja si¢ lokalne wartosci, w funkcji
cisnienia w konkretnym przekroju przeptywu, kolejno: temperatura, gestosé,
liczba Macha oraz lokalna predkosé przeptywu. Czynnikiem jest metan, a para-
metrem ciSnienie spigtrzenia i temperatura spigtrzenia. Zgodnie z wynikami
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pokazanymi na rys. 9, zmiana ci$nienia spigtrzenia (przy T = const) prowadzi
do zmiany entalpii spigtrzenia. Zmiana ta musi w sposéb istotny wptywaé na
parametry izentropowego przepltywu gazu.

410 T T T T T T T T T T T T T T T
360
310

260

T K]

2101

160} !

110 ! I i 1 L 1 1 1 1 1 ) i ' L ' 1 \ 1 ! -
0,0 02 04 06 08 1,0 12 14 16 18 20

p [MPa]
Rys. 13. Parametry przeplywu izentropowego gazéw rzeczywistych T(p)
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Rys. 14. Parametry przeplywu izentropowego gaz6éw rzeczywistych p(p)



Rys. 16. Parametry przeptywu izentropowego gaz6w rzeczywistych u( p)

Jednowymiarowy przeplyw gazu rzeczywistego 21
3 |. T T T T T T T T T T T T T T T T T T
g
- Ry =1MPa |
P =2MPa
oL B, =1,5MPa |
= |
1r Ty =400K ]
'\.\' T, =
\l
N .
\ .
0 L ) I L ' I 1 L I L 1 L 1 3 ! 1 !
00 02 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
p [MPa]
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Tradycyjny sposéb prezentacji wyzej otrzymanych wynikéw wymaga poka-
zania wzglednych zmian parametréw termodynamicznych i parametréw przeply-
wowych w funkcji lokalnej liczby Macha. Na rysunkach 17-20 przedstawiono
te zaleznodci, z ktérych wynika istotny wptyw parametréw spietrzenia na lokal-

ne wartosci poszukiwanych funkcji gazu rzeczywistego.

o7/

Rys. 17. Wzgledna zmiana p/p, przeplywu izentropowego metanu rzeczywistego w furkcji

To

Rys. 18. Wzgledna zmiana T/ T, przeplywu izentropowego metanu rzeczywistego w funkcji
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Rys. 19. Wzgledna zmiana p/p, przeptywu izentropowego metanu rzeczywistego w funkcji
liczby Macha
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1200} e
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M

Rys. 20. Wzgledna zmiana u/u, przeplywu izentropowego metanu rzeczywistego w funkcji
liczby Macha

W dynamice gazu doskonalego wzgledne zmiany parametréw przeptywu,
odniesione sa do parametréw spigtrzenia, i nie zaleza od wartosci parametréw
spietrzenia (Szumowski 1 in. 1988)
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T _ 1
Ty 1,k"1,p 7
2
P _ 1
D _ x (48)
0 (1 + K 1MZ) k-1
2
P _ 1
P _ L 49)
0 (1+K21M2)K-1

Na rys. 21-23 pokazano dla poréwnania zmiany funkcji przeptywowych
gazu doskonalego, zdefiniowanych wzorami (47-49), w funkcji liczby Macha.
Parametrem wykreséw jest wyktadnik izentropy, réwny x = 1,25, co odpowia-
da jego wartodci dla metanu traktowanego jako gaz doskonaly. Poréwnujac
wykresy gazu rzeczywistego, rys. 17-20 z wykresami dla gazu doskonalego
21-23 wida¢ niedostatki wywotane stosowaniem w kazdym przeptywowym
zadaniu technicznym modelu gazu doskonatego. W celu wyrazniejszego przed-
stawienia wyzej wymienionych réznic, na rys. 24—26 zestawiono wyniki obli-
czent dwoch modeli — gazu doskonatego i rzeczywistego opisanego réwnaniem

1,0
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0.8
07
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k=125
0,5

T T 1 T T T T T T T T T

o728

04

0,3

T 1 T T

0,2

F SO S W TN SN N SN NN UV SN WU N N SUNES TN S |

0,1

0,0
0

Rys. 21. Wzgledna zmiana p/p, przeptywu izentropowego gazu doskonalego o x = 1,25
w funkcji liczby Macha
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Rys. 22. Wzgledna zmiana T/7T, przeplywu izentropowego gazu doskonatego o x = 1,25
w funkcji liczby Macha

1,0

0,9
0,8
0,7r

0,6

o,
o
14,

Rys. 23. Wzgledna zmiana p/p, przeplywu izentropowego gazu doskonalego o % = 1,25
w funkcji liczby Macha

stanu Redlicha-Kwonga, w funkcji wzglednej zmiany cisnienia, tj. lokalnej
warto$ci ciénienia odniesionej do cisnienia spigtrzenia. Wszystkie obliczenia
przeprowadzono dla metanu, o temperaturze spigtrzenia T, o = 400 K. Jak widaé
z rys. 24 odstgpstwa od modelu gazu doskonalego rosng ze wzrostem cignienia
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spigtrzenia. Najwieksze odchylenia pojawiajq si¢ przy rozprezeniu gazu do
bardzo matych cignier, co jest oczywiste, gdyz tam odgrywa znaczng role
sci§liwos¢ gazu. Rysunki 25 i 26 sa potwierdzeniem wyzej sformutowanej tezy.
Poréwnanie bezwzglednych wartosci parametréw przeptywu obu modeli gazu
pokazano na rys. 27-29.

Mirzecz. /1 Mdosk.
=
(=)
[
T
3

0,98 1 1 H 1 1 1 Il 1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1
0,0 0,1 02 0,3 0,4 0,5 0,6 07 0,8 09 1,0

P/,

Rys. 24. Poréwnanie modeli gazu rzeczywistego i doskonatego (parametry wzgledne)
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Rys. 25. Poréwnanie modeli gazu rzeczywistego 1 doskonatego (parametry wzgledne)



Jednowymiarowy przeptyw gazu rzeczywistego 27

1,5k

N P, =1 MPa

1,45

': ........ po =10 MPa b

s 130
3 : 7
< I CH,
L H 4
S M 1
& .
g L
= To = 400 K

05 06 07 08 09 10
p/p,

Rys. 26. Poréwnanie modeli gazu rzeczywistego i doskonalego (parametry wzgledne)
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Rys. 27. Poréwnanie modeli gazu rzeczywistego i doskonatego
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Rys. 28. Poréwnanie modeli-gazu rzeczywistego i doskonalego
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Rys. 29. Poréwnanie modeli gazu rzeczywistego i doskonatego
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32. PRZEPLYW USTALONY PRZEZ DYSZE

Izentropowy przeplyw czynnika przez kanat o zmiennym przekroju zalezy od
parametrow czynnika w najwezszym miejscu kanalu o przekroju Ax. Jezeli
w przekroju tym czynnik osiagnie parametry krytyczne, wtedy jego strumiefl
masy osigga warto§¢ maksymalng

mx = p* ukx Ax (50)

W obliczeniach przeptywowych gazu rzeczywistego nie mozna skorzystaé
z prostej formuty stosowanej dla gazu doskonalego, poniewaz wszgdzie tam,
gdzie spetniona jest nieréwno§¢

PP (51)
Po Py
w ktdrej
pr _(_2 )% (52)
Py k+1

gaz osiaga parametry krytyczne w najwezszym przekroju.

0,30

0,25

0,20r
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p [kg-m3]

rzeczywisty

ot LA e doskonaty
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0,00 1 1 s ! 1 ! 1 1 1 { 1 It i 1 ) i i 1 i
00 0,1 02 03 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
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Rys. 30. Poréwnanie modeli gazu rzeczywistego i doskonalego

Na rysunku 30 pokazano, ze prawa strona nieréwnosci (51), ktéra jest réwna
stosunkowi ci$nienia krytycznego do ci$nienia spigtrzenia, w gazie doskonatym
jest liczba wynikajacg z réwnania (52), a w gazie rzeczywistym jest zalezna od
parametréw spigtrzenia. Wzrost cidnienia spigtrzenia p,, przy ustalonej tempe-
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raturze spigtrzenia Tj, prowadzi do zmiany tego stosunku. Podobnie zalezne sa
wzgledne zmiany (odniesione do parametréw spigtrzenia) krytycznych wartosci
ciSnienia, temperatury i ggstosci, co pokazano na rys. 31. Réwniez i predkosé
przeptywu w przekroju krytycznym jest zalezna od parametréw spietrzenia, co
pokazano na rys. 32. Nalezy zwrécié uwage na fakt, ze w modelu gazu dosko-
natego jest to funkcja tylko liczby stopni swobody molekuty.
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Rys. 31. Wzgledne zmiany krytycznych parametréw przeptywu
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Rys. 32. Predkos¢ krytyczna w przeplywie izentropowym
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W przeplywie gazu rzeczywistego konieczna jest zmieniona nieréwnosé 5D,
w ktorej kazdorazowo nalezy jej warto$é obliczyé iteracyjnie. Jest to oczywiscie
zupetnie niepotrzebne, poniewaz nalezy iteracyjnie wyznaczy¢ parametry kryty-
czne, to bezposrednie obliczenie wydatku krytycznego (50) jest prostsze.

W przeplywie przez dysze Lavala, gdy wypltyw gazu jest krytyczny, gaz
wyplywa ze stalym strumieniem masy (50). Pozwala to znalezé zalezno$é,
ki6ra musza spetniaé¢ kolejne przekroje dyszy. Z ciagtodci strumienia masy
wynika, Ze

A px ux

Ax p u ©3)
Zgodnie z wynikami tego paragrafu znane sg juz parametry krytyczne gazu.
W rozdz. 3.1 przedstawiono sposéb wyznaczenia parametréw przeptywowych
izentropowego przeplywu dla gazu rzeczywistego, czyli znane sy wszystkie
zmienne Wystepujace po prawej stronie réwnania (53). Pozwala to obliczy¢
wartoscl stosunku pdl powierzchni kolejnych przekrojéw odniesionych do pola
powierzchni, w ktérej panujg parametry krytyczne. Wyniki obliczeri pokazano
na rys. 33 i 34. Réwniez i tutaj wida¢ znaczny wplyw $cisliwosci gazu. Z ry-
sunku 34 mozna wyciagna¢ niewlasciwy wniosek, ze dla przeplywdéw gazu
ponizej liczby Macha réwnej 2 nie nalezy przejmowaé sie modelem gazu rze-
czywistego. Nalezy wyraznie podkreslié, ze obliczenia byly robione dla metanu
1 parametrem w powyzszych obliczeniach byta temperatura spigtrzenia. Z tego
wynika, ze przy innej temperaturze moga wystapi¢ wieksze réznice, a dla
mnego gazu (opisanego réwnaniem Redlicha-Kwonga) odstgpstwa mogg by¢
zmaczne.
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30 e
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Rys. 33. Zmiana przekroju dyszy w funkcji ci§nienia
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Rys. 34. Zmiana przekroju dyszy w funkgji liczby Macha

3.3. WYPLYW CALKOWITY ZE ZBIORNIKA

Rozwaza si¢ wyplyw catkowity gazu ze zbiornika o skoriczonej objetosci.
W miarg uplywu czasu maleje cisnienie gazu w zbiomniku oraz zmieniaja sie
parametry przeptywowe w przekroju wylotowym dyszy. Gdy §rednica wylotowa
dyszy jest znacznie mniejsza od charakterystycznego wymiaru zbiornika, wtedy
do opisu wyplywu mozna stosowaé wszystkie zaleznosci wyprowadzone po-
przednio. W zwigzku z powyzszym przyjeto, iz rozprezanie gazu w dyszy
zbieznej jest izentropowe, a gaz w zbiorniku ma stala temperature T1,.

Réwnaniem, ktére opisuje zmiang warunkéw w zbiorniku wywotana wypty-
wem gazu jest réwnanie cigglosci

wdt = -Vdp, (54)
gdzie w zaleznosci od relacji migdzy ciSnieniem krytycznym i zewnetrznym
otrzymuje sie, ze
gdy px > p, to

m=mx = Apxux (55)

gdy px < p,to
m=Apu (56)
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W przypadku gazu rzeczywistego zasadniczg trudno$¢ sprawia fakt, iz wylo-
ve parametry krytyczne zaleza od parametrow spigtrzenia. Poniewaz w tym
padku temperatura spigtrzenia nie ulega zmianie, czyli T, = const, to

dp, - (_) dp, 57

Dodatkowo, wykorzystujac relacj¢ podana we wzorze (29), przeksztalca sie
- zaleznoé¢ (54) do postaci

dpy, _ A (9P
— = = Y| =— u 58
d< y o EP (pu) (58)
TO

w ktérej ostatni czlon (w nawiasie) jest krytyczny albo podkrytyczny, a v,
oznacza objetosé wlasciwa w warunkach spigtrzenia.
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Rys. 35. Wyplyw calkowity ze zbiornika przez dysze zbieZzna

Obliczenia realizuje si¢ wg nastgpujacego algorytmu: dla znanej wartosci
chwilowej ci$nienia spigtrzenia p, znajduje si¢ warto$¢ parametréw krytycz-
nych, wg metody opisanej w rozdz. 3.2.

— wszgdzie tam gdzie px 2 p

pr __ ¥V 1
dp, 4 v(z, Pk Uk % (59a)
d v,

T
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— gdy px < p, to wtedy

T _ | 4 1
dpy  Avlpu 9p, (59b)
{9y,
TO

gdzie p i u znajduje si¢ metoda opisang w rozdz. 3.1.

Réwnanie (59) catkuje si¢ numerycznie, wykorzystujac dowolng standardo-
wa procedurg komputerowsa. Wynik catkowania dla gazu opisanego rOwnaniem
Redlicha-Kwonga pokazano na rys. 35.

4. OGRANICZENIA FIZYCZNE

W przypadku, gdy gaz podlegajacy analizie Jest mieszaning, wtedy ze wzgledu
na trudnosci obliczeniowe nalezy zastosowaé réwnanie gazu rzeczywistego
z usrednionymi statymi korelacyjnymi. W fizyce wykorzystuje si¢ nastepujace
zasady u$redniania:

a) liniowe

a=)y xa, (60)
i ,
b) pierwiastka kwadratowego
2
a = (E xia,.‘”s) 61)
¢) pierwiastka szesciennego
3
a- ( )3 ai1/3) (62)

d) Lorentza
@ %Z X0 % (E xiai1/3) > xiaz‘Z/3 (63)
i i i

Uzycie dowolnej z nich do wyznaczenia stalych korelacyjnych réwnania
stanu gazu umozliwia zastosowanie w obliczeniach dynamiki gazu (mieszaniny)
wyzej przedstawionej teorii. Przyklad zastosowania metody usredniania mozna
znaleZ¢ np. w pracy Sado (1990).

Granicy zastosowart wyzej wymienionej metody jest stan nasycenia, w ktd-
rym pojawia si¢ mieszanina dwufazowa. Przedstawiona metoda obliczeri moze
by¢ stosowana tylko do stanu gazowego, jednofazowego. Kazde réwnanie stanu
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gazu rzeczywistego generuje wlasne, nie zawsze poprawne parametry stanu
masyconego. W kazdym przypadku nalezy obliczy¢ parametry tego stanu, wyko-
mzZystujac metode Maxwella opisang np. w pracy Staniszewskiego (1969). Zasa-
da metody jest nastepujaca: w obszarze pary wilgotnej, izoterma T < T, wyni-
Kkajaca z réwnania stanu np (15) jest linig falista, ktéra w przecieciu z 1zobara
daje trzy pierwiastki (v, = v, < U, < vy = v ). Ze wzgled6w stabilnoscio-
wych izobara w obszarze dwufazowym musi by¢ tak dobrana, zeby pole obsza-
m ograniczonego linia analityczng T = const, a izobarg bylo prawie réwne
zeru. Dla dwuparametrowych réwnan stanu sprowadza sie to do warunku, ze

Y3
—fpdv <€ (64)

Gdy réwnaniem stanu jest réwnanie (4), to warunek (64) sprowadza sie do

postaci

v, - b +b
plo,~v)-RTIn 22, @y Bt 0f (65)
v-b T%p v (v,+b)

réwnanie Redlicha-Kwonga

Py [MPa]

90 700 HO 120 150 740 Te0 160 150780750
Ts [K]

Rys. 36. Krzywa nasycenia metanu opisanego réwnaniem Redlicha-Kwonga

Obliczona krzywa nasycenia dla metanu, opisanego réwnaniem Redlicha-
-Kwonga, pokazano na rys. 36. Na rys. 37 pokazano zaleznosé gestosci metanu
w stanie nasycenia od temperatury nasycenia. Zalezno$é od ciénienia pokazano
narys. 38. Por6wnujac wyniki, pokazane przyktadowo na rys. 13i 14 z 1ys. 36,
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znajduje si¢ graniczne warto$ci parametréw przeplywu, ktére moga byé obli-
czone przy wykorzystaniu réwnania stanu Redlicha-Kwonga.

W przypadku mieszania gazowych graniczne parametry przeptywu okresla
ten czynnik, ktéry ma najwyzsza temperatur¢ punktu rosy.

N
T T T S S B N

ps [kg-mS)
N

réwnanie Redlicha-Kwonga

T T TTTTrTT

N
T

10-2 C 1 1 1
90 100

70 720 130 7140 150 760 770 760 760
Ts [K]

Rys. 37. Parametry termodynamiczne metanu na linii nasycenia
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110
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Rys. 38. Parametry termodynamiczne metanu na linii nasycenia
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5. PODSUMOWANIE

Poréwnujac wyniki przedstawionych obliczefi mozna stwierdzié, ze parametry
przeptywu gazu rzeczywistego znacznie si¢ réznia od tych, ktére otrzymuje si¢
przy korzystaniu z przyblizonego modelu gazu doskonalego. Przedstawiona
w pracy metoda obliczeniowa jest bardzo ogdlna. Wymaga jedynie, zeby réw-
nanie stanu gazu rzeczywistego mialo zalezno$¢ funkcyjna p = p(T, v). Gdy
ten warunek jest spetniony, to znalezienie funkcji materialowych gazu rzeczywi-
stego, jego parametréw w przeplywie izentropowym ustalonym i nieustalonym
nie stanowi zadnego problemu.
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ONE-DIMENSIONAL FLOW OF REAL GASES

Summary

The paper presents a calculation method for parameters of one-dimensional flow of real
gases. The state equation for these gasas has the form p = p(T, v). For real gasas, method of
calculation of the thermodynamic functions: specific heat, entropy, enthalpy and sound velocity
are presented. The steady and unsteady one-dimensional isentropic flows are analysed. Theoreti-
cal part of the paper is illustrated by calculations, in which the Readlich-Kwong equation of state
was used. Finnaly, the physical limitation of the method presented are discussed.



