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MODELOWANIE PRZEPLYWOW BURZLIWYCH
W MASZYNACH HYDRAULICZNYCH.
MODEL NAPREZEN REYNOLDSA

W pracy oméwiono modelowanie naprezeri Reynoldsa w przeptywach burzliwych, jakie wystepu-

Jja w maszynach hydraulicznych. Przedstawiono analize réwnari naprezei w postaci rézniczkowe;j
i algebraicznej.

OZNACZENIA
C; — transport konwekcyjny naprgzeni Reynoldsa, C; = Dr, ; /Dt
C, — transport konwekcyjny energii turbulentnej, C, = Dk/Dt
. .. . 1 0 ak /
D, — dyfuzja energii turbulentnej, D, = = D, = — e+ 2|y 4
2 Y ox axk p
k — kinetyczna energia turbulentna
P — ciSnienie absolutne, statyczne
P, — produkcja energii turbulentnej
V., v; — predkos¢ usredniona i jej fluktuacja (zapis tensorowy w kierunku x,)
Ty — kinematyczne naprezenia Reynoldsa, T T v’.
ov}\?
€ — szybkos§¢ dysypacji energii turbulentnej, £ = v ™
X;
Re — liczba Reynoldsa charakteryzujaca przeplyw wirowy przy tarczy
2

wr,

O promieniu r;; Re =
v



WSTEP

Przeptywy burzliwe w maszynach hydraulicznych naleza do szczegdlnie trud-
nych w modelowaniu. Sklada si¢ na to wiele czynnikéw takich jak skompli-
kowana geometria przestrzeni przeptywowych, duza predkos¢ powierzchni
wirnikéw, wystepowanie ruchéw wtérnych plynu; tréjwymiarowy charakter
warstw przySciennych, anizotropia turbulencji. '

Powszechnie spotykanym modelem w wielu programach komercyjnych jest
model k-e. Nie opisuje on w sposGb wlasciwy przekoszonych warstw przys-
ciennych i obszar6w o wyraznej anizotropii, ale zapewnia stosunkowo dobrg
zbiezno$é, co uzasadnia jego popularno$é. Model oparty na petnych réwnaniach
bilansu naprezei Reynoldsa pozwala na bardziej poprawny fizycznie opis zja-
wisk przeptywowych, ale sprawia wigcej probleméw numerycznych. Temu
modelowi zostanie po§wigcona dalsza czg$¢ artykuhu.

Wiekszo$é obszaréw przeptywowych we wspodiczesnych maszynach hydrau-
licznych z szybkoobrotowymi wimnikami charakteryzuje si¢ w pelni rozwinigta
turbulencja. W najblizszym sasiedztwie Scianek, w obszarze przejsciowym
i podwarstwy laminarnej, napr¢zenia laminarne zaczynaja przewaza¢ nad turbu-
lentnymi. Ten obszar jest zwykle modelowany za pomoca funkcji przyscien-
nych, co pozwala uniknaé dodatkowych komplikacji modelu i znacznie zmniej-
szyé liczbe weztéw siatki, z czym wiaze si¢ mniejsze obcigzenie pamigci
komputera i krétszy czas wykonywanych obliczen.

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze opis turbulencji za pomocg réwnan
pedu, usrednionych po czasie z wystepujacymi w nich naprezeniami Reynoldsa,
nie pozwala na uchwycenie wszystkich cech przeptywu burzliwego. Z fenome-
nologicznego punktu widzenia przeplyw taki jest ksztaltowany przez wiry
o réznych skalach. Czas zycia wiréw jest proporcjonalny do ich rozmiaru,
zatem wiry o duzych skalach beda mieé najwigkszy wplyw na strukture turbu-
lencji. Wptyw takich czynnikéw, jak zakrzywienie przeptywu czy ruch obroto-
wy powierzchni wirnika na parametry przeptywu jest realizowany przez oddzia-
tywanie duzych wiréw [1], podczas gdy formacje drobnoskalowe sa w maltym
stopniu wrazliwe na wymienione czynniki.

W niektérych pracach [2, 3,4, 5, 6] mocno podkreSla si¢ ograniczenia
usrednionych réwnan pedu, mp. opisywanie wylacznie lokalnych wiasnosci
przeptywu, czy brak informacji o opéznieniu, jakie zachodzi migdzy wejsciem
energii o niskich czestotliwosciach (duze wiry) i reakcja w postaci dyssypacji
tej energii (wiry drobnoskalowe). Ograniczenia te s3 uwazane za giowna przy-
czyne duzych niedoktadnosci [4] obliczen niekt6rych skomplikowanych typow
przeptywu. Mozna spotka¢ opinie, iz przetom w dziedzinie modelowania takich
przeptywéw moze nastapié¢ raczej przez siegnigcie do metod symulacyjnych,
np. LES (Large Eddy Simulation).

Jednakze, jak na razie, mozliwo$ci metody LES sa wciaz jeszcze ograniczo-
ne. Malo jest przykladéw wykorzystania jej do rozwiazania probleméw wyste-



pujacych w technice. Ponadto metoda ta wymaga bardzo duzych mocy oblicze-
niowych komputeréw.

Z drugiej strony metoda usredniania osiagneta dostateczna dojrzatos$é do
zastosowan w réznych obszarach techniki. Jest ona stale rozwijana i na przykta-
dzie pracy {7] wida¢, ze przez bardziej subtelng aproksymacije i wlasciwy dobdr
stalych mozna znacznie poprawi¢ jej doktadnosé.

Celem artykutu jest omdéwienie modelu turbulentnego opartego na bilanso-
wych réwnaniach naprezeri Reynoldsa i pokazanie jego mozliwosci na przykta-
dzie wybranych aplikacji.

Nalezy podkresli¢, ze przedstawiony ponizej opis modelu dotyczy ukltadu
nieruchomego, zwiazanego z obudowa maszyny hydraulicznej. W przypadku
opisu przeptywu w ukladzie wirnika pojawityby sie dodatkowe wyrazy, ktérych
obecno$¢ bylaby skutkiem wirowania uktadu.

1. OPIS MODELU NAPREZEN REYNOLDSA

Réwnanie bilansu naprezein Reynoldsa w uktadzie nieruchomym ma ogdlna
postac: '

C;-P;-®,-D,+e, =0 (L.1)
gdzie:
C, = % v; V; — konwekcja naprgzeft Reynoldsa,
P ! 7 a Vl 7 7 a V] ) . 4 R ld
= | UV + v, v;—= | — praca naprezeit Reynoldsa,
v ! 0X, ' 0X,
p' (9v; 9v; C .. .
<I>ij =2 |2+ — korelacja ci$nienie-deformacja pred-
p axj ox; kosct, )

P ov;v; —— ’ , , . .
D, = G_xk(v?,cj - VUi - % (8, v+ 6ikvj)] - ?{quzjild naprezen
eynoldsa,

! ’
! au,. avj

— dyssypacja naprezen Reynoldsa.
dx, dx,

ij

Do zamknigcia tego réwnania, aproksymacji wymagaja wyrazy @, D,

€;;» zawierajg bowiem one nieznane korelacje gradientéw predkosci pulsacyj-
nych oraz potrdjna korelacje predkosci pulsacyjnej (wyraz D).



Wyraz € jest modelowany na podstawie zatozenia, ze drobnoskalowe wiry
odpowiedzialne za dyssypacje zachowuja strukture izotropowa. Badania (np.
{7, 8]) wskazuja, ze dla w peli rozwinigtej turbulencji jedynie w przypadku
pol predkosci o silnej deformacji (duze zmiany predkosci na dtugosci poréwny-
walnej ze Srednig skala turbulencji) zalozenie to nie jest spetnione.

W wigkszodci przeplywéw spotykanych w maszynach hydraulicznych tak
duze zmiany nie wystepuja. Badania przeptyw6w na powierzchniach zakrzy-
wionych [1] pokazuja, Ze zakrzywienie toru ruchu ptynu nie wplywa na zmiane
drobnoskalowe;j struktury wiréw. Dla przeptywu w obszarze z rozwinigta w pel-
ni turbulencja mozna wigc przyjaé zatozenie o lokalnej izotropii i zastosowac
powszechnie stosowany [9, 10, 8, 11, 12, 13}, prosty model Kotmogorowa:

ey = 28,0 (12)

W wyrazie dyfuzyjnym dominujaca rolg odgrywa potrdjna korelacja \AATE
Moze by¢ ona wyznaczana z osobnego réwnania bilansu (np. jak w [14]).
W praktyce obliczeniowej powszechne jest aproksymowanie tego wyrazu
w sposGb zaproponowany w pracach [15, 16] i wynikajacy z uproszczenia
petnego réwnania bilansu dla viviv,, m.in. przez odrzucenie, jako pomijalnie

i
malych, wyrazéw zawierajacych deformacjg Sredniej predkosci:

J

—_— k 0 d 0
SV ViU = €= | Uj U —— Vv + UV —— 0 U+ v v —— V] v (1.3)
€ X, ox, X,

Dla przeptywéw z w pelni rozwinigta turbulencja, dyfuzja molekularna jest
pomijalnie mata.
Biorac pod uwage, ze czg$¢ ci§nieniowa w wyrazie dyfuzyjnym jest réwniez
mozliwa do zaniedbania [14, 16], wyraz ten sprowadza si¢ do zaleznoSci:
0

— a k 1 7 a I 1 7 1 I I 7 1 a I
D, = Ex—k[cs;(vivla; Vv, + U] vlé;l v U+ vkvla_xl v.vjﬂ (1.4)

Wyraz @, mozna oszacowa¢ korzystajac z réwnania Poissona dla pulsacji cis-
nienia p’. Wykorzystujac twierdzenie Greena otrzymuje sie jawna zalezno$é
na p’. Na jej podstawie okresla si¢ (p'/p)(dv] /axj +0v;/0x;). Wyraz ten
(patrz np. [16, 17, 18]) sklada si¢ z dwéch czgsci: pierwszej zaleznej tylko
od pulsacji predkosci i drugiej zaleznej dodatkowo od deformacji predkosci
$redniej.

Czgs¢ pierwsza jest aproksymowana powszechnie w sposéb zaproponowany
przez J. Rotte [17]

e(— 2
o, - —Cl—lz(vivj—gﬁ..k) (L5)



Odzwierciedla ona fakt, ze w przeptywach jednorodnych, anizotropowych
z praktycznie zerowa deformacjg predkosci $redniej bedzie nastgpowato prze-
chodzenie do stanu izotropii, a wiec wyréwnywania sie udzialéw energii turbu-
lentnej w poszczegélnych kierunkach i zanik naprezen tnacych z predkoscia
proporcjonalng do poziomu anizotropii i ze skala czasowa k/e .

Czs¢ druga jest aproksymowana w sposSb opisany przez D. Naota i innych
[18, 19]. Aproksymacja ta opiera si¢ na hipotezie, ze fluktuacje ciénienia zZwia-
zane z deformacja predkosci Sredniej beda wymuszaé zmiany tensora produkcji
naprezen turbulentnych P;; w kierunku izotropii (zatozona jest lokalna izotropia
przeptywu [20, 28, 29])

o, —c(p 25, p) (1.6)
iz 3
Stosowana jest réwniez rozszerzona postaé tej aproksymacji:
_ 2 T_ 2 aVi av;
q)iJ'Z - _Cz(Pij - 3 6:‘ij) - C3(Pij - §5iij) B C4k( ax. ax. (L.7)
§ i

gdzie: C; = 6-C,-44, C, =2(4-C,-3) ([8, 30]).

Poniewaz pierwszy wyraz w rozszerzonej aproksymacji jest dominujacy [8],
postaC prostsza (1.6) moze by¢ wystarczajaco doktadna. Aproksymacja (1.7)
jest gorzej uzasadniona teoretycznie i moze dawaé gorsze wyniki (patrz [20])
przy wiegkszej komplikacji zapisu.

Nalezy podkresli¢, ze liniowa posta¢ zwiazkéw (1.6), (1.7) jest pewnym
uproszczeniem. Badania wykazuja [21, 22}, ze szybko§¢ procesu przechodzenia
do izotropii stabnie w miarg zmniejszania sie anizotropii przeptywu.

Jezeli znane sa energia turbulentna k i szybkos$¢ jej dyssypacji ¢, zaleznosci
(1.1), (1.4), (1.5), (1.6) wyznaczaja zamkniety uklad réwnan rézniczkowych
czastkowych opisujacych tensor naprezeri turbulentnych:

—(lv’.v’.—P.. o
de 71 ¥ axk

k 0 d 0
c—|viv,—viv +vv—uvlv + v v——vv +
s i lax J k J lax kvi k™1 x J
1 1 1 (1.8)

€ 77 2 2 =
+C1;(vi j——5"k)+C2(Pij_§6ijpk)+§5jke =0

Istotne uproszczenie réwnafi (1.8) do postaci algebraicznej [23] jest mozliwe

jezeli zmiany v v’ ; v /k sa tagodne, tj. v’ v; zmienia si¢ liniowo z energia turbu-
lentng k. W w1elu przypadkach przeplywow warunek ten moze byé uznany
w przyblizeniu za spetniony.

Miedzy wyrazami opisujacymi transport konwekcyjny C i C, w réwna-

niach bilansu naprezest Reynoldsa v v; (1.1) i energii turbulentne_] k zachodzi
prosta zaleznosé:



c o ViV, d|YY (1.9)
i EF odr\ k

Podobnie migdzy wyrazami opisujacymi transport dyfuzyjny D, D,

v 2 5 ( viv; a3 (v, Yy
D, = Vi ’Dk+i CSZ‘L v’ivlzi ik +v',v'l_£9_. Lil +vllcvlli bi b
/ k ox,| * ¢ ax\ k Thax\ k ox,\ k

kok|l— a([vivy) — o vivk a | viv;
+e,——— | vivj—| L= | + Vi) — + o0 —| —2
e Ox; ax\ k P lex\ k ax\ k

W modelu W. Rodi’ego [23] te podkre§lone wyrazy sa pomijane, jednakze
w pracy [24] zaproponowana zostata prosta ich aproksymacja tak, ze:

+

- (1.10)

1 !

U. D, [
C, = 'k’C'k+a%(v’i ;—%%k)ck (L.11)
D, - 'kakw%(v; ;-%aijk)pk (112)

W ten sposéb zostal wzmocniony wplyw naprezen tnacych na transport kon-
wekcyjny i dyfuzyjny. Aproksymacja ta zostata oparta na hipotezie o wigkszym
udziale w procesach transportu wiréw duzych, o dtuzszym czasie zycia. Akcep-
tujac to podejécie otrzymuje si¢ uktad réwnafi algebraicznych:

(1- Cz)(ﬁz - %%ﬂ)

€ €

(1.13)

ij
(1 w)[ﬁ —1)+cl<a gy
€

€

Réwnania (1.13) zawieraja cztery state C;, C,, o, B. Nie istnieja uniwersalne
ich wartosci stosowane dla wszystkich klas przepltywdw, co wynika chociazby
ze wspomnianego wcze$niej nieliniowego zachowywania sig korelacji @,
D Wartosci stalej C; u réznych autoréw wahaja sig w granicach od 1,5 do
4,0, a stalej C, od 0 do 0,75 (patrz np. [28, 20, 8, 25]). Czynione sa proby
zastapienia tych statych funkcjami tensora anizotropii i liczby Reynoldsa (np.
[21, 26]). Jak dotad nie udato si¢ ta droga osiagnaé wigkszej dokladnosci
modelu przy wyraznej jego komplikacji [21]. W pracy [21] stale te zostaty
okreslone dla typu przeplyw6w na powierzchniach zakrzywionych i ich wartosci
wynosza: C; = 3,0, C, = 0,3.

Wyraznie gorsze wyniki rozktadéw ®,; w przypadku przeplywéw zakrzy-
wionych otrzymywane byty (np. [27]) przy stosowaniu do§¢ powszechnie spoty-



kanych wartosci C; = 1,8 i C, = 0,6, otrzymanych w wyniku analizy przeply-
wu plaskiego i traktowanych jako uniwersalne.

Stale «, B zostaly przyjete w pracy [24] jako réwne sobie a = . Brak
jest szerszych danych empirycznych pozwalajacych ustali¢ ich wartosci dla
réznych typéw przepltywu.

2. PRZYKLEADY APLIKAC]I

Jednym z przyktadéw zastosowania powyzszego modelu jest symulacja przepty-
wu w przestrzeni migdzy wirujaca tarcza i nieruchoma obudowa. Przestrzenie
takie wystgpuja w pompach, sprezarkach, turbinach wodnych, sprzgglach
i przektadniach hydrokinetycznych, turbinach parowych ale tez w miynach do
mas celulozowo-papierniczych. Przykladowa przestrzefi zostala pokazana na
rys. 1.
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Rys. 1. Przestrzeii migdzy wirujacg tarcza i nieruchoma obudowa

Na rysunku 2 poréwnane sa, dla takiej geometrii, obliczenia (linia ciagta)
z danymi do§wiadczalnymi. Na osi rzednych podany jest bezwymiarowy wsp6t-
czynnik ciénienia, a na osi odcigtych promiefi wzgledny wirujacej tarczy. Wy-
niki dotycza przypadku dla wzglednej odlegloici migdzy tarcza i obudowa
s/r, = 0,06 i dla trzech réznych wartoéci promieniowego przeptywu dosrodko-
wego Q.

Szersze oméwienie wynikow symulacji przeptywu w tej przestrzeni znajduje
sie m.in. w pracy [31].

Na rysunku 3 pokazano przestrzen przeptywowa spotykanego w maszynach
hydraulicznych uszczelnienia rowkowanego.
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Rys. 2. Rozklad promieniowy ci$nienia dla r6znych liczb Re g = Q. /nry
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Rys. 3. Szczelina rowkowana z siatka wspétrzednych (skala nie jest zachowana)

Obliczana szczelina skladata sig z trzech rowkéw nacietych na wirujacym
waiku o promieniu r,, = 50 mm. Szerokos¢ szczeliny wynosita s = 0,08 mm,
a catkowita dlugos¢ szczeliny 10 mm. Wysoko$¢ h i szerokos¢ naciecia b byly
zmieniane. Na rys. 4 przedstawiono wyniki symulacji w jednej (wlotowej)
czescei szezeliny.

Przeptyw byl obliczany dla réznych wartodci przecieku Q, przez szczeling
(gdzie Re ¢ = 9 /7r,v). Zagadnienie to byto przedmiotem badai prowadzo-
nych w Instytucie Techniki Cieplnej Politechniki Warszawskiej. Szersze jego
omoOwienie znajduje si¢ m.in. w pracach [32, 33].
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Rys. 4. Przeplyw w pojedynczym rowku uszczelnienia

3. PODSUMOWANIE

Spotykane w maszynach hydraulicznych przepltywy charakteryzuja sie najczes-
ciej w pelni rozwinieta turbulencja. Ze wzgledu na stopien jej ztozonosci wy-
stgpujace w usrednionych réwnaniach pedu naprezenia Reynoldsa powinny by¢é
modelowane w sposéb pozwalajacy na poprawny opis fizyki zjawisk. Prowa-
dzone w Instytucie Techniki Cieplnej Politechniki Warszawskiej prace nad
wykorzystaniem modelu opartego na bilansowych réwnaniach naprezen Rey-
noldsa pokazuja, ze mozna w sposéb udany symulowaé przeplywy burzliwe
w réznych czgSciach maszyn hydraulicznych. Nalezy dodaé, ze omawiany
model jest trudniejszy w obliczeniach numerycznych niz model k-e. Gléwna
tego przyczyna jest obecno$¢ dominujacego wyrazu Zrédtowego w réwnaniach
bilansowych. Dalszym celem prac podejmowanych w ITC PW jest zagadnienie
symulacji przeptywéw w obszarach przejsciowych, ktére ksztattuja sie¢ dla
matych promieni lub mniejszych predkosci obrotowych.
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