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W a r t y k u l e p r z e d s t a w i o n o a n a l i t y c z n e r o z w i ą z a n i e z a g a d n i e -
n i a n i e u s t a l o n e g o p r z e w o d z e n i a c i e p ł a w p ł y c i e d l a warunków 
b r z e g o w y c h I I I ^ r o d z a j u . Równoważne r o z w i ą z a n i a o t r z y m a n o m e -
t o d a m i L a p l a c e ' a i F o u r i e r a , 

Podano w y k r e s y t e m p e r a t u r d l a k i l k u w y b r a n y c h p r z y p a d k ó w 
p r z e w o d z e n i a c i e p ł a na p o d s t a w i e o b l i c z e ń w y k o n a n y c h na EMC. 

O z n a c z e n i a s t o s o w a n e w p r a c y 



Τ - t e m p e r a t u r a p ł y t y , 

T 2 - t e m p e r a t u r y c z y n n i k ó w o m y w a j ą c y c h p ł y t ę , 

λ - w s p ó ł c z y n n i k p r z e w o d z e n i a c i e p ł a , 

aCj, a ρ - w s p ó ł c z y n n i k i p-rze jmowan i a c i e p ł a , 

оеЛ cvpl 
B i 1 = , B i 2 = - j - - l i c z b y B i o t a , 

a - w s p ó ł c z y n n i k w y r ó w n y w a n i a t e m p e r a t u r , 

t - c z a s , 

a t Po =—s l i c z b a F o u r i e r a , 
1 

χ - w s p ó ł r z ę d n a g r u b o ś c i p ł y t y , 

1 - połowa g r u b o ś c i p ł y t y . 

7/ zm i ennych w a r u n k a c h p r a c y m a s z y n c i e p l n y c h t a k i c h j a k : 

r o z r u c h l u b zm i ana o b c i ą ż e n i a w y s t ę p u j ą n i e u s t a l o n e w c z a s i e 

p r z e b i e g i t e m p e r a t u r w e l e m e n t a c h t y c h m a s z y n . C z ę s t o do a n a -

l i z y i c h p r z e b i e g ó w w y s t a r c z y p o s ł u ż y ć s i ę pewnymi u p r o s z c z o -

nymi mode l ami f i z y c z n y m i . Można p r z y j ą ć , że u s t a l e n i e t e m p e -

r a t u r i w s p ó ł c z y n n i k ó w wymiany c i e p ł a n a s t ę p u j e z n a c z n i e s z y b -

c i e j n i ż w e l e m e n c i e s t a ł y m ( n p . w ś c i a n c e ) . 

J e ż e l i p r z y t y m , z a g a d n i e n i e d a j e s i ę . s p r o w a d z i ć do p r z e -

w o d z e n i a c i e p ł a w p ł y c i e w y m i e n i a j ą c e j c i e p ł o z o t o c z e n i e m 

wg wzoru Newtona , t o w y s t a r c z y u ż y ć mode lu j e d n o w y m i a r o w e g o . 

Omawiany mode l można o p i s a ć m a t e m a t y c z n i e n a s t ę p u j ą c o : 

r ó w n a n i e p r z e w o d z e n i a c i e p ł a w p ł y c i e 

w a r u n e k p o c z ą t k o w y 

d l a t = 0 T p = f ( x ) » ( 2 ) 

w a r u n k i b r z e g o w e 

( 3 ) 

(4) 



Powyższe z a g a d n i e n i e d a j e s i ę r o z w i ą z a ć a n a l i t y c z n i e , co 

z o s t a ł o n a d m i e n i o n e w p r a c y [1]. j a k o z e s t a w i e n i e dwu p o d a n y c h 

tam r o z w i ą z a ń u p r o s z c z o n y c h w s t o s u n k u do z a g a d n i e n i a p r z e d -

s t a w i o n e g o r ó w n a n i a m i ( 1 ) ř ( 4 ) . 

W p r a c y [ 2 ] podano r o z w i ą z a n i e metodą L a p l a c e ' a podobne -

go z a g a d n i e n i a p r z y z a ł o ż e n i u u p r a s z c z a j ą c y m T^ = T g . 

R o z w i ą z a n i e t o n i e s t e t y n i e b u d z i z a u f a n i a , gdyż w g r a -

n i c z n y m p r z y p a d k u , gdy t — oo n i e d a j e p r a w i d ł o w e g o r e z u l t a t u . 

D l a t e g o c e l e m t e j p r a c y j e s t r o z w i ą z a n i e z a g a d n i e n i a ( 1 ) ř 

( 4 ) m e t o d a m i : p r z e k s z t a ł c e n i a L a p l a c e ' a o r a z r o z d z i e l e n i a 

z m i e n n y c h F o u r i e r a i s p r a w d z e n i e i c h w p r a k t y c e o b l i c z e n i o -

w e j . 

W m e t o d z i e L a p l a c e ' a d o k o n u j e s i ę t r a n s f o r m a c j i równań 

( 1 ) τ ( 4 ) wzg lędem w s p ó ł r z ę d n e j t (nowa w s p ó ł r z ę d n a c z a s u 

- β ) . 

Z r ó w n a n i a ( 1 ) o t r z y m u j e s i ę 

s T U , β ) - T U ) = a ( 5 ) · 

Z t r a n s f o r m a c j i warunków b r z e g o w y c h ( 3 ) i ( 4 ) o t r z y m a n o : 

= « . , [ I 1 - T ( - l , s ) ] , ( 6 ) , ЭТ 
' Л ЭХ - 1 

. э т 
З х - « 2 [ T ( l ' s ) — S 2 ] · ( 7 ) 

R o z w i ą z a n i e m r ó w n a n i a ( 5 ) , gdy T p U ) » T p j e s t f u n k c j a 

T ( x , s ) 3 + A s h ^ x + B c h ^ x . ( 8 ) 

P o d s t a w i e n i e ( 8 ) do równań ( 6 ) i ( 7 ) d a j e u k ł a d r ó w n a ń : 

Ы 1 • ¥ i ] 1 - Ы ^ 1 • X B - ' 

« 1 T 1 " T p 



[ W c h l f 1 ψ * [ t § * c h f i j В -

<*2 T 2 - T p 

W y z n a c z e n i e z t e g o u k ł a d u równań s t a ł y o h A i В i w s t a w i e -

n i e i c h do r ó w n a n i a ( 8 ) o r a z w p r o w a d z e n i e o z n a c z e ń 

« « I oc01 
( 9 ) 

d a j e wzór na t r a n s f o r m a t ę r o z w i ą z a n i a 

T ( x , s ) _(f l 2 + B i l B i 2 ) sh 2 ^ § 1 + 

+ ( B l , + B i 2 ) l \ f ch 2\f l ] } ' 1 . 
(10) 

* 1 - # 1 + B i ^ T p - T ^ - B i 2 ( V T 2 ) l V f J a 

+ B i ^ i g i T g - T , ) c h \ | l j eh χ + • [ B i 2 ( T 2 - T p ) + 

+ B i ^ T ^ T p ) ] 1 \ | c h \ | 1 + Β Ι ι Β 1 2 < Τ 1 + ϊ 2 - 2 Τ ) Bh\f l j c h ^ f x). 

Wzór ( 1 0 ) można z a p i s a ć p r z y u ż y c i u o d p o w i e d n i c h o z n a c z e ń 
n a s t ę p u j ą c o 

T ( x , s ) = Ь + / i f Κ . , ' s s φ кз) * ( 1 1 ) 

g d z i e ś 

ψ ( s ) = ( Ι l 2 + B ^ B i g í sh 2 \ f 1 + 

+ ( B i 1 + B i 2 ) ΐ ] / ξ Ch 1 , ( 1 2 ) 

ψ { s ) j ! e s t o d p o w i e d n i ą , c z ę ś c i ą w y r a ż e n i a (10). 

Aby z n a l e ź ć t r a n s f o r m a t ę odwrotną r o z w i ą z a n i a n a l e ż y z n a -

l e ź ć b i e g u n y w y r a ż e n i a (10). Będą t o p i e r w i a s t k i r ó w n a n i a 

в f ( s ) = 0. (13) 



Dla s = O o t r z y m u j e s i ę w y r a ż e n i e r e p r e z e n t u j ą c e s t a n 

u s t a l o n y z e wzoru 

T w ( x ) = l i m Γθ!Λ + - K W -
m i —o L Ρ y l s J -

( T 2 - T 1 ) B l 1 B i 2 Y + T ^ Ł ^ I + B Ł g ) + T g B Ł g d + B l ^ 

B i 1 +. B i g + 2 BŁ^Big ( 1 4 ) 

Dla s = O, t z n . p i e r w i a s t k ó w з д r ó w n a n i a ( 1 2 ) o t r z y -

m u j e s i ę c z ł o n r e p r e z e n t u j ą c y z a l e ż n o ś ć od c z a s u 

w ^^ 

n=i " 
( 1 5 ) 

g d z i e : 

s «p' ( s ) = s ( f I 2 + B i l B i 2 ) sh 2\f 1 + ( B i 1 + B i 2 ) l \ f ch l]'= 

= I l 2 ( 1 + B i 1 + B i 2 ) sh 2\f 1 + [ ( § l 2 + B i l B i 2 ) \ f 1 + 

+ \ (Bl^ + B i g ) l ^ f ] Ch 2\f 1 . 

Z a m i a s t r o z w i ą z y w a ć r ó w n a n i e y ( s ) = 0 do wzoru ( 1 2 ) 

wprowadza s i ę o z n a c z e n i e 

i o t r z y m u j e s i ę r ó w n a n i e na γ •• 

( B i 1 B i g - j · 2 ) s i n 2 j + ( B i 1 + B i g ) у co s 2 ar = 0 . ( 1 7 ) 

Z p o w y ż s z e g o r ó w n a n i a o t r z y m u j e s i ę w a r t o ś c i J a ď l a o d -

p o w i e d n i c h Bi^ i B i g . 

Ze wzoru ( 1 5 ) , po w p r o w a d z e n i u o z n a c z e n i a ( 1 6 ) , o t r z y -

m u j e s i ę : 



T E ( x , t ) 
„B 1 (B i 1 + Bi 2 + 2 B ^ B i g - a j ř J ^ o o e 2 a - n - 2 ^ ( l + B i 1 + B i 2 ) s i n 2 J n 

c o s r [ B i ^ T p - T ^ - B i ^ T p - ^ ) ] y n s in ' З ^ В Ц В ^ - Ц ) 

[ b í 2 ( T 2 - T p ) + B i ^ ^ - T p ) ] Г п cos + B i l B i 2 ( V T 2 -

- 2 T p ) 3·η 
cos r u f ) e x p f . í n ^ i 

S i n * n f •-

(18) 

Sama o t r z y m a n y c h r o z w i ą z a ń ( 1 4 ) i ( 1 8 ) ' d a j e końcowe r o z -
w i ą z a n i e z a g a d n i e n i a me todą L a p l a c e ' а 

T ( x , t ) = τ ( χ ) + T p ( x , t ) = 

_ ( T g - T ^ B ^ B l g f + Ц В Ц О + B i 2 ) + T-B i - (1 + B i „ ) 
2 ' • 

2 + ŽB^Big ВЦ + B l 0 + 2Bi„Bi 

оо 

Л - а . 

^ГГ(В1 1 + В1 2 + 2ВЦВ1 2 -2^ ) r a cos 2 ^ - 2 ^ ( 1 + 8 ^ 1 . , ) s i n 2 Г п 

. ( f [ B i 2 ( T p - T 2 ) - B i ^ - T , , ) ] ^ s i n ^ B ^ B ^ Í ^ - T ^ c o s ^ 

+ { [ B i 2 ( T 2 - T p ) + B i ^ ^ - T p ) ] ^ cos ^ + B Í 1 B Í 2 (Тл t Tg -

s i n * n l + 

2 O s i n 0 0 3 ^n » ( 19 ) 

r o z · 

g d z i e z n a j d u j e s i ę z r ó w n a n i a ( 1 7 ) . 

Z a g a d n i e n i e (1) ť (4) można r o z w i ą z a ć r ó w n i e ż metodą 
d z i e l e n i a zm i ennych F o u r i e r a . 

R o z w i ą z a n i e z a g a d n i e n i a p r z e w o d z e n i a , p r z e d s t a w i o n e g o 
r ó w n a n i a m i ( 1 ) ř ( 4 ) metodą F o u r i e r a , b ę d z i e p o l e g a ć na po-
s z u k i w a n i u f u n k c j i 

T ( x , t ) = T N ( x ) + T E ( x , t ) . ( 19 ' ) 



F u n k c j a T f l U ) s p e ł n i a j e d n o r o d n e r ó w n a n i e p r z e w o d n i c -

twa 

d2T (20) 

o r a z u p r o s z c z o n e w a r u n k i b r z e g o w e ( 3 ) i ( 4 ) , a w i ę c b ę d z i e 

r o z w i ą z a n i e m s t a n u u s t a l o n e g o . 

F u n k c j a T g ( x , t ) s p e ł n i a r ó w n a n i e p r z e w o d n i c t w a ( 1 ) o r a z 

j e d n o r o d n e w a r u n k i b r z e g o w e : 

a 3T 

- A 
ЭТ 
Эх 

= оСл T ( - l , t ) , 
- 1 1 

= oC2 Τ ί ΐ , - t ) . 

(21) 

( 2 2 ) 

F u n k c j ę τ υ ( χ ) p r z e w i d u j e s i ę , z e w z g l ę d u na r ó w n a n i e 

( 2 0 ) , j a k o f u n k c j ę l i n i o w ą t y p u 

T N ( x ) = b χ + c . ( 2 3 ) 

P o d s t a w i e n i e ( 2 3 ) do równań ( 3 ) i ( 4 ) d a j e u k ł a d równań 

ze w z g l ę d u na s t a ł e b i c : ' * 

.( λ + α ^ Ι ) b - o ^ c - - α - ,Τ^ . 

( A + α 2 1 ) b + <*2с = α 2 Τ 2 · 
( 2 4 ) 

W y z n a c z e n i e z t e g o u k ł a d u b i с o r a z p o d s t a w i e n i e i c h 

do r ó w n a n i a ( 2 3 ) p r z y p r z y j ę c i u o z n a c z e ń : 

B i , 
« , 1 

B i „ = 
α 2 1 

d a j e 

) Tw(x) 
Bi Bi (T - + Bi 1T 1 + Bi2T2 + B i 1 Bi 2 (T 1 + T 2 ) 

Bi^ + B i 2 + 2Bi^Big 



Wzór (14 ' ) p o d o b n i e j a k i d e n t y c z n y z nim wzór ( 1 4 ) o t r z y -
many metodą L a p l a c e ' a p r z e d s t a w i a r o z k ł a d t e m p e r a t u r y w s t a -
n i e u s t a l o n y m . 

F u n k e j f T E ( x , t ) p o s z u k u j e s i ę metodą r o z d z i e l e n i a z m i e n -
n y c h . 

P o s z u k u j e m y f u n k c j i 

T p ( x , t ) , = X ( x ) Y ( t ) . ( 2 5 ) 

F u n k c j a ( 2 5 ) m u s i s p e ł n i a ć r ó w n a n i e p r z e w o d n i c t w a ( 1 ) 
i s t ą d 

X " ( x ) 1 Y ' ( t ) 2Г2 

X i x ) ~ a Y l t T - " г 2 » 

g d z i e γ j e s t w a r t o ś c i ą w ł a s n ą . 

O t r z y m u j e s i ę w i ę c dwa r ó w n a n i a : 

ΐ 2 

X " ( x ) + ^ - Χ ( χ ) = 0 , ( 2 6 ) 

Y' ( t ) + a Y ( t ) = 0 . ( 2 7 ) 
R o z w i ą z a n i e m r ó w n a n i a ( 2 6 ) j e s t f u n k c j a 

ÍT τ 
X ( x ) = C s i n - д ^ + D c o s , ( 2 8 ) 

a r ó w n a n i a ( 2 7 ) f u n k c j a 

Y ( t ) = E exp ( - - ^ O " ) . ( 2 9 ) 

P o s z u k i w a n a f u n k c j a ma p o s t a ć f u n k c j i w ł a s n y c h r o z -

p a t r y w a n e g o z a g a d n i e n i a po w p r o w a d z e n i u nowych s t a ł y c h Å i В 

T j X x . t ) = (A s i n -P^- + В c o s Ц - ) exp - . ( 3 0 ) 

1 

F u n k c j a ( 3 0 ) m u s i s p e ł n i a ć j e d n o r o d n e w a r u n k i b r z e g o w e 

( 2 1 ) i ( 2 2 ) , co p r z y w y k o r z y s t a n i u o z n a c z e ń ( 9 ) p o z w a l a o t r z y -
m a ć : 



( у - c o s у + B i 1 s i n γ)к + ( 3* s i n γ - B i 1 c o s ar )B = 0 , ( 3 1 ) 

( j"· c o s J· + B i g s i n 3- )A - ( 3- s i n 3- - B i g c o s jr )B = 0 . ( 3 2 ) 

Warunk iem i s t n i e n i a n i e z e r o w y c h w a r t o ś c i A i В , s p e ł n i a -

j ą c y c h r ó w n a n i a ( 3 1 ) i ( 3 2 ) j e s t , aby w y z n a c z n i k t e g o u k ł a d u 

b y ł z e r e m . S t ą d o t r z y m u j e s i ę r ó w n a n i e na w a r t o ś c i w ł a s n e , 

i d e n t y c z n e z równan iem ( 1 7 ) 

a r ( B i 1 + B i 9 ) 
1 — t g 2J- . ( 3 3 ) 

T 2 " - B i l B i 2 

K a ż d e j ' w a r t o ś c i w ł a s n e j odpow i ada f u n k c j a w ł a s n a , k t ó r ą 

można z a p i s a ć n a s t ę p u j ą c o : 

/ тпх В 3 -x\ / ar^a t \ 
T p n ( x , t ) = Aü ^ s i n i f - + η ξ - c o s —j—jexp [ - - ^ r j - ( 3 4 ) 

Z r ó w n a n i a ( 3 1 ) wyznaoza ą i ę 

B„ B i 1 s i n r + r o o s L η 1 "й " η " η (ir\ 
Β 1 1 o o s Г η ~ r n s i Q r n * 

F u n k c j a T g ( x , t ) b ę d z i e sumą w s z y s t k i c h f u n k c j i w ł a s n y c h 

(34) Tpn(x,t) 

T E ( x , t ) = ^ A Q ( s i n ^ . + - ^ c o s ^ ) e x P ( - i i a * 2 l ' 

1Γ-1 * ' 4 l J 

W s p ó ł c z y n n i k i AQ z n a j d u j e s i ę z w a r u n k u p o c z ą t k o w e -

( 3 6 ) 

go ( 2 ) : 

t = O T ( x , 0 ) = T ' ( x ) = T N ( x ) + T E ( x , 0 ) , 

T E ( x , 0 ) - T p ( x ) - T n ( X ) , 



s t ą d j a k o w s p ó ł c z y n n i k i w y r a z ó w s z e r e g u F o u r i e r a z n a j d u j e s i ę 

i [ V x ) - V x ) ] ( s i t l ¥ + ^ с о в ψ ) dz 
Α β Υ ( . arnx Β^ · ( 3 7 ) 

J l s l n — + i r 0 0 8 - f - J <*x 
4 

W p r z y p a d k u Τ ( χ ) = Τ 
Ρ Ρ 

д _ 2 ^ В Ф Ё У у в у в у В 1 2 ) t ( у Т 2 ) В 1 2 ( Г ; + В 1 2 ) sin 2 Г и ] 

n " ^ ( В Ц + В ^ ^ + в ф ^ + в ф + ( B i 1 + B i 2 ) ( r 2 + B i i B i 2 ) ] 

• ( B Í 1 c o s r n - r n s i n r n ) · ( 3 8 ) 

• K o r z y s t a j ą c z równań ( 1 9 ' ) , С14' ) , ( 3 6 ) i ( 3 8 ) o t r z y m u j ę 

s i ę r o z w i ą z a n i e z a g a d n i e n i a ( 1 ) ř ( 4 ) , k t ó r e j e s t t o ż s a m o ś c i o -

wo i d e n t y c z n e z e wzorem ( 1 9 ) o t r z ymanym m e t o d ą L a p l a c e ' a : 

ip/ t > < V V B : 4 B i 2 1 + W 1 + B i 2 > + T2 B i 2 0 > В Ц ) 
U ' ; = ВЦ + Big + 2 B i l B i 2 - + 

й г Г^(ВЦ+В1 2 ) [ (ВЦ+В1 2 ) (ЗГ 2 +ВЦВ1 2 ) + 2 ( 3 - 2 + B i 2 ) ( ^ + B i 2 ) ] 

• / η 0 0 ψ η (/| + Γ)] - Bi1 s i n k ( 1 + I5]} exp Fo>' 

g d z i e Fo = - ^ í - l i c z b a F o u r i e r a . 
1 

R o z w i ą z a n i a u z y s k a n e , m e t o d a m i L a p l a c e ' a i F o u r i e r a d a j ą 

s i ę s p r o w a d z i ć do t e g o s a m e g o w z o r u , p r z y w y k o r z y s t a n i u w z o -

r u ( 3 3 ) j a k o t o ż s a m o ś c i . 

Do o b l i c z a n i a t e m p e r a t u r p r z y u ż y c i u m a s z y n y c y f r o w e j , 

n a j w y g o d n i e j j e s t k o r z y s t a ć z e w z o r u ( 3 9 ) . N a l e ż y p r z y t ym 

p r z e w i d z i e ć p r o c e d u r ę o b l i c z a n i a w a r t o ś c i w ł a s n y c h у na p o d -

s t a w i e r ó w n a n i a ( 3 3 ) . 

R ó w n a n i e ( 3 3 ) można r o z w i ą z a ć n u m e r y c z n i e m e t o d ą p o ł o w i e -

n i a p r z e d z i a ł u . K r a ń c e p r z e d z i a ł ó w , w k t ó r y c h n a l e ż y p o s z u k i -



wać p i e r w i a s t k ó w , j a k t o w y n i k a z r ý s . 2 , s ą w y z n a c z o n e p r z e z 

p ionowe a s y m p t o t y f u n k c j i Gtø) i H ( j r ) . P r z e c i ę c i a t y c h f u n k -

c j i , b ę d ą c y c h l ewą i p rawą s t r o n ą r ó w n a n i a ( 3 3 ) w y z n a c z a j ą 

w a r t o ś c i p i e r w i a s t k ó w . 

R y s . 2 . W y z n a c z a n i e w a r t o ś c i ft i p r z e d z i a ł ó w 

T a b l i c a I p r z e d s t a w i a o b l i c z o n e p i e r w i a s t k i ft d l a komb i -

n a c j i w y b r a n y c h w a r t o ś c i l i c z b B i o t a . Dla d u ż y c h l i c z b F o u r i e -

r a (Fo > 0 , 1 ) , w y s t ę p u j ą c y w r o z w i ą z a n i u , s z e r e g j e s t s z y b k o -

z b i e ż n y i w y s t a r c z y k o r z y s t a ć z k i l k u wyrazów t e g o s z e r e g u . 

W podanych n i ż e j p r z y k ł a d a c h , g d z i e d o k ł a d n o ś ć o b l i c z e ń 

w y n o s i ł a 0 , 0 2 % m a k s y m a l n e j . r ó ż n i c y t e m p e r a t u r d l a l i c z b Fou -

r i e r a oko ło 0 , 0 1 n a l e ż a ł o k o r z y s t a ć z o k o ł o 30 w a r t o ś c i . A l e 

i w t y c h p r z y p a d k a c h o b l i c z e n i e t e m p e r a t u r w 10 p r z e d z i a ł a c h 

χ d l a 7 l i c z b F o u r i e r a , ł ą c z n i e z numerycznym o b l i c z e n i e m 

p i e r w i a s t k ó w 3* , na m a s z y n i e c y f r o w e j Odra 1204 n i e t r w a ł o 

d ł u ż e j n i ż k i l k a n a ś c i e m i n u t . N a l e ż y p r z y p u s z c z a ć , ż e w y k o r z y -

s t a n i e metod a n a l i t y c z n y c h do a n a l i z y n i e k t ó r y c h z a g a d n i e ń 

wymiany c i e p ł a ( n p . o b l i c z a n i e z m i e n n e j t e m p e r a t u r y p o w i e r z c h -

n i ) może b y ć b a r d z i e j e f e k t y w n e od n i e k t ó r y o h metod n u m e r y o a -

n y o h . 



Tablica 1 

B i 1 B i 2 ϊ ι Г2 3*3 U 3*5 3-6 3*7 

0 , 0 0 1 0 , 0 0 1 0 , 0 3 1 6 1 , 5 7 1 4 3 , 1 4 1 9 4 , 7 1 2 6 6 , 2 8 3 3 7 , 8 5 4 1 9 , 4 2 4 9 
0 , 0 0 1 0 , 0 1 0 , 0 7 4 0 1 , 5 7 4 3 3 , 1 4 3 3 4 , 7 1 3 6 6 , 2 8 4 1 7 , 8 5 4 7 9 , 4 2 5 4 
0 , 0 0 1 0 , 1 0 , 2 1 7 6 1 , 6 0 2 3 3 , 1 5 7 6 4 , 7 2 3 1 6 , 2 9 1 2 7 , 8 6 0 4 9 , 4 3 0 1 
0 , 0 0 1 1 0 , 5 3 9 1 1 , 8 2 2 0 3 , 2 8 9 3 4 , 8 1 4 9 6 , 3 6 1 2 7 , 9 1 6 9 9 , 4 7 7 4 
0 , 0 0 1 10 0 , 7 4 8 7 2 , 2 4 6 0 3 , 7 4 7 8 5 , 2 5 5 9 6 , 7 7 1 1 8 , 2 9 3 3 9 , 8 2 2 0 
0 , 0 0 1 100 0 , 7 8 2 1 2 , 3 4 4 7 3 , 9 0 7 6 5 , 4 7 0 6 7 , 0 3 3 5 8 , 5 9 6 6 1 0 , 1 5 9 6 
0 , 0 0 1 1000 0 , 7 8 5 6 2 , 3 5 5 2 3 , 9 2 5 2 5 , 4 9 5 1 7 , 0 6 5 1 8 , 6 3 5 1 1 0 , 2 0 5 1 

0 , 0 1 0 , 0 1 0 , 0 9 9 8 1 , 5 7 7 1 3 , 1 4 4 8 4 , 7 1 4 5 6 , 2 8 4 8 7 , 8 5 5 3 9 , 4 2 5 8 
0 , 0 1 0 , 1 0 , 2 2 8 3 1 , 6 0 5 0 3 , 1 5 9 0 4 , 7 2 4 0 6 , 2 9 1 9 7 , 8 6 1 0 9 , 4 3 0 6 
0 , 0 1 1 0 , 5 4 5 1 1 , 8 2 4 3 3 , 2 9 0 6 4 , 8 1 5 8 6 , 3 6 1 9 7 , 9 1 7 4 9 , 4 7 7 9 
0 , 0 1 10 0 , 7 5 4 4 2 , 2 4 7 9 3 , 7 4 9 0 5 , 2 5 6 8 6 , 7 7 1 7 8 , 2 9 3 8 9 , 8 2 2 5 
0 , 0 1 100 0 , 7 8 7 8 2 , 3 4 6 6 3 , 9 0 8 7 5 , 4 7 1 4 7 , 0 3 4 2 8 , 5 9 7 1 1 0 , 1 6 0 0 
0 , 0 1 1000 0 , 7 9 1 3 2 , 3 5 7 1 3 , 9 2 6 3 5 , 4 9 5 9 7 , 0 6 5 8 8 , 6 3 5 6 1 0 , 2 0 5 6 

0 , 1 0 , 1 0 , 3 1 1 1 1 , 6 3 2 0 3 , 1 7 3 1 4 , 7 3 3 5 6 , 2 9 9 1 7 , 8 6 6 7 9 , 4 3 5 4 
0 , 1 1 0 , 5 9 8 5 1 , 8 4 6 1 3 , 3 0 3 7 4 , 8 2 4 9 b , 3 6 8 9 7 , 9 2 3 1 9 , 4 8 2 6 
0 , 1 10 0 , 8 0 6 8 2 , 2 6 6 8 3 , 7 6 0 4 5 , 2 6 5 0 6 , 7 7 8 1 8 , 2 9 9 0 9 , 8 2 6 9 
0 , 1 100 0 , 8 4 0 4 2 , 3 6 5 5 3 , 9 2 0 2 5 , 4 7 9 5 7 , 0 4 0 5 8 , 6 0 2 3 1 0 , 1 6 4 4 
0 , 1 1000 0 , 8 4 3 9 2 , 3 7 6 0 3 , 9 3 7 7 5 , 5 0 4 1 7 , 0 7 2 1 8 , 6 4 0 8 1 0 , 2 1 0 0 

1 1 0 , 8 6 0 3 2 , 0 2 8 8 3 , 4 2 5 6 4 , 9 1 3 2 6 , 4 3 7 3 7 , 9 7 8 7 9 , 5 2 9 3 
1 10 1 ! , 0996 2 , 4 3 2 0 3 , 8 6 8 9 5 , 3 4 4 8 6 , 8 4 1 2 8 , 3 5 1 1 9 , 8 7 1 2 
1 100 1 , 1 3 9 8 2 , 5 3 1 6 4 , 0 2 8 5 5 , 5 5 9 0 7 , 1 0 3 1 8 , 6 5 3 7 1 0 , 2 0 8 1 
1 1000 1 , 1 4 4 0 2 , 5 4 2 3 4 , 0 4 6 5 5 , 5 8 3 6 7 , 1 3 4 6 8 , 6 9 2 3 1 0 , 2 5 3 7 

10 10 1 , 4 2 8 9 2 , 8 6 2 8 4 , 3 0 5 8 5 , 7 6 0 6 7 , 2 2 8 1 8 , 7 0 8 3 1 0 , 2 0 0 3 
10 100 1 , 4 8 9 4 2 , 9 8 1 8 4 , 4 7 9 4 5 , 9 8 3 7 7 , 4 9 5 0 9 , 0 1 3 1 1 0 , 5 3 7 3 
10 1000 1 , 4 9 5 8 2 , 9 9 4 6 4 , 4 9 8 8 6 , 0 0 9 6 7 , 5 2 7 6 9 , 0 5 2 4 1 0 , 5 8 3 4 

100 100 1 , 5 5 5 2 3 , 1 1 0 5 4 , 6 6 5 8 6 , 2 2 1 1 7 , 7 7 6 4 9 , 3 3 1 7 1 0 , 8 8 7 1 
100 1000 1 , 5 6 2 2 3 , 1 2 4 4 4 , 6 8 6 6 6 , 2 4 8 9 7 , 8 1 1 1 9 , 3 7 3 4 1 0 , 9 3 5 6 

1000 1000 1 , 5 6 9 2 3 , 1 3 8 5 4 , 7 0 7 7 6 , 2 7 6 9 7 , 8 4 6 1 9 , 4 1 5 4 1 0 , 9 8 4 6 
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R y s u n k i 3 ť 7 i l u s t r u j ą p r z y k ł a d y w y l i c z o n y c h p r z e b i e g ó w 
t e m p e r a t u r . 

R y s . З а p r z e d s t a w i a - r o z w i ą z a n i e metodą o g ó l n ą p r z y p a d k u 

u p r o s z c z o n e g o , gdy T1 = Tg = O i В Ц = B i 2 = 1 , p r z y czym » 

k r z y w e na nim p r z e d s t a w i o n e p o z w a l a j ą p o t w i e r d z i ć p r a w i d ł o w e 

d z i a ł a n i e p rogramu o b l i c z e n i o w e g o . 

Uzy skane w y n i k i s ą i d e n t y c z n e z podawanymi d o t y c h c z a s w 
l i t e r a t u r z e , n p . p r a c a [ 3 ] . 

N a j c i e k a w s z y p r z y p a d e k p r z e d s t a w i a r y s . 7 a . W l e w e j c z ę ś c i 

( x < - 0 , 2 ) p ł y t a n a g r z e w a s i ę od t e m p e r a t u r y p o c z ą t k o w e j 
T p = \ (T 1 + T 2 ) do t e m p e r a t u r y m a k s y m a l n e j d l a Po » 1 , 

a n a s t ę p n i e o b n i ż a s i ę do t e m p e r a t u r y s t a n u u s t a l o n e g o 

(Po > 1 0 ) . 

W y s t ę p u j ą c e z a f a l o w a n i e t e m p e r a t u r y j e s t spowodowane n i e -

s y m e t r y c z n y m i w a r t o ś c i a m i l i c z b B i o t a w s t o s u n k u do fcoczątko-

wych r ó ż n i c t e m p e r a t u r (Т.. - Τ ) i (T„ - Τ ) . 
ι ρ 2 ρ 

N ie da s i ę t e g o t y p u a n a l i z - p r z e p r o w a d z a ć na "samym R o z w i ą -

z a n i u ( w z ó r ( 3 9 ) ) . U z y s k a n e a n a l i t y c z n i e r o z w i ą z a n i e może być 

a n a l i z o w a n e d l a p o s z c z e g ó l n y c h p rzypadków na w y k r e s a c h d l a ob -

l i c z o n y c h t e m p e r a t u r ( p o d o b n i e j a k w m e t o d a c h n u m e r y c z n y c h ) . 

To j e d n a k s t o s o w a n i e me tod a n a l i t y c z n y c h w pewnych p r z y -

p a d k a c h może o k a z a ć s i ę k o r z y s t n i e j s z e z e w z g l ę d u n a . p r o s t o t ę 

p rog r amu o b l i c z e n i o w e g o na EMC i s z y b k o ś ć o b l i c z e ń . 
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ПРОБЛЕМЫ НЕУСТАНОВИВШЕЙСЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ПЛАСТИНЕ С НЕСИММЕТРИЧНЫМИ 

ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 3-го РОДА 

К р а т к о е с о д е р ж а н и е 

В работе приводится а н а л и т и ч е с к о е решение проблемы н е у с т а -
новившейся теплопроводности в п л а с т и н е д л я с л у ч а я несимметри-
чных граничных условий 3 - г о р о д а . Были получены эквивалентные 
решения по методу Лапласа и Ф у р ь е . Приводятся температурные 
графики для н е с к о л ь к и х выбранных примеров , полученные при п о -
мощи электронно-вычислительной машины. 

UNSTEADY HEAT CONDUCTON IN A PLATE 
WITH BOUNDARY CONDITIONS OF THE 3-rd KIND 

S u m m a r y 

P rob l em of u n á t e a d y h e a t c o n d u c t i o n i n a p l a t e i s c o n s i -
d e r e d . T h i r d - k i n a b o u n d a r y c o n d i t i o n s a r e t a k e n i n t o a c c o u n t . 
S o l u t i o n s u s i n g t h e L a p l a c e a s w e l l a s t h e F o u r i e r method 
a r e g i v e n . R e s u l t s of c o m p u t e r c a l c u l a t i o n s of t e m p e r a t u r e 
h i s t o r y a r e p r e s e n t e d . 


