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PRZY NIESYMETRYCZNYCH WARUNKACH
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"W artykule przedstawiono analityczne rozwigzanie zagadnie-
nia nieustalonego przewodzenia ciepta w piycie dla warunkdw
brzegowych III rodzaju. Réwnowazne rozwigzania otrzymano me=-
todami Laplace a i Fouriera,

Podano wykresy temperatur dla kilku wybranych przypadkéw
przewodzenia ciepta na podstawie obliczen wykonanych na EMC.

Oznaczenia stosowane w pracy
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Rys.1. Oznaczenia



T - temperatura piyty,

T,, T, - temperatury czynnikéw omywajacych piyte,
A - wspdiczynnik przewodzenia ciepia,

o4, &, - wspdkczynniki przejmowania ciepia,

.ot ol ., :
BJ.1 == B12 == - liczby Biota,
a - wgpbiczynnik wyrownywanla temperatur,
t - czas,

Fo =--§§1 ~ liczba Fouriera,
X - wspdirzedna grubosci piyty,
1 - potowa grubosci pityty.

W zmiennych warunkach pracy maszyn cleplnych taklch jak:
rozruch lub zmiana obcigzenia wystepujg nieustalone w czasie
przebiegl temperatur w elementach tych maszyn. Czesto do ana-
lizy ich przebiegdw wystarczy postuzyé sie pewnymi uproszczo—
nymi modelami fizycznymi, Mozna przyjadé, ze ustalenie tempe-
ratur i wspStczynnikéw wymiany ciepta nastepuje znacznie Szyb-
ciej niz w elemencie statym (np. w Sciance).

Jezeli przy tym, zagadnienie daje sig. sprowadzié do przér
‘wodzenia ciepta w piycie wymieniajagcej cieﬁlo z otoczeniem
wg wzoru Newtona, to wystarczy usyé modelu jednowymiarowego.

Omawiany model mozna opisaé matematycznie nastepujaco:
réwnanie przewodzenia ciepta w piycie

2-a27, , | (1)

warunek poczgtkowy

dlat=0 o= £(x), (2)

warunki brzegowe‘

RETTN S o
—A%ﬂl = ap[T(1,8) - 1], (4)



Powyzsze zagadnienie daje si¢ rozwiagzaé analitycznie, co
zostato nadmienione w pracy [1] jako zestawienie dwu podanych
tam rozwigzad uproszézonych w stosunku do zagadnienia przed-
stawionego réwnaniami (1) = (4).

W pracy [2] podano rozwigzanie metods Laplace'a podobne~
go zagadpienia przy zaloéeniu.upraszczajqcym T1 ='T2.

Rozwigzanie to niestety nie budzi zaufania, gdyz w gra-
nicznym przypadku, gdy t-—- oo nie daje prawidtowego rezultatu.

~ Dlatego celem tej pracy .jest rozwigzanie zagadnienia (1) =
(4) metodami: przeksztalcenia Laplace ‘a oraz rozdzielenia
zmiennych Fburie:a i sprawdzenle ich w praktyce obliczenio=-
wej. - o

W metodzie Laplace a dokonuje sie transformacji réwnati
(1) ¢ (4) wzgledem wspdirzednej t+ (nowa wspSirzedna czasu
- 8), .

Z réwnania (1) otrzymuje sie

. 2 .

2 .
'8 M(x,s8) - Tp(x) = a Q_giﬁli) (5)
x .

Z transformacji warunkdéw brzegowych (3) i (4) otrzymanos

et ERETEWI 6)
<-/'Lg—§ll - oy | 2(1,0) -—23] (7)

Rozwiazaniem réwnania {5), gdy Tp(x) = T, Jest funkcja
1 .
T(x,g) =EP' + A shvgx + B ch@x. | - (8)
Podstawienie (8) do rdéwnad (6) i (7) daje uktad rdwnati:
5 B ¥ _ 48 4 [ £) S “1 NS ] ‘:_
(VE oo+ o] a-[1Eanfrs T onya]n-



[1E on}E 1 + 22 an}E 1]a + [1E sk)S 1-+3‘7[21 crlf 1] -

=5 >

Wyznaczenie z tego ukladu rdéwnan statych A i B i wstawle-
nie ich do réwnania (8) oraz wprowadzenie oznaczen

. ayl %5l
B11 = ’ Bi = T‘ (9)

daje wzdér na transformate rozwigzhpia
T ' 5 /
) = —B 8 A £
T(x,s) = +‘{s[(a 1° + Bi1Bi?) sh 2v;_1 +
: 3 7] -
+ (Biy + BL,) 1)E on 2E 1] }
. 8 |l an 8
<{[Bi1(Tp-T1) - Bi2(Tp—T2) Iv:] sh a 1 +
5 S .
+ Bi,Bi,(T,~T,) chyg 1} sh \/; X +{ [BLZ(Tz-Tp) +

; 5 o1\/8 : g 5
- SIC I SP) I TQ FO Bi,BLy(T +7,-21 ) shi|E 1}ch\/; x>

(10)

Wzdér (10) mozna zaplsac przy uzyciua odpowiednlch ozhaczen

nastepujaco
T . _wis
T(x,8) = 3 +ﬁ—(-b—, ' (11)
gdzie:
p(s) = (212 + BL,BL,y) sh 2B 1 4
+ (Bi,+BL,) 1B cn 4B 1, (12)

w(s) jest odpowiednig cze$cig wyrazenia (10),
Aby znaleZé transformate odwrotna rozwigzania nalezy zna -
ledé bieguny wyrazenia (10) Beda to plerwiastki réwnania

se(s) = 0, (13)



Dla s = O otrzymuje sie wyrazenie reprezentujgce stan
ustalony ze wzoru

(%) o 74 vis) | -
my(x) = 1im 1, + 'ﬁsﬂ -
(T,-T,)Bi,Bi, T + T,Bi, (1+BL,) + T,Bi,(1+Bi, )
2 1 2 2 (14)
Bi +, 312 + 2 Bl Bi

Dla s = 0, tzh. pierwiastkéw S, réwnania (12) otrzy=-
muje sie czton reprezentujgcy zaleznodé od czasu

00

TE(X,t) = 15_’3" —S—-W—S-— (15)

n=

gdzie:

, )
5,2 s £l B 4|2
s ¢ (s) =s [(; 1% + B1,Bi,) sh 2\/a 1 + (Bi,+Bi,) 1\/; ch 2\[a 1}_
_ 5,2 s 8 42 18
= £1% (141,4B1,) sh |2 1 +[(a 1% 4 311512)\/;_1 .
1 s s s
+5 (Bi, + 312) 11/6—:[ ch 2‘\/5 1.

Zamiast rozwigzywaé réwnanie ¢(s) = 0 do wzoru (12)
" wprowadza sig oznaczenie '

| ¢
r= 'V?:l (16)

i otrzymuje sie réwnanie na » -
(Bi, Bi, —vjz? sin 2y + (Biy + Bi,) jfposvéaf:gio;“ ” (17)

7 powyiszego réwnania otrzymuje siezwartoéciw xé':alafad—
powiednich Bi i B12.

Ze wzoru (15), po wprowadzeniu oznaczenia (16), otrzy-
muje sies



T (x,t) =i- 2 ' .

2 ' 2 «
- ST (BL 4 ¥Bi 2 311312-23~n)a~ncos, 23~n-23~n(1+311+1§12 Jsin 27,

/ I
N ' X
.<{ [312(TP-T2 )-Bi,] (TP-T’I ):’3*;1 sin a'n+Bi1B12(T2-T1) cosa-n}singn I+
: +{[B;2(T2-Tp) + Bi,](T,]-Tp)}arn cos g, + BLBL, (T, 4T, -

’ x 72 at
-2 Tp) sin r, tcos . T) exp -—n;—.). (18)

Sama otrzjmanych rozwigzad (14) i (18) daje koricowe roz=
wlgzanie zagadnienia metods Laplace ‘a

T(x,.t) = TN(x) + TE(x,t) =

(T2-T1 )B:.,]B:.z_ 1t T1311(1 + }312) + T2312(1 + Bl,]) .
B:z.,1 +'B12 + 2B:I.,1Bi.2

o0

2 2 .
&3 (Bi,]+B12+eBi1B12-23-n) ¥, cos 23‘n-23-n(1+311+3i2) sin 27,

. . s . . ) . X
. ({[Biz(Tp-TZ) - Bi(T,-T, )]J'n sing, +Bi,Bi,(T,-T, )cosgn}s:l.na"n Es
+{[B52(T2'Tp) * By (2-T)| 7y cos g, + BLBA, (T, + Tp =

i 7. at
-2 Tp)'sin a*n] cos In li)exp (_ n12 > ’ (']9)

gdzie ¥ znajduje sie z réwnania (17). :
Zagadnienie (1) % (4) mozna rozwiazaé réwniez metodg roz~
dzielenia zmiennych Fouriera.
Rozwigzanie zagadnienia'przewodzenia, przedstawionego
réwnaniami (1) + (4) metoda Fouriera, bedzie polegaé na po-
szukiwaniu funkeji

T(x,t) = TN(x) + TE(x,t). » -(19")



Funkcja TN(x) spetnia Jednorodne réwpanie przewodnic~
twa '

2
5@—%4 0. (20)
X

oraz uproszczone warunki brzegowe (3) i (4), a wigc bedzie
rozwligzaniem stanu ustalonego.

Funko ja TE(x,t) spetnia réwnanie przewodnictwa (1) oraz
jednorodne warunki brzegowe:

T :
Aﬁ-l_l = oy T(-1,1), | (21)
AT . .
'ﬂ.fa—f.l =dy TCI,t)- : (22)

Funkcje TN(x) przewidujé sie, ze wzgledu na rdéwnanie
(20), jako funkcje liniowg typu

TN(x) =bx + o, (23)

Podstawienie (23) do réwnati (3) i (4) daje ukiad rdéwnain
ze wzgledu na state b i c:’ ‘'

{a+ oql) b = eqe = = a Ty,
: (24)
, (/‘l.+oc21) b+ aye = a,l,.

Wyznaczenie z tego uk*adu b i ¢ oraz podstawienie ich
do rdéwnania (23) przy przyjeciu oznaczen:

aql - o5l
Bly= 57 Blp=—,
daje
B1,B1,(7, - T,) X+ i, T, + BIT, ¥ BLBL (T, + T,)
() Tyl = BT, + BL, + 2BLBL, .



Wzér (14') podobnie jak identyczny z nim wzdér (14) otrzy-
many mefodg Laplace ‘a przedstawia rozklad temperatury w sta-
nie ustalonym, , '

Funkecje TE(x,t) poszukuje sie metodg rozdzielenia zmien-
nych, ' '

‘Poszukujemy funkcji

Ta(x,t).= x(x) ¥(t). - (25)

Funkcja (25) musi spetniaé réwnanie przewodnictwa (1)
i stagd :

X'(x) _1¥(s) _ _ 72
Xéx) “a Y < 12 °

.gdzie p jest wartodcig wiasna,
Otrzymuje sie wigc dwa rdéwnapiasg

72
X"(x) + I§-X(X) = 0, . (26)
r2 ;
Y (t) +a —5 ¥(t) = 0. (27)
1

Rozwigzaniem réwnania (26) jest funkcja

X(x) = C sin J;E + D cos j%z;, . (28)
a réwnania (27) funkcja
’ rza H
Y(t) = E exp (--———§~). (29)
. 1

Posgukiwana funkecja TF ma postaé funkcji wkasnych roz-
patrywanego zagadnienia po wprowadzeniu nowych stalych A i B

2
Tp(x,%) = (4 sin —%Z-+ B cos'vz%Q exp - zifigi. (30)

- Funkcja (30) masi speiniaé Jednorodne warunki brzegowe

(21) i (22), co przy wykorzystaniu oznaczer (9) pozwala otrzy-
mads:



0, (31)

(ycos g + Bi, singz)a + (#sin g - Bi, cos r)B
(gcos g + Bi, siny)a - (g sin 7 - Bi, cos 7)B = O, (32)

. Warunkiem istnienia niezerowych wartosci A i B, speinia-
jacych réwnania (31) i (32) jest, aby wyznacznik tego ukiadu
byt zerem. Stgd otrzymuje sie réwnanie na wartosci wtasne,

. identyczne z rdwnaniem (17) '

r(Bi, + Bi,) .
¥~ - BiBi, :
Kazde] wartoéci wtasnej odpowlada funkcja wiasna, ktérg
mozna zapisac nastepujgco:

. 2:
Tx 3By Lf  rpa ¥
TFn(x,t) = 4y (sin 4+ _A_ cos i—)exp <- nlz ). (34)
7 réwnania (31) wyznacza sig

Bn _Bi.I 8in a"n + ¥, cos z‘n

K, "B cos g, - ¢, 518 ¥, ° (35)

Funkc;ja Tg (x,%) bedzie sumg wszystkich funkcji wiasnych
(34) TFn(x,'I:) .

oo 2
x B r.x rat
Tg(x,t) = E A, (sin g-l'l——+—f cos '11 >exp (- nlz >. (36)
n.

n=1

- Wspbtezynniki A, znajduje sig z warunku poczgtkowe-
go (2):

t =0 T(x,0) = To(x) = Ty(x) + Pp(x,0),

Tp(x,0) = T_p(x) - Tﬁ-('f);

i



s8tgd jako wspdiczynniki wyrazdw Szeregu Fouriera znajduje sie
h .
. . % Bn Th*
Lf [Tp(x) - TN(.'E{)] (sin -3 +—£;1- cos ——) dx

n = 3 a‘nx Bn J-nx)g . (37)

: sin —¥— + == cos —— dx
/ ( i il |
<L n

W przypadku Tp(x) =

2(p2+15 (1 -, 81, (B, 481, ) + (TP-T2)3i2(3§+Bif) sin 27, ]
P pasiyems)[2(7248a8 )(pPemi2)  (Bium, )(g2+B1,51,)]

. (Bi,I cos g =g, sing. ). _ (38)

‘Korzystajac z réwnad (19'), (14’ ), (36) 1(38) otrzymuje
sle rozwligzanie zagadnienia (1) = (4), ktére jest tozsamoscio~
wo identyczne ze wzorem (19) otrzymanym metodq-Laplace'a:

i py X n ,
(T2-T1)B11B12 1t T1B11(1 + 312) + T, 312(1 + 311)

Bi,] + Bl2 + 2Bi1312

T(x,t) =

+

© .2 .2 . : 2 .2 n]
. 2(3~n+B12)[(Tp—T1) Bi, (Bi1+B12 )+(1‘P-T2)312(3~n+B11 )sin 27 '

ng 2 >

haT T o(BlyeBL, J(BL +BL, )(p2eBe, B1,) 2(p2+812) (32 +812)]

'{3';21 cosl}n 1+ %)] + Bi, s:l-nl:a-;1 1+ %):l} exp (-(ri Fo), (39)

gdzie Fo = at liczba Fouriera.
12

Rozwiqzania uzyskane metodami Laplace ‘a i Fouriera dajq
sie SprowadZLc do tego samego wzoru, przy wykorzystanin WZ0o=
ra (33) jako tozsamosci., :

Do obliczania temperatur przy uzyciu maszyny cyfrowej,
najwygodniej jest korzystad ze wzoru (39). Nalesy przy tym
przewidzied procedure obliczania wartosScl wiasnych I na pod-
stawie réwnania (33).

Réwnanie (33) mozna ‘rozwigzad numerycznle metodg- polowie—
nia przedziatu, Krance przedziaidw, w ktérych nalezy poszukl-



wad pierwiastkéw, jak to wynika z rys.2, sg wyzhaczoneé przez
pionowe asymptoty funkeji 6(z) i H(y). Przecigcia tych funk-
cji, bedacych lewg i prawg. strong rdéwnania (33) wyznaczajsg
wartodci pierwiastkdw.

ar”
H(Y)

- Rys.2. Wyzhaczanie wartodci g i przedziaidw

Tablica I przedstawia obliczone pierwiastki p dla kombi=-
nacji wybranych wartoéCi‘liczb Biota. Dla duzych liczb Fourie=-
ra (Fo > 0,1), wystepujgcy w rozwigzaniu, szereg jest szybko-
zbiezny i wystarcay korzystaé z kilkun wyrazow tego szeregu.

W podanych nizej przykladach, gdzie dokzadnosé obliczed
wynosita 0,02% maksymalnej. réznicy temperatur dla liczb Fou-
-riera okoto 0,01 nalezato korzystadé z okoZo 30 wartosci. Ale
iw tych przypadkach obliczenie temperatur w 10 przedz1alach
x. dla 7 liczb Fouriera, tgcznie z numeryczaym obliczeniem
pierwiastkéw gy, na maszynie oyfrowej Odra 1204 nie trwako
dtuzej niz kilkanadcie minut. Nalezy przypuszczaé, ze wykorzy-
stanie metod apalitycznych do analizy niektérych zagadnied
wymiany ciepta (np. obliczanie zmiennej temperatury powierzch~
. ni) moze byé bardziej efekiywne od niektérth metod numerycz-
nyoch.



Tablica 1

Bly | Bl ;| 2 | a3 I | 75 76 7

0,001|0,001/0,0316 (1,5714| 3,1419|4,7126| 6,2833| 7,8541| 9,4249-
0,001 0,01/0,074011,5743}3,14334,7136| 6,2841| 7,8547| 9,4254
0,001} 0,1/C,2176(1,6023|3,1576(4,7231|6,2912( 7,8604| 9,4301
0,001 1 |0,5391(1,8220(3,2893]|4,8149 6,3612[7,9169]| 9,4774
0,00t 10 |0,74872,2460(3,7478|5,2559|6,7711| 8,2933 9,8220
0,001 100 10,7821|2,3447|3,9076|5,4706| 7,0335| 8,5966| 10,1596
0,001 1000|0,7856|2,3552|3,9252|5,4951] 7,0651 8,6351| 10,2051

0,01 0,01/0,0998|1,5771|3,14484,7145| 6,2848| 7,8553| 9,4258
0,01} 0,1/0,2283|1,6050|3,1590|4,7240| 6,2919| 7,8610 9,4306
0,01 110,545111,8243| 33,2906 4,8158 6,3619] 7,9174| 9,4779
0,01} 1010,75442,2479|3,7490|5,2568| 6,7717| 8,2938| 9,8225
1 0,01| 100{0,7878(2,3466|3,9087|5,4714 7,0342(8,5971| 10,1600
0,01 1000/0,791312,3571|3,92635,4959| 7,0658] 8,6356| 10,2056

0,1/0,3111[1,6320(3,1731|4,7335| 6,2991 7,8667| 9,4354
10,5985 |1,8461 3,3037|4,8249 6,3689 71,9231 9,4826

10(0,8068|2,2668} 3,7604|5,2650|6,7781| 8,2990 9,8269
10010,8404 12,3655 3,9202|5,4795| 7,0405| 8,6023| 10, 1644
1000(0,8439 12,3760 3,9377|5,5041|7,0721 8,6408| 10,2100

1/0,8603|2,02883,4256(4,9132|6,4373| 7,9787| 9,5293

10{1,0996 (2,4320|3,8689|5,3448 6,8412| 8,3511| 9,8712
100|1,13982,5316|4,0285|5,5590(7,1031| 8,6537| 10,2081
10001 1,1440(2,5423(4,0465|5,5836|7,1346| 8,6923 | 10,2537

10/ 10|1,4289 (2,8628(4,30585,7606|7,2281| 8, 7083 | 10,2003
10| 1000|1,49582,9946|4,4988|6,0096 7,5276/9,0524 (10,5834

100 1001 1,555213,1105|4,665816,2211|7,7764 9,3317|10,8871
100| 1000}1,562213,1244|4,68666,2489 7,811119,3734 (10,9356

1000} 1000|1,5692|3,1385|4,7077|6,2769 7,846119,4154110,9846

O O O O
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Rysunki 3 + 7 ilustrujg przykiady wyliczonych przebiegdw
temperatur.

Rys.3a przedstawia-rozwigzanie metodg ogélna przypadku
uproszczonego, gdy T1 ='T2 =0 i Bi1 = B12 = 1, przy czym °
krzywe na nim przedstawione pozwalajg potwierdzid prawidiowe
dziaZanie programu obliczeniowego.

Uzyskane wyniki sg. identyczne z podawanyml dotychczas w
literaturze, np. praca [3].

Najciekawszy przypadek przedstawia rys.7a. W lewej czesci
(x < -0,2) piyta nagrzewa sie od temperatury poczgtkowej
Tp = 2 (T + T,) do temperatury maksymalnej dla Fo =~ 1,

a nastepnle obnlza sie do temperatury stanu ustalonego
(Fo > 10). '

Wystepujace zafalowanie temperatury jest spowodoﬁane nie-
symetf&cznymi wartosciami liczb Biota w stosunkuy do poczatko=-
wych réinic -temperatur (T, - T, ) 1 (T, - T, )e

Nie da sie tego typu analiz przeprowadzac na ‘samym rozwig-
zaniu (wzdr (39)). Uzyskane analitycznie rozwigzanie moze byé
analizowane dla poszczegdélnych préypadkéw na wykresach dla ob-
liczonych temperatur (podobnie jak w metodach numerycznych).

To jednak stosowanie metod apalitycznych w pewnych przy-
padkach moze okazaé sie'korzystniejsze ze wzgledu na_prostotg
programu obliczeniowego na EMC i szybkosé obliczed.
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ITPOBJIEMBI HEVCTAHOBUBHIENCS TEIUIOIIPOBOAHOCTH
B HEOT'PAHUYEHHOH IUIACTUHE C HECUMMETPHYHBIMHA
IT'PAHUYHBIMHU VCJIOBUAMMU 3-ro POIA

KparTxoe COIrTepxXaHHE

B pa6oTe IPHBONUTCA 2HAJHUTUYECKOS pEemeHUEe NpobieMH Heycra-—
HoBmBme#CA TENAONPOBOJZHOCTM B HIACTHHE JIA CAyuas HECHMMETDH -
YHHX TI'PAHUYHHX ycxosu#t 3-ro pora. BEIM IOAyYeHH BKEUWBajleHTHHe
pemeHUA OO MeToxny Jlannaca ¥ Pypbe. [IDUBOZATCA TeMIepaTypHHe
rpaduKa I HEeCKOABKHX BHODAHHHX IPHMEDOB, NOJYUEHHHE NDH OO~
‘MOMH 9JEeK TPOHHO-BHUUCIMTE IbHOH MamMHH.

UNSTEADY HEAT CONDUCTION IN A PLATE
WITH BOUNDARY CONDITIONS OF THE 3-rd KIND

Summary

Problem of unsteady heat conduction in a plate is consi-
dered. . Third-kind boundary conditions are taken into account.
Solutions using the Laplacé as well as the Fourier method
are given. Results of computer calculations of temperature
hlstory are presented.



