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W artykule dokonano przegladu metod orientacji graféw dwudzielnych i podjeto prébe oceny
mozliwosei i ograniczedt ich stosowania do automatyzacji procesu modelowania systeméw
energotechnologicznych. Oméwiono algorytmy dekompozycji, przymusowej orientacji, metode
wegierskg 1 algorytm Mankresa. Studium stanowi odniesienie do wiasnych prac autoréw
prowadzonych nad automatyzacja rozwigzywania zadaf symulacji pracy system6w energotechno-
logicznych.

WSTEP

Teoria graféw dwudzielnych Koniga (graféw bichromatycznych) jest wyko-
rzystywana do opisu modeli matematycznych systeméw energotechnologicznych
(SET). Umozliwia fatwe przedstawienie struktury uktadu zaleznosci tworzacych
model matematyczny za pomoca odpowiednich wierzchotkéw grafu. Analiza
grafu dwudzielnego moze byé pomocna do automatyzacji rozwiazywania takie-
go ukladu zaleznosci [13]. Wiele prac nad teorig graféw dwudzielnych byto
publikowanych w latach siedemdziesiatych. Powszechnos§¢ uzytkowania mikro-
komputeréw jest przyczyna kontynuowania prac nad metodami automatyzacji
zapisu modeli systeméw i wykonywania obliczed. W niniejszym artykule do-
konano przegladu znanych metod orientacji graféw dwudzielnych i podjeto
probg oceny mozliwosci i ograniczer ich zastosowania do automatyzacji mode-
lowania SET.

Graf jest to uporzadkowana tréjka zbioréw wierzchotkéw V, gatezi U i re-
lacji zachodzacych pomigdzy nimi R. Grafami dwudzielnymi G = (V, U, R),
nazywane sg grafy, w ktérych zbiér wierzchotkéw V mozna podzielié na takie
dwa rozfaczne podzbiory wierzchotkéw F oraz Z, w ktérych miedzy wierz-
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chotkami nalezacymi do tego samego podzbioru nie zachodza bezposrednie
relacje r, € R (R — zbidr relacji migdzy wierzchotkami grafu), wyrazane istnie-
niem pewnej krawedzi grafu u, € U laczacej te wierzchotki (U ~ zbi6r krawe-
dzi laczacych odpowiednie wierzcholki grafu) [3]. W grafie istnieja zatem
wylacznie relacje r = (fir w5 2, ) migdzy wierzchotkami z dwéch roztacznych
podzbioréw f; € F i Z,€Z. W przypadku wykorzystania graféw dwudzielnych
do celéw modelowama matematycznego SET wierzcholki podzbioru F odpo-
wiadaja poszczegblnym zalezno$ciom modelu, natomiast wierzchotki podzbio-
ru Z odnosza si¢ do odpowiednich zmiennych wchodzacych w sktad modelu
(rys. 1). Krawedzie grafu okreslaja jednoznacznie relacje migdzy zalezno$ciami
a zmiennymi (okredlaja relacje przypisania poszczegélnych zmiennych do
odpowiednich zaleznosci i odwrotnie). Na rysunku 1 przedstawiono przyktad
grafu dwudzielnego, ktérego struktura odpowiada zaplsow1 przyktadowego
uktadu réwnan (1).
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Rys. 1. Graf dwudzielny — ilustracja graficzna

Wyznaczenie sposobu rozwigzania uktadu réwnafi jest mozliwe przez okres-
lenie pewnej orientacji grafu, kt6ry uklad ten opisuje. Orientacja grafu polega
na przeksztalceniu wszystkich krawedzi grafu w tuki czyli krawedzie, ktérych
poczatek i koniec jest okreSlony. Przykladowa orientacje grafu dla ukladu
réwnan (1) przedstawiono na rys. 2.

f f f
Z z, z3 z4 zg Zs

Rys. 2. Zorientowany graf dwudzielny — ilustracja graficzna (wierzchotki: z,, z;, z; odpowia-
daja zmiennym niezaleznym)
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Istotnym problemem w procesie orientacji grafu opisujacego uklad zaleznos-
ci jest dob6r zmiennych niezaleznych (parametréw), ktérych wartosci sa zakla-
dane, a wprowadzenie ktérych umozliwia dokonanie orientacji grafu, czyli
okreslenie kolejnoéci wyznaczania poszczegdlnych zmiennych z odpowiednich
zalezno$ci modelu matematycznego.

Znane sa rézne metody modelowania matematycznego oparte na wykorzys-
taniu graféw dwudzielnych Koniga. Sa to miedzy innymi:

— metoda dekompozycji modelu matematycznego,
— metoda przymusowej orientacji uzupetniana metoda wegierska,
— metoda oparta na algorytmie Mankresa.

1. DEKOMPOZYCJA

W pracy [5] przedstawiono sposGb rozwiazywania ukladu réwnan metoda
dekompozycji, czyli rozbicia wyjsciowego zbioru zaleznosci na mniejsze jedno-
macznie okreslone i liniowo niezalezne poduktady réwnaf. Kryterium podziatu
stanowi przyjety zbi6r zmiennych niezaleznych modelu matematycznego. Pro-
ces podziatu na mniejsze jednoznacznie okreslone podukiady sprowadza si¢ do
orientacji grafu dwudzielnego utworzonego na podstawie poczatkowego ukladu
réwnan. Jesli wierzcholek z; odpowiada zmiennej niezaleznej, wted}i__k_rawqdi
(f., z;) orientowana jest od wierzchotka z; w kierunku f;, a tuk (f}, z;) wy-
kluczany jest z grafu. Gdy suma wszystkich krawedzi zwiazanych z wierzchot-
kiem f; jest réwna 1, wéwczas krawedZ (f;, z;) orientowana jest od f; do z;,

a tuk ( fi—,;i) usuwany jest z grafu. Powyzszy algorytm korczy dziatanie albo
w momencie kiedy graf jest juz pusty, albo w grafie pozostaja krawedzie, kt6-
rych nie mozna zorientowaé w omawiany sposéb. W przypadku zlozonych
uktadéw zaleznoéci algebraicznych okreslenie zestawu zmiennych niezaleznych,
wzgledem ktérych nalezy przeprowadzi¢ dekompozycje ukladu, jest zadaniem
trudnym. Mozliwe jest zastosowanie metody konwersacyjnej [14] polegajacej na
dialogu miedzy modelujacym a maszyna, cyfrows realizujaca obliczenia.
Zastosowanie tej metody do automatyzacji rozwiazywania ukladow zaleznos-
ci modeli matematycznych SET wiaze si¢ z wieloma ograniczeniami. Trudno
okresli¢ jasne kryteria, wedlug kt6érych miataby by¢ dokonywana dekompozycja
wyjsciowego ukladu réwnafd. W pracy [5] zwrécono takie uwage na fakt, iz
metoda dekompozycji wymaga wlasciwego zdefiniowania zbioru zmiennych
niezaleznych modelu, w celu okre§lenia strategii rozwiazania ukfadu réwnan.
W powyzszej metodzie nie mozna przewidzie¢, czy dany zbiér zmiennych
niezaleznych doprowadzi do wyznaczenia kompletnej Sciezki rozwiazania
ukladu réwnaii. W sytuacji, gdy jako zmienne niezalezne zostana okreslone
zmienne modelu uniemozliwiajace okreslenie rozwiazania, wtedy metoda po-
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zwala jedynie na okre§lenie, ktére zmienne i réwnania nie zostaly wykorzysta-
ne. Przyczyna braku mozliwosci zorientowania niekt6rych krawedzi grafu moze
by¢ taka konfiguracja uktadu réwnari, w ktérej mozliwe jest wyznaczenie danej
zmiennej z wigcej niz jednej zaleznosci. W przypadku rozwigzywania modeli
matematycznych SET czgsto zdarza sig tak, ze w ukladzie réwnani systemu
utworzonego z réznych elementéw (rézne typy urzadzeri energetycznych lub
technologicznych), wystgpuja réwnania, ktdrych zmienne zostaly juz wczesniej
wyznaczone na podstawie innych zaleznosci modelu. Wprowadzenie z kolei
ograniczent wykluczajacych takie przypadki wptyneloby na znaczne zmniejsze-
nie uniwersalnosci metody modelowania SET, a nawet mogtoby spowodowac
bledy w wynikach obliczen.

2. PRZYMUSOWA ORIENTACJA

W [8, 9, 10] opisano tzw. metode przymusowej orientacji cze$ciowo zorien-
towanego grafu dwudzielnego G = (F, Z, U, R). Krawedziom nadawane sg
indeksy liczbowe w zaleznoéci od podziatu na tzw. tuki, czyli krawedzie
o okreSlonej orientacji oraz ogniwa, czyli krawedzie niezorientowane taczace
rézne wierzchotki. Proces orientowania grafu polega na odpowiednim indekso-
waniu (zaznaczaniu) wierzchotkéw grafu na podstawie analizy indekséw krawg-
dzi incydentnych z tymi wierzchotkami (sprawdzane sg kierunki orientacji
incydentnych danemu wierzchotkowi krawedzi). Po wykonaniu wielu operacji
arytmetycznych i logicznych na indeksach wierzchotkéw i incydentnych im
krawedzi, otrzymany graf bedzie albo catkowicie zorientowany albo pozostang
w nim nieoznaczone wierzchotki i krawedzie.

W metodzie przymusowej orientacji zaklada sig, iz kazdemu wierzchotkowi
zbioru zaleznosci grafu dwudzielnego moze odpowiadaé tylko jeden wierzcho-
fek zbioru zmiennych. Przyjmuje si¢ takze zatozenie, Ze wierzchotki zbioru
zmiennych moga by¢ albo zmiennymi niezaleznymi albo zmiennymi wyznacza-
nymi z jednego, odpowiadajacego danej zmiennej réwnania, reprezentowanego
przez odpowiedni wierzcholek zbioru zaleznosci. Wtasciwos$¢ ta znacznie ogra-
nicza mozliwo$¢ zastosowania algorytmu do obliczeri rozbudowanych modeli
SET. Metoda bowiem nie uwzglednia faktu, ze w wyniku przeprowadzania
operacji na grafie w celu dokonania jego orientacji, mogg pojawi¢ si¢ réwnania
tozsamosciowo spetnione i bgdzie mozna okres§lic dana zmienna za pomoca
wigcej niz jednej zaleznosci.

W przypadku niepelnej orientacji grafu G okredlana jest pewna nieoriento-
walna jego czg$¢ — graf G~ = (F, Z, U~, R), ktéra nalezy orientowaé innymi
metodami niz metoda przymusowej orientacji.
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W celu okreslenia orientacji grafu G~ = (F, Z, U", R) wykorzystuje sig
nast¢pujaca wiasciwos¢ rozwiazywalnosci ukiadu réwnafi modelu matematycz-
nego:

Kazde réwnanie moze postuiy¢ do wyznaczenia jednej wyjsciowej zmiennej,
a kazda zmienna uktadu réwnar jest albo zmiennq niezaleing albo zmienng
wyjsSciowq wyznaczonq 7 doktadnie jednego réwnania.

3. METODA WEGIERSKA

Dla orientacji grafu G~ mozna przyjaé tzw. metode wegierskq [15]. W meto-
dzie tej zaklada si¢ na wstgpie istnienie rozwiazania, czyli zorientowanego
zupetnie grafu G, = (F,, Z,, U, Rp), ktérego podzbidér krawedzi jest na po-
czatku pusty ( = {@}). Wprowadza si¢ oznaczenia krawedzi podzbioru U -
oraz Wlerzcholkow incydentnych tym krawedziom (na przyklad krawegdzie
typu k1 incydentne wierzchotkom typu wl). Odpowiednie oznaczenia nadawa-
ne sa réwniez pozostalym krawedziom przynaleznym do podzbioru U7/U
oraz wierzchotkom incydentnym tym krawedziom (na przyklad krawgdzie
typu k2 incydentne wierzchotkom typu w2). Nastepnie uktad krawedzi formo-
wany jest w tzw. przeplatany laficuch krawedzi, czyli ciag krawedzi (f}, z,)
0 na przemian zmieniajacych si¢ typach oznaczen. Gdy w grafie G~ przeplata-
ny tadcuch krawedzi prowadzi z wierzchotka typu w2 do wierzchotka tego
samego typu, wowczas graf GP mozna przeksztalci¢ w Gp’, ktéry zawiera
o jedng krawedZ wigeej niz graf G,. W tym celu nalezy wlaczy¢ do grafu G,
wszystkie krawedzie typu k2 wchodzace w sklad przeplatanego laticucha razem
z incydentnymi tym krawedziom wierzchotkami. Ponadto nalezy wiaczy¢ do
grafu G krawedzie typu k1 nie nalezace do tworzonego faricucha. Proces
przeksztalcama grafu G, jest kontynuowany do momentu, w ktérym w gra-
fie G, ktéremu odpow1ada rozwiazanie w postaci grafu G, , nie ma Juz zad-
nych przeplatanych laficuch6éw krawedzi. Jesli przy tym okaze sig, Ze Fp F,
to graf G~ jest zorientowany do korica (kazdemu wierzchotkowi z podzbio-
ru F przyporzadkowany jest wzajemnie i jednoznacznie odpowiedni wierzcho-
fek z podzbioru Z). W przeciwnym razie orientacji grafu G~ nie daje si¢
wyznaczyé. Tworzenie przeplatanego faricucha krawedzi w grafie G~ prze-
biega nastepujaco. Z wierzchotkéw grafu G~ wybierany jest dowolny wierz-
chotek typu w2 taki, ze f; € F\F,. Nastgpnie wybierana jest krawedZ (f, z,)
typu k2, nastepnie krawedz (z,, f;) typu k1, w nastgpnej kolejnosci krawedz
(f;» 2,) typu k2 itd. W rezultacie takich poszukiwan proces tworzenia przepla-
tanego laficucha krawedzi zaniknie w wierzchotku f, € F \E, typu w2 lub do-
prowadzi do poczatkowego wierzchotka f,. W pierwszym przypadku zostanie
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utworzony poszukiwany przeplatany lafcuch ( Tor Zo)s (295 f1)s woees (2745 )
(/i 2;) gdzie I > 0. W przypadku drugim proces powinien byé powtérzony
przy zalozeniu innego poczatkowego wierzchotka f €F \I;.

4. ALGORYTM MANKRESA

Metoda orientacji niezorientowanego grafu G~ = (F,Z, U", R) oparta na

algorytmie Mankresa zostala przedstawiona w [1, 2, 4]. Zastosowanic tego

algorytmu dla celéw automatyzacji modelowania SET zostato oméwione szerzej

w pracach [6, 7, 12]. W metodzie tej w podzbiorze Z (zmienne modelu mate-

matycznego) wydziela si¢ trzy roztaczne podzbiory wierzchotkéw:

* podzbiér zmiennych niezaleznych,

* podzbiér zmiennych wyjsciowych, ktérych wartosci okreslane sa jako ostat-
nie oparte na z géry znanych zaleznosciach modelu,

* podzbidr pozostatych zmiennych — wyznaczanych z odpowiednich zaleznos-
ci uktadu réwnan.

Krawedziom incydentnym wierzchotkom przynaleznym do utworzonych
podzbioréw nadawane sa odpowiednie indeksy, odpowiednio: k, I, m. Liczby
k, 1, m s liczbami calkowitymi, miedzy ktérymi zachodzi nastgpujaca rela-
cja: k > m > [ > 0. Dzieki temu mozna stworzy¢ tablicg odwzorowujaca graf
G™ =(F, Z, U, R). Jesli z kazdej kolumny tablicy wybierze si¢ po jednym
elemencie, tak zeby kazdy z nich znajdowat sie w réznych wierszach, to tym
samym zostang okreslone wzajemnie jednoznaczne relacje miedzy elementami
zbioru wierzchotkéw Z (indeksami zmiennych modelu) oraz elementami zbioru
wierzchotkéw F (numerami réwnai modelu) — catkowita orientacja grafu
G =(F, Z, U", R). Wybér odpowiednich elementéw tablicy dokonywany
jest poprzez wykonanie dziatadi arytmetycznych (dodawania, odejmowania) na
przypisanych odpowiednim elementom tablicy wartosciach liczbowych, tak aby
doprowadzi¢ do wyzerowania jak najwigkszej liczby elementéw zwiazanych ze
zmiennymi zaleznymi uktadu réwnaf, przy odpowiednim zaznaczeniu réwnan,
z ktérych te zmienne maja byé wyznaczone.

Przewaga procedury Mankresa nad innymi metodami, na przyklad metoda
wegierskq, polega na wyznaczaniu jednej z najlepszych mozliwych Sciezek
rozwiazania ukfadu réwnar, poniewaz w jej sklad wchodza krawedzie dwu-
dzielnego grafu o minimalnej sumie przypisanych im wartoéci liczbowych.
Liczba niezbednych do przeprowadzenia operacji liczbowych jest zatem mini-
malna, co wptywa na efektywno$é numeryczna metody. Jest to jednak czysto
matematyczne kryterium optymalno$ci. W przypadku rozwiazywania modeli
matematycznych SET tego typu kryterium nie zawsze jest tozsame z najlepszym
sposobem okrelania $ciezki rozwiazywania ukladu réwnan pod wzgledem



Przeglad metod wykorzystania teorii graféw do modelowania matematycznego 45

eksploatacyjno-technologicznym. Szczeg6lnie istotna jest kwestia doboru zesta-
wu zmiennych niezaleznych ukladu réwnan SET rozwiazywanego wedlug
algorytmu Mankresa. Jest to kluczowa kwestia warunkujaca mozliwo$¢ wyko-
rzystania i skuteczno$¢ dziatania algorytmu Mankresa. W opracowaniu [11]
problem ten pozostal w zasadzie nie rozwigzany. Nalezy réwniez zwrécié
uwage na specyfike modeli matematycznych opisujacych pracg SET, dobierajac
zestaw parametrow uktadu réwnan. Dla kazdego systemu opisujacego procesy
technologiczne istnieje bowiem zbidr wielkosci, ktérych warto$¢ mozna stosun-
kowo tatwo okresli¢ na podstawie pomiaréw lub prostych obliczen opartych na
innych znanych wielkosciach. W innych miejscach struktury SET wartosci
parametréw moga by¢ trudne do oszacowania, z uwagi na zlozone procesy
zachodzace w poszczegdlnych urzadzeniach, wymagajace dla ich okreslenia
przeprowadzenia skomplikowanych obliczefi. Przyczyna tego typu trudnosci
moze by¢ takze brak pomiaréw. Jest zatem rzeczg zrozumialy, iz latwe do
oszacowania parametry procesu sa preferowane przy definiowaniu zbioru nieza-
leznych zmiennych niezbgdnych do uruchomienia algorytmu Mankresa.

Wada metody Mankresa jest takze niemozno$¢ znalezienia rozwiazania,
w przypadku wystapienia w modelu zaleznoéci tozsamos$ciowo spelnionych.
Algorytm wymaga podania liczby réwnaii n oraz liczby zmiennych m wystg-
pujacych w modelu matematycznym SET (m > n), a nast¢pnie wprowadzenia
zestawu zmiennych niezaleznych — wielkosci bedacych dalej parametrami
(w ilodci: m —n). Metoda sprawdza si¢, gdy zbidr niezaleznych zmiennych
dobrany jest tak, ze w procesie rozwigzywania uktadu réwnari nie jest mozliwe
aby warto§¢ danej zmiennej mogta by¢ okreslona z wigcej niz jednej zaleznosci.
Gdy zestaw parametréw uktadu réwnan dobrany jest inaczej, niemozliwe jest
znalezienie petnej §Sciezki rozwiazywania ukladu. Mozna jedynie otrzymac
informacje o sekwencji postgpowania przy wyznaczaniu zmiennych do momen-
tu wystgpienia réwnania, ktérego wszystkie zmienne zostaly wyznaczone wcze-
$niej oraz okrefli¢ zbiér zmiennych jeszcze nie wyznaczonych.

5. PODSUMOWANIE

Analiza mozliwosci wykorzystania teorii graféw dwudzielnych do tworzenia
algorytméw modelowania matematycznego SET, wydaje si¢ potwierdzaé duzg
przydatno$¢ graféw do opisu struktury uktadéw zaleznosci modeli matematycz-
nych i opracowywania zautomatyzowanych metod realizacji obliczen symulacyj-
nych z wykorzystaniem tych modeli.

Istotnym problemem, we wszystkich oméwionych metodach, jest dobdr
odpowiedniej liczby zmiennych niezaleznych modelu matematycznego SET,
wprowadzenie ktérych determinuje mozliwoé¢ okreslenia sposobu orientacji
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gra

fu oraz wplywa na efektywnosé znajdowania rozwigzania postawionego

zadania. Praktyczne zastosowanie techniki orientacji graféw dwudzielnych do
automatyzacji procesu rozwiazywania uktadu zaleznosci algebraicznych, sklada-
jacy si¢ na model matematyczny systemu energotechnologicznego, bedzie moz-

liw

mo

e, jesli znane obecnie metody orientacji grafu zostang ulepszone tak, aby:
gwarantowaty ustalenie pelnej orientacji grafu i tym samym okre$lenie
pewnej Sciezki rozwigzania uktadu zaleznogci algebraicznych,

umozliwialy w miare swobodny dobér zmiennych niezaleznych dokonywany
z uwzglednieniem dostepnosci informacji pomiarowych lub zatozen projek-
towych.

Rozwéj metodologii automatycznego rozwigzywania ukladéw zaleznosci
deli matematycznych SET i wprowadzenie do tworzonych algorytméw

informacji o realizowanym w danym systemie procesie technologicznym moze
przyczynic si¢ do szerszego wykorzystania praktycznego tych metod.
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AN OVERVIEW OF METHODS OF GRAPH THEORY
IMPLEMENTATION IN MATHEMATICAL MODELLING
OF ENERGY AND TECHNOLOGY SYSTEMS

Summary

The article is a review of biochromatic graph orientation methods. It is an attempt to evaluate
the possibilities and limitations of using graph theory for the automatisation of mathematical
modelling of energy and technology systems. The following methods are discussed: algorithm of
decomposition, forced orientation algorithm, Hungarian method, and Mankres algorithm. The
study is the background for the authors’ research into algorithms for the automatisation process
of simulation calculations for energy and technology systems.



