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W pracy przedstawiono model, algorytm i program metody 
elementów skończonych dla ustalonych zagadnień przewodzenia 
ciepła w ośrodkach heterogenicznych i anizotropowych. Równania 
MES oparte na procesie rezydualnym Galerkina zapisano ogólnie 
w dowolnym ortogonalnym układzie współrzędnych krzywolinio-
wych. W budowie algorytmu programu wykorzystano specjalną 
oszczędną technikę zbierania macierzy rzadkich. Podano szcze-
gółowy opis organizacji programu i zasady jego użytkowania, 
zaś jego praktyczną przydatność zilustrowano trzema przykłada-
mi rozwiązań zagadnień ustalonego przewodzenia ciepła w złożo-
nych geometrycznie obszarach. 

1. WSTĘP 

Specyficzną cechą zagadnień teorii pola jest wrażliwość 
ich rozwiązań ná zmiany kształtów powierzchni brzegowych roz-
ważanych obszarów oraz warunki postawione na granicach tych ob-
szarów. Szczególne więc zainteresowanie w poszukiwaniu przybli-
żonych rozwiązań tych problemów muszą budzić te raetody numery-
czne, które pozwalają dobrze aproksymować złożone kształty po-
wierzchni brzegowych na siatce dyskretyzacji. Należą do nich 
raetody bilansów .elementarnych oraz elementów skończonych, któ-

Pracę wykonano w ramach Problemu Międzyresortowego 
MR.1.10 "Optymalizacja procesów termodynamiczesběh i przepływo-
wych" koordynowanego przez Instytut Techniki Cieplnej i Silni-
ków Spalinowych Politechniki Poznańskiej. 
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re oparte są na sformułowaniach całk-ówych, dzięki czemu ich 
równania mogą byd budowane w nieregularnych, ttieortogonalnych 
siatkach podziału. Druga z metod jest szczególnie atrakcyjna 
ze względu na uniwersalność jej algorytmu, wyrażającą się jego 
niewrażliwością na zmiany sposobu dyskretyaacji, zmiany kształ-
tu obszaru i warunków brzegowych. Technika izaparametrycznych 
elementów skończonych umożliwia ponadto dobrą aproksymację 
krzywoliniowych granic w *zadkich; siatkach podziału. 

Choć meto.da elementów skończonych (MES) jest od wielu lat 
powszechnie uznanym efektywnym narzędziem przybliżonej analizy 
naprężeń w, złażonych* układach strufcturalnyę^: rozwój jej za* 
stosowań w zagadnieniach wymiariy. ciepła i mechaniki płynów 
przypada na ostatnie dziesięciolecie. Wynika to z faktu, iż 
klasyczne sformułowania MES' "bąapwąły na ekstremalnych zasadach 
wariacyjnych nie Istniejących dla niesamosprzężonych operato-
rów różniczkowych, występujących w opisie lokalnym wielu za-
gadnień teorii pola. W latach siedemdziesiątych jednakże- po-
wszechne stałb ßif wykorzystywanie metod rezýduálnych, ł w 
szczególności atrakcyjnej techniki ortogonalizacyjnej,Galerki-
na, dla uzyskania ekwiwalentnych! a fbi muł o wań całkowych' :.ί zmS. 
gadnieniach cieplno-przepływowych. ν 

f ITC od kilku lat prowadzone są w ramäch realiżacjl νеда-
tów 1.1.5 (w latach 1378чłp-SG)· oraz 2.04 & latach 1S8C *.32) 
problemu KR. 1.10 aftalizy poprawności fizykalnej modeli numery-
cznych dla tych zagadnień. W ramach tych analiz opracowano 
zespół programów metody elementów skończonych dla problemów 
konwekcyjno-dyfuzyjnej wymiany ciepła. 

Znaczne zainteresowanie tą metodą oraz fakt, iż dostępne w 
kraju systemy programów -tiSS nie zawierają części dotyc^ąćej' 
wymiany ciepła, skłonił autora do przygotowania cyklu trzech 
publikacji poświęconych opisowi metody, jej algorytmu, zakrasu 

- zastosowań ubytkowania oprac-owańego zespołu programów. 
Pierwsza z nięh dotyczy trójwymiarowych ustalonych proble-

mów Przewodzenia ciepła у;płożonych .geometrycznie obszarach, 
dwie następne będące v; przygotowaniu poświęcone są aieustalo-
nym, niéliniowym zagadnieniom przewodzenia w dwuwymiarowych 
obszarach oraz konwekcyjno-dyfuzyjnej wymianie, ciepła. " 
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Ze względu na stosunkowo niewielkie pola pamięci operacyj-
nych dostępnych w kraju maszyn cyfrowych, algorytmy programów 
oparto na specjalnej technice zbierania macierzy rzadkich, co 
stanowi zasadniczą różnicę w ich organizacji w porównaniu z 
klasyczną organizacją programów MES. Ta oszczędna technika za-
pisu macierzy bądź całkowicie eliminuje potrzebę użycia pamię-
ci zewnętrznej, bądź znacznie zmniejsza czasy komunikacji mię-
dzy nią a pamięcią centralną. Użyta w połączeniu z iteracyjny-
mi metodami rozwiązywania układów liniowych równań algebraicz-
nych umożliwia dowolną numerację globalną węzłów siatki ele-
mentów skończonych, znacznie ułatwiając żmudny, proces przygo-
towania danych. Jest"to szczególnie istotne w "trójwymiarowych 
złożonych geometriach, dla których programy optymalizujące nu-
merację węzłów pod kątem najmniejszego pasma macierzy nie są 
dostępne, a specjalne procedury rozwiązywania układów równań 
z macierzą pasmową"nie mogą być efektywnie wykorzystane. 

Ze względu na odmienny sposób zbierania macierzy rzadkich 
i algorytm rozwiązywania układów równań algebraicznych opraco-
wane programy^nie mogą być bezpośrednio zaadoptowane do do-
stępnych w kraju systemów programów MES. 

W pracy przedstawiono najogólniejszy zapis równań MES w 
dowolnym ortogonalnym układzie krzywoliniowych współrzędnych 
globalnych dla tych trójwymiarowych zagadnień teorii pola, któ-
re opisywane są lokalnie liniowym równaniem eliptycznym uzu-
pełnionym liniowymi warunkami brzegowymi pierwszego, drugiego 
i trzeciego rodzaju. Dotyczy to zwłaszcza ustalonych.niejednd-
rodnych problemów przewodzenia ciepła, filtracji wody, analizy 
pól elektrostatycznych ořez przewodzenia elektrycznego. Analo-
gie w opisie różniczkowym tych zagadnień oznaczają w praktyce 
możliwość bezpośredniego wykorzystania do numerycznej analizy 
każdego z nich programu MES opracowanego dla problemów przewo-
dzenia ciepła. 

W części trzeciej pracy opisano sposób tworzenia macierzy 
elementowych w lokalnych krzywoliniowych układach współrzęd-
nych dla tťzech rodzajów elementów super- i izoparametrycznych, 
zaś w następnej przedstawiono organizację omawianego programu 
i szczegółowy opis sposobu jego użytkowania. Wydruk maszynowy 
programu zamieszczono w p.6 pracy. 
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Dla ilustracji praktycznej przydatności opracowanego pro-
gramu przedstawiono wyniki numerycznej analizy pola temperatu-
ry dla trzech zagadnień trójwymiarowego przewodzenia ciepła w 
tak złożonych geometrycznie obszarach, iż metoda elementów 
skończonych była jedynym ekonomicznym narzędziem tej analizy, 
pozwalającym na dobre przybliżenie krzywoliniowych powierzch-
ni brzegowych w rzadkich siatkach podziału. 

2. R Ó W N A N I A MES DLA ZAGADNIEŃ PRZEWODZENIA CIEPŁA 
W ANIZOTROPOWYM OŚRODKU HETEROGENICZNYM 

Niech w rozważanym obszarze V ośrodka heterogenicznego i 
anizotropowego dany będzie globalny (wspólny dla całego obsza-
ru lub znacznej jego części) układ krzywoliniowych współrzęd-
nych ortogonalnych ξ^ zdefiniowany wzajemnie jednoznaczną 
transformacją 

Η = «i«1.· S2* §3} 
przy • , (1) 

det [a'xj/agj] * о 
gdzie χ^ - współrzędne układu kartezjańskiego. 

Przyjmując dalej problem ustalonego przewodzenia ciepła 
jako modelowy dla wszystkich analogicznych w sensie opisu róż-
niczkowego problemów teorii pola, lokalny bilans energii wew-
nętrznej w dowolnym punkcie obszaru V opisano w układzie ξ^ 
równaniem eliptycznym 

4 ; ( н л ι + Q = 0 w v · ( 2 ) HtjHgĤ  3|i\"k"l 'vij Hj 

dla i,j - 1 , 2 , 3 , . . . .· 
k,l |í i = 1, 2, 3, 

uzupełnionym warunkami brzegowymi pierwszego, drugiego i trzer 
ciego rodzaju 

fVlib· ̂ 2b» Ьъ") e(Pb^lb»^2b» ?3b> S1 * C3)· 
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**ij °i + 4 + æ ( V" ̂ OSRÍ β 0 Q a S2» ( 4 ) 

gdzie: φ, Q, q,ce, n^ oznaczają odpowiednio temperaturę, gęs-
tość mocy źródeł ciepła w objętości obszaru, gęstość powierz-
chniową strumienia1 ciepła, współczynnik przejmowania ciepła 
od ośrodka o temperaturze <Pqsr oraz składowe unormowanej nor-
malnej zewnętrznej. Składowe fizyczne tensora przewodności 
cieplnej w określa związek 

ij - н± h3 dą± э?^ ' mn 

gdzie Я и п są składowymi tensora w układzie kartezjańskim, a 
współczynniki Lame mają postać 

Dla skrócenia zapisów we wzorach (2), (4) i (5) a także 
i dalszych użyto konwencji sumacyjnej, w której powtarzające 
się indeksy oznaczają sumowanie. Gęstość mocy źródeł ciepła Q, 
tensor przewodności cieplnej λ , gęstość powierzchniowa stru-
mieni ciepła q oräz wielkości ОС i f0SR 41 ogólnym przypadku 
ośrodka heterogenicznego funkcjami współrzędnych położenia 

Zakładając interpolację poszukiwanego pola temperatury w 
postaci 

<pUi* l2> ę3) = NiCg-p §2' 13^1» d l a 1 = 1.2...Η (7) 
i żądając ortogonalności rezyduów równania różniczkowego (2) 
do wszystkich funkcji ^ ( ξ ^ ξ2> ξ 3) otrzymuje się, po wyko-
rzystaniu twierdzenia Greena, najbardziej ogólny zapis równań 
metody Galerkina dla problemu (2) - (4) w dowolnym globalnym 
krzywoliniowym'-układzie współrzędnych ortogonalnych w po-
staci 

f (s 

-/ZI W ) da = κι С ' 
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dla к, m = 1, 2,...,N, 
i, j = 1, 2, 3, 

gdzie N - jest liczbą węzłów siatki, przez które interpoluje 
się pole temperatury zgodnie z zależnością (7). Forma ogól-
nego zapisu (8) jest szczególnie przydatna, gdy w rozważanym 
obszarze V wybiera się dla różnych jego części różne global-
ne układy ortogonalne. 

Identyfikując w obszarze V skończoną liczbę punktów N 
zwanych węzłami i łącząc je w wybrany sposób, otrzymuje się 
podział przestrzeni na NB dowolnych podobszarów Ve zwanych 
elementami skończonymi. Choć zmiany temperatury w całym obsza-
rze V nie są na ogół prostą funkcją położenia, to uzasadnione 
wydaje się założenie, iż wewnątrz każdego dostatecznie małego 
podobszaru zmiany te mogą być aproksymowane prostym wielomia-
nowym wyrażeniem. W każdym elemencie skończonym YQ zakłada 
się więc lokalną interpolację pola temperatury 

Veih'tz'tø = Hi<?1· *2· h^i' d l a i*1.2,...fUe I 
zaś f (9) 

IPC?1'!2»I3) = Σ>β (§1· ξ2» *3> elem > 
gdzie są jej wartościami w węzłach siatki. 

Wielomiany interpolacyjne |2· £3)» będące zarazem 
funkcjami wagowymi w zastosowanej metodzie Galerkina, są kla-
sy C° w obszarze V oraz Ĉ  w podobszarze Ve każdego elementu 
skończonego. Zakładając, iż zdefiniowane są one w lokalnej ba-
zie [1] w taki sposób, iż poprawne jest sumowanie udziałów po-
szczególnych elementów w całkach globalnych 

ξ2, ę3)dv = Σ / ^ ν ξ2, ξ 3) dve , (ю) 
ν elem ve 

układ liniowych równań algebraicznych (8) staje się końcowym 
układem równań'me.tody elementów skończonych dla problemu róż-
niczkowego (2) - (4) opartym na ortogonalizacyjnej technice 
Galerkina. Zapisać go można w postaci macierzowej 

Μ ( W - W - (11) 
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gdzie 

+ ς : 
elem. ' ei. brzeg. 

- Σ / · Η Τ 3 ξ Τ 4 } , ( β ) η. 3|JdVe + 
e(emve 1 1 j- j 

• • + Σ Ζ Ί W e (12) 

el. brzeg. ve 

_ jegt symetryczną macierzą przewodności cieplnej uzupełnioną 
udziałami'elementów brzegowych z warunkiem trzeciego rodzaju, 
zaś 

Rk - Σ Ι W V e + Σ / + a ( f W d S e ( 1 3 ) 
eiemve el.brzegse 

jest wektorem (macierzą kolumnową) węzłowych wartości prawych 
stron równania (11) wynikających z warunków brzegowych drugie-
go i trzeciego rodzaju oraz źródeł ciepła w objętości obszaru. 

Wielkość dVe dana jest jako 

dve = H1
(e)4e)H^e)d|1,dę2,d?3 . (14) 

3. MACIERZE E L E M E N T O W E 

W celu wyznaczenia całek występujących we wzorach (12) 
oraz (13) w objętościaęh elementów Ve wygodnie jest zdefinio-
wać funkcje interpolacyjne NŁ w lokalnym układzie współrzęd-
nych krzywoliniowych ξ® związanych z każdym elementem [i]. 
Interpolacja temperatury w elemencie "e" przyjmuje wówczas po-
stać 

4>e<?1' §!· Φ - §!' «З^!» d l a (15) 
gdzie Ng - liczba węzłów aproksymujących funkcję ψ w podobsza-
rze Vp, zaś współrzędne §® lokalnego krzywoliniowego układu 
określone są wzajemnie jednoznaczną transformacją 
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8 __S 

3 13 

EL 20 

У 

EL 15 

EL 10 

Rys.1. Elementy skończone w układach globalnym i lokalnym 
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«2· ·5>-V«!'«·'«!*<!.•. 

detjai^aij)} Φ ο 
(16) 

dla i = 1, 2, 3, 
m = 1, 2,..., Kg';, 

gdzie Mg jest liczbą węzłów interpolujących geometrię podobsza 
ru "e". Dla dobrego przybliżenia złożonych kształtów trójwymia 
rowych obszarów oraz krzywizn ich brzegów zastosowano w omawia 
nym programie trzy rodzaje elementów izoparametrycznych 
(Me β Ng) oraz superparametrycznych (Mg> Ne). Ich kształty w 
układach kartezjańskim globalnym i lokalnym wraz z przyjętą 
numeracją lokalną węzłów pokazano na rys.1. 

Dla elementu ΞΙ20 funkcje oraz M^ podane są w ukła-
dzie 

• t 

νχ^Ϊ·?2'.?3) " ρι<5Ι·«2·6><1 +Ci-e)Q1(5Í.?|,85))' 

oraz 

'dla И ,2, 

•±<βϊ·«2·ϊ5> - С1-е)(1-|?)(1 ;+ЙЙ,1>С1 + 

dla l,m jí к = 1,2,3* 
*1 dla i = 9,...,12 

к = \'2 dla i =13,. ..,16 
3 dla i =17,...,20 

gdzie 

4 - «ill,i + «Iii,i + ?3Í3,i - 3 

6 = O, 17 = O, .lře = Ng = 2Ό, dla dwudziestoWęzłowego elementu 
izoparametrycznego, 

6=1» 9 = 1, Me = Ng = 8, dla ośmiowęzłowego elementu izo-
parametrycznego, 

1,9» O, Mga 20,N = 8, dla elementu superparametrycznego 
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a ξ® ш jest m-tą lokalną współrzędną węzła o lokalnym nume-
rze "i" (rys.1). 

Do opisu zmienności temperatury i krzywoliniowych krawę-
dzi w elemencie EL15 wykorzystano współrzędne prostokątne i 
powierzchniowe [i]. Zmienne niezależne mają postać: ξ® = L^, 
ξ| = L2, ξ®, zaś L3 = 1 - L., - L2, gdzie Ъ± współrzędne po-
wierzchniowe, a funkcje interpolacyjne M^ 'i N.. zdefiniowano 
następująco: 

Ce + (1-ε)(2^-1))/2ΓΙ±(1- £)(1-|3)/2 
Μ, 

?2v (rj + (1-9)(2%-1))/2-1±(1-9)(1-ξρ/2 

dla j,i = 1,2, 3 oraz j = 3+i, i = 1, 2, 3 

N., 

M. 

(LpLg.L^ę®) = L.C1-1з)(1-ε) I 
S2, , dla j=7,8,9, i=1,2,3 

(L,,!*,,!^) = L.(1- ξ^)( 1- г?) 

N • д О ^ . Ь з = 2L.LkCl ď l a je10i...,15 

(Lr,L2,L3 Q ) = 2L.Lk(1 + i,к = 1,2,3 
i í k 

gdzie ξ| ц jest lokalną współrzędną węzła o numerze j, zaś: 

e = 0, = 0, Mg = Ng = 15, dla piętnastowęzłowego elementu 
izoparametrycznego, 

e = 1, η s 1, Mg = Ne = 6, dla sześciowęzłowego elementu 
izoparametrycznego, 

e = 1, η = 0, Mg = 15, Ng= 6, dla elementu superparametryczne-
go. 

Dla elementu EL10 (rys.1) funkcje interpolacyjne określone 
są w lokalnym układzie współrzędnych objętościowych [1] Lj, 

= L2, ξ| = L3, L^ = 1 .-. Lj - Lg - L3 poprzez awiązki 
Ni(L1'L2'L3'4) = Ь±(е(1-е)(2Ь±-1)) I dłą. t = 1 f 2 ł 3 ł 4 

Mi(L1,I^,L3,L4) ^(9(1-0(21^-1))) 
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.̂(Lt ,l2,l3,l4) = 4 Ł A ( 1 - e ) 

M±(L1,L2,L3,L4) = 4LkLm(1-7) 
dla к = 

1, m = 2,3,4 
2, m = 3,4 
3, m = 9 
i = 5,6,7 
i = 8,10 
i,- 9 

gdzie: 
£ = 0, 7 = 0^ Me = Ng = 10, dla dziesięciowęzłowegó ele-

mentu iz o parametrycznego·, 
ε = 1, η = 1, Mg = jJe = 4,, dla czterowęzłowego elemen-

tu izoparametrycznego, 
£ = 1, η = O, Mg = 10, Ng= 4, dla elementu superparame-

trycznego 

Transformacje (16) współrzędnych w każdym podobsżarze "e" 
odwzorowują złożone kształty elementu w układzie globalnym 
na proste obszary geometryczne (rys.1) w układach lokalnych 
zaś dla zadanej lokalnej interpolacji (15) i (16) wyrazy ma-
cierzy przewodności elementu "e" wyznacza się poprzez całkowa-
nie ' 

ři®) = f JL i эик awm 
1, km i HT HT Aij, (e) Щ ä|T H1H2H3 

det[j]|d|*, dl;*, d?| (17) 

w prostych granicach zmienności 

Pochodne funkcji w układzie globalnym ξ 1 określone są 

3®k 
»«1 - E J ] 

-1 a it,. 
.dla i = 1,2,3, 

к = 1,2,...,Ng, 

a macierz Jacobiego ma postać; 
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W • 

эм.. 

»e? 
« 1 . Г 

3Mj ξ1·3 · 
3ffii 

3 M á ЭМ. J 

« ϊ 
§ 2 , j » 

Э1М(1 

эм. 

«β; 

эм. эм. 
3 ξ3 

gdzie ξ· i oznacza i-tą współrzędną globalną j-tego węzła. ^ > J 
Ze względu na złożoną postać funkcji podcałkowych we wzo-

rze (17), wynikającą z nieregularnych kształtów elementu dla 
obliczenia całek objętościowych, zastosowano kwadratury nume-
ryczne [i]: 2 x 2 x 2 punktową Gaussa dla elementu EL20, dwu-
punktową Gaussa i siedmiopunktową Hammera dla elementu Ε115» 
czteropunktową Hammera dla elementu E110. 

Występujące we wzorach (12) oraz (13) sumy całek powierzch-
niowych dotyczą tylko tych elementów, w których przynajmniej 
"jedna z jego powierzchni bocznych aproksymujě rzeczywisty 
brzeg obszaru z warunkiem granicznym drugiego bądź trzeciego 
rodzaju. Na te części powierzchni nakłada się elementy э ze-
rowej objętości będące w układzie globalnym ξ̂ . trójwymiarowy-
mi płatami powierzchniowymi (rys.2), zaś w lokalnym krzywoli-
niowym układzie współrzędnych (ξ®, ξ®, dla ρ,s = 1,2 lub 3) 
wiązanym z każdym elementem brzegowym dwuwymiarowymi figurami 
geometrycznymi pokazanymi na rys.2. Równania parametryczne po-
wierzchni płata w układzie ξ®, || zakłada się w postaci 

O - V.*;. eS>Sl.m» d l a J i = T.2,3 (18) 
I m= 1,2,... ,Mg 

zaś element jego pola powierzchni określony jest zależnością 

as 

-( 
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Poszukiwane pole temperatury jest interpolowane na po-
wierzchni brzegowej elementu 

4>e(lp» Φ = Ni(Sp' Φ«Ρΐ· d l a 1 = 1'2····'Νβ · 

gdzie N - liczba węzłów interpolacyjnych w elemencie brzego-
wym, a wyrazy macierzy przejmowania K^j^ oraz wektora pra-
wych stron,(wzory (12) i (13)) oblicza się w oparciu o 
zależność (18) i (19) po uprzednim zdefiniowaniu postaci wie-
lomianów interpolacyjnych oraz 
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Ha rys.2 pokazano dwa rodzaje elementów parametrycznych 
zastosowanych do podziału powierzchni granicznych z warunkami 
brzegowymi Cauchy'ego i Neumanna. 

Dla elementu ELB8 funkcje interpolacyjne mają w układzie 
lokalnym postacie 

Ν·(ξ.*, ς|) = pl(ęef φ ^ + d - ^ ę e , ęe ) } 

Mi^p' = ptteJ» 5.IH1 + (1-7)Qidp. β|)) 

l p = (1 - Ι Ϊ Χ 1 + ξ | 8 | f i ) ( i - e ) / 2 

%(ξ θρ, φ = (1 - | ξ ) ( ΐ + i ! ęei,i)Cl-?)/2 

gdzie:. 

О = (1 + ·βρ,ΐ)(1%δ|«;,±)Α 

«ι<«ί· Φ -<ϊ«ί.ι
 +

§
e

s
ęl,i - 2 

»dia i=1,...,4, 

»dia i=5,...,8 
l^k=p,s 
P,s=1,2 lub 3 

£ = 0, η - 0, = Mg =8, dla ośmiowęzłowego elementu 
izoparametrycznego, 

ε = 1, η = 1, Ug = Mg = 4, dla czterowęzłowego elementu 
izoparametrycznego, 

6 = 1 , 17 = O, Ng = 4,Mg=8, dla elementu superparametrycz-
nego. 

Ví elemencie ELB6 funkcje interpolacyjne zdefiniowane są 
we współrzędnych powierzchniowych L^, Lg, I3 poprzez zależ-
ności 

l2,L3) = ^ ( 6 + (1-e)(2Li-1)) 

M^L·,,!^,!^ = 1^(7+ (1-7)(2Ь±-Т)) 
dla i=1,2,3 

wi = 4 L A ( 1 - Ł ) 

Mi = 4 w 1 - ? ) 
« , dla i = 4,6, к =1, m = 2,3 

5, к = 2, m = 3 
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ε = 0, η = 0, Ne = Mg = 6,, dla sześciowęzłowego elementu 
izoparametrycznego, 

g = 1, η = 1, Wg = Mg = 3» ďla trójw.ęzłowego elementu izo-
parametrycznego, 

g я 1, η = 0, Ne = 3, М е =6, dla elementu superparametrýcz-
nego. 

Do obliczenia całek występujących we wzorach (12) i (13) 
na elementach płatów powierzchniowych Se użyto 2 χ 2 punkto-
wej kwadratury Gaussa dla podobszaru ELB8 oraz siedmiopunkto-
wej kwadratury Hammera w obszarze trójkąta ELB6. 

4. ORGANIZACJA P R O G R A M U 

Opracowany program metody elementów skończonych przystoso-
wany jest do rozwiązywania trójwymiarowych ustalonych proble-
mów pól skalarnych opisywanych lokalnie równaniami (2) - (4). 
Napisany w języku FORTRAN IV nie ma w prezentowanej wersji 
Struktury programów nakładanych lub segmentowych i nie wyko-
rzystuje do zapisu danych zewnętrznej pamięci maszyny cyfro-
wej. Zastosowanie jednak w budowie jego algorytmu specjalnej 
techniki zbierania symetrycznych macierzy rzadkich umożliwia 
rozwiązywanie wielu praktycznych problemów pól skalarnych w 
pamięci centralnej maszyny cyfrowej. W zagadnieniach o dużej 
(na ogół większej od tysiąca) liczbie niewiadomych, gdy konie-
czne staje się użycie zewnętrznych pamięci dyskowych bądź taś-
mowych,' technika ta pozwala na znaczne zmniejszenie czasu ko-
munikacji między tymi jednostkami pamięci masowej a centralną 
pamięcią operacyjną. Wersja programu mająca strukturę progra-
mów nakładanych i wykorzystująca do zapisu danych, przygoto-
wanych w bardziej zwartej formie, zewnętrzną pamięć taśmową 
jest obecnie tworzona przy współpracy z Instytutem Energii, 
Atomowej w Świerku. 

Schemat blokowy prezentowanej wersji programu głównego 
przedstawiono na rys.3, ząś wydruk komputerowy programu w punk-
cie 6 pracy. Proces rozwiązania jest podzielony na cztery czę-
ścią 
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Rys.3. Schemat blokowy programu głównego 
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-> wprowadzenie danych dla siatki elementów, danych materiało-
wych i warunków brzegowych pierwszego rodzaju; 

- tworzenie macierzy wskaźnikowych i globalnej macierzy prze-
wodności cieplnej; 

- wprowadzenie danych dla warunków brzegowych drugiego i trze-
ciego rodzaju i modyfikacje macierzy i prawych stron równań 
wynikające z tych warunków; 

- iteracyjne rozwiązanie układu liniowych równań algebraicz-
nych i wydruk wyników, 

4.1. DANE PODSTAWOWE, SIATKA ELEMENTÓW SKOŃCZONYCH 
I WARUNKI BRZEGOWE DIRICHLETA 

Dane podstawowe wczytywane w programie głównym zawierają 
informacje os 
- liczbie elementów, na które podzielono obszar - LE, 
- liczbie węzłów wyróżnionych w obszarze - BV, 
- liczbie stopni swobody równej liczbie węzłów interpolacyj-
nych temperatury - NOP, 

- maksymalnej liczbie węzłów w elemencie - NDFCH, 
- maksymalnej liczbie węzłów interpolacyjnych temperatury w 
elemencie NDM, 

- liczbie węzłów na brzegu obszaru z warunkiem brzegowym Di-
richleta równej liczbie nieruchomych stopni swobody - LNSS, 

- maksymalnej liczbie elementów mających wspólny węzeł wierz-
chołkowy - MLSA.S, 

- liczbie rodzajów materiałów o różnych przewodnośćiach ciepl-
nych - LMA.T, 

- liczbie brzegów z warunkiem granicznym Cauchy'ego lub Neu-
manna - IiBGO. 
Wartość IMAT określa jednocześnie liczbę różnych grup ele-

mentów, z których każdą rozróżnia się tylko ze względu na od^ 
mienne własności ośrodka wypełniającego przestrzeń dyskretyzo-
waną tą grupą elementów. 

Dane dotyczące siatki podziału wprowadzane są procedurą -
GEOTOP opracowaną przez użytkownika, w której należy w kolej-
ności podać: 



1.6 J.Banaszek 

-. wartości ШАТ wyrazów tablicy IŁIAT, z których każdy określa 
maksymalny numer elementu skończonego dla danej grupy ele-
me nt ów, 

- tablicę -TCP powiązań węzłowych elementów zawierającą global-
ne numery węzłów w każdym elemencie,w kolejności zgodnej z 
numeracją lokalną podaną na rys.1, 

- współrzędne Z,Y,Z każdego węzła w układzie kartezjańskim 
przyjętym w omawianym programie jako układ globalny, 

- tablicę .ГО13 zawierającą LN3S numerów globalnych węzłów z za-
daną temperaturą na brzegu. 
Każda kolumna macierzy HOP powinna zawierać dwadzieścia 

liczb całkowitych określających numery globalne węzłów. Vi 
przypadku użycia elementów o mniejszej od dwudziestu liczbie 
węzłów pozostałe numery przyjmuje się za zerowe. Jest to istot-
ne, gdyż ilość niezerowych numerów w każdej kolumnie tablicy 
HOP określa typ użytego elementu, a tym samym wybór właściwej 
procedury generującej funkcje kształtu i ich pochodne w·.'ukła-
dzie lokalnym oraz wybór właściwej kwadratury numerycznej, W 
programie głównym, w oparciu o dane zawarte w tablicy UNS, 
wprowadza się znaki minus w macierzy NOP dla wszystkich glo-
balnych numerów węzłów z zadaną temperaturą brzegową. Yifykorzy-
stywane są one w programie dla wyróżnienia numerów nieruchomych 
stopni swobody,' dla których eliminuje się odpowiednie wiersze 
i kolumny z globalnej macierzy przewodności. 

Zmienne w rozważanej przestrzeni składowe tensora przewod-
ności cieplnej dla każdego z LMA.T materiałów wprowadzane są 
procedurą funkcyjną TNS, zaś zmienne na brzegu warunki Dirich-
leta procedurą BOUND. 

üiumeracja globalna węzłów jest dowolna. W przypadku jednak 
Użycia elementów super parametrycznych (IJDPCM > NDM) konieczne 
Ji»st aby pierwsze HOP numerów węzłów odpowiadało węzłom naroż-
?ifeatyin., W tym celu zastosowano wewnętrzną zmianę globalnej 
numer 4«Jł. Procedura CHA.N1 wprowadza odpowiednie zmiany w tab-
licach NOP, UNS, Χ,Υ,Z i wektorze wartości brzegowych tempera-
tury oraz tworzy dwie tablice odpowiedniości nowych i starych 
aumeróv. węzłów IA. oraz IB o wymiarach < NOP. 
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4.2. TWORZENIE MACIERZY WSKAŹNIKOWYCH I GLOBALNEJ 
MACIERZY PRZEWODNOŚCI CIEPLNEJ 

Dla oszczędnego zapisu symetrycznej macierzy przewodności 
cieplnej S wykorzystano specjalną technikę zbierania macierzy 
rzadkich [ 2 ] . V/ procedurze SIPMAS, w oparciu o dane dotyczące 
powiązań węzłowych elementów, tworzone są dwie jednowymiarowe 
tablice wskaźnikowe. W tablicy W S zapisuje się numery kolumn 
wszystkich niezerowych wyrazów górnej trójkątnej części macie-
rzy przewodności cieplnej zbieranych wierszami, zaś tablica 
ILE określa'położenie kolejnych wyrazów przekątniowych macie-
rzy S w HIVS. Wymiar tablicy M S określić można a prioł-i po-
przez analizę siatki elementów [ 2 ] . W złożonych geometrycznie 
trójwymiarowych strukturach analiza taka ataje śię jednak kło-
potliwa i żmudna. W takich: przypadkach należy niezależnie wy-
korzystać procedurę SIPMAS, której jednym z wyjściowych para-
metrów jest wyliczona liczba niezerowych wyrazów LEM w macie-
rzy globalnej S. Wymiar tąblicy ILE jest o jeden większy od 
liczby równań końcowego układu równań algebraicznych analogu, 
numerycznego i wynosi NOP -LNSS + 1. V/ procedurze SIPMAS pod-
czas tworzenia;wektorów wskaźnikowych NWS i ILE eliminowane 
są wiersze i kolumny macierzy globalnej odpowiadające numerom 
nieruchomych stopni swobody. 

Wyrazy'globalnej macierzy przewodności cieplnej S oblicza 
się zgodnie ze wzorem (12), sumując całki w objętościach po-
szczególnych elementów. W prezentowanej wersji programu ukła-
dem glóbálnych współrzędnych jest układ kartez j,ański (H^ = 1, 

= x±, dla i = 1,2,3). W procedurze PE3DI dla każdego ele-
mentu z kolejnych grup elementowych wyznaczane są pochodne, lo-
kalne funkcji interpolujących (procedury PLPK1, PLPK2, PLPK3) 
i wyznacznik macierzy Jacobiego (procedura JAC 3D) w poszcze-
gólnych punktach kwadratury numerycznej oraz wyrazy elemento-
wej macierzy przewodności cieplnej. W oparciu o dane zawarte 
w zgenerowanych wektorach wskaźnikowych ILE i NWS wyrazy ele-
mentowej madierzy przewodności cieplnej umieszczane są w odpo-
wiednich miejscach macierzy globalnej S (procedura MASÝS),, W 
procedurze PE3DI tworzony jest także wektor prawych stron (13) 
wynikający z obecności źródeł ciepła w objętości poszczegól-
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riych elementów. Ich zmienne z położeniem wartości określane 
są w procedurze funkcyjnej VOLF. 

4.3. WARUNKI BRZEGOWE 

Sposób tworzenia danych dla warunków brzegowych Dirichle-
ta opisany został w punkcie 4.1. Konieczność ich wprowadzenia 
przed generację macierzy wynika z faktu, iż są one wykorzysty-
wane w procesie tworzenia wektorów wskaźnikowych. 

Jedną z danych podstawowych wczytywanych w programie głów-
nym jest LBGO - liczba brzegów z warunkiem granicznym Cauchy'-
ego lub TTeumaima. Proponuje się przy tym rozróżnianie brzegów 
tak ze względu na rodzaj warunku brzegowego, jak również ze 
względu na geometrię brzegu, różne współczynniki przejmowania 
ciepła i różne temperatury ośrodków otaczających badany ob-
szar. Dla każdego tak wyodrębnionego brzegu wprowadza się w 
programie głównym dane określające ilość elementów brzegowych 
- LEB oraz wartość wskaźnika LPO identyfikującego typ warunku 
brzegowego (LPO = 0, dla warunku trzeciego rodzaju, LPO ^ 0 
dla warunku drugiego rodzaju). 

Dla każdego elementu brzegowego wczytuje się kolejno: tab-
licę W В numerów globalnych jego wgzłów w kolejności zgodnej 
z numeracją lokalną podaną na rys.2, wartości węzłowe tempera-
tur ośrodka otaczającego dla warunku trzeciego rodzaju (tabli-
ca TO) lub wartości węzłowe powierzchniowej gęstości strumie-
nia ciepła wnikającego do obszaru przez powierzchnię elementu 
dla warunku drugiego rodzaju (tablica TO) oraz dla LPO = 0 
wartości węzłowe współczynnika przejmowania ciepła (A.LFA.). W 
tym miejscu pożądane jest wprowadzenie stosownych procedur 
funkcyjnych generujących dane elementowe. Tablica HWB powinna 
zawierać osiem liczb całkowitych określających numery globalne 
węzłów w elemencie brzegowym. Jeśli element ma mniejszą ilość 
wyróżnionych węzłów, pozostałe numery przyjmuje się za zerowe. 
Po zamianie numeracji globalnej w tablicy M B , zgodnie z przy-
jętą numeracją wewnętrzną, wyznaczane są wartości funkcji in-
terpolacyjnych N^ oraz M^ i ich pochodnych (procedura BRZEG) 



Program metody elementów skoňczonychi. . 23 

oraz wartości pola elementů płata powierzchniowego (procedu-
ra PPP) w punktach odpowiednich kwadratur numerycznych, a na-
stępnie "-obliczane są'wartości wyrazów elementowej macierzy 
przejmowania-ciepła (procedura SMPEB). W oparciu o dane zawar-
te w tablicach ILE i M S wyrazy macierzy elementowej wprowa-
dzane są w odpowiednie miejsca globalnej macierzy S (procedu-
ra SMPEB). 

4.4. ROZWIĄZANIE UKŁADU R Ó W N A Ń ALGEBRAICZNYCH 
I WYDRUK WYNIKÓW 

Do rozwiązania końcowego układu równań algebraicznych (11) 
modelu numerycznego wykorzystano metodę iteracyjną Gaussa-Sei-
dela z nadrelaksacją. Tylko bowiem metody iteracyjne zapewnia-
ją niezmienność charakteru rzadkiego macierzy w trakcie roz-
wiązywania układu równań. Proces iteracyjný jest przerywany, 
gdy norma różnicy dwóch kolejnych przybliżeń jest mniejsza od 
zadanego ułamka normy wektora ostatniego przybliżenia rozwią-
zania, tzn. gdy spełniona jest nierówność 

lub gdy liczba iteracji przekroczy maksymalną dopuszczalną 
wartość - NCYC. 

Parametr nadrelaksacji RELAX, dopuszczalną liczbę itera-
cji NCYC oraz wielkość EPS wczytuje się w programie głównym 
wraz z wartością wskaźnika IG. Jeśli 1С = 0 wówczas początko-
we przybliżenie DIS poszukiwanego rozwiązania R przyjmowane 
jest za zerowe, w innym zaś przypadku użytkownik powinien wpro-
wadzić w formie danych wartości tablicy DIS. Uzyskany z proce-
dury GSIŠS wektor rozwiązania jest rozszerzany o wartości tem-
peratury w nieruchomych stopniach swobody (procedura EXPAND)' 
i po powrocie do numeracji globalnej zgodnej z podaną przez 
użytkownika (procedura CHAN 2) jest drukowany instrukcją w pro-
gramie głównym. 

N0F-LN5S N0F-LN5S 
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4.5. ZASADY UŻYTKOWANIA PROGRAMU 

W omawianej we-гя ji programu nie wykorzystuje się zewnę-
trznych jednostek pamięci maszyny cyfrowej, a wszystkie dane 
trzymane są w czaeie egzekucji, w pamięci operacyjnej, co de-
terminuje wybrany sposób ich wprowadzenia. By uruchomić pro-
gram dla konkretnego zadania użytkownik powinien: 

- określić rozmiary tablic instrukcją DIMENSION w programie 
głównym w następujący sposób: 
NW 3 ( LELI) , ILE (NOP - LNS3 + 1) 
3(LELI), R(HOP), RR(NOF), X(IW), Y(Hí), Z(IW) 
ΙΊ0Ρ(20, LE), ЗШЗЦШЙЗ), IMAT(LMAT) 

НС?), ΙΒ(<ΝΟΡ).- tylko w przypadku użycia elementów 
supeTparametrycznych, 

313(110? - LN33) , 
-wczytać dane podstawowe LE, Ш , NOP, NDPCM, ТОРИ, LKSS, 
MLŚAS, ШАТ, LBCO instrukcją w programie głównym, 

- opracować procedurę GEOTOP (LS, Ш , NDPCM, LNSS, IHAT, ILM, 
3Ι0Ρ, НИЗ, X,Y*Z) generującą tablice IÍOP, IMAT, HNS, Χ,Υ,Z, 

- wczytać instrukcjami programu głównego (tylko gdy LBCO > O) 
dla każdego brzegu LEB i LPO zaś dla każdego elementu ffiB 
i TO oraz gdy LPO = 0 tablicę A.LPA, 

- wczytać instrukcją programu głównego parametry procesu ite-
racyjnego rozwiązywania układu równań algebraicznych, a mia-
nowicie: RELAX, EPS, HCYC, 1С oraz DIS w przypadku gdy ΊΩ ć O, 

- opracować procedury funkcyjne: BOUND (Χ,Υ,Ζ) - określającą 
wartości temperatur brzegowych (tylko dla LHSS > 0), 
ΤΗ3(1,ΝϊΐΑΤ,Χ,Υ,Ζ) - wyznaczającą składowe tensora przewod-
ności'cieplnej w lokalnym układzie elementu dla materiału 
o numerze HIvIAT, 
V0LP(X,Y,Z) - definiującą zmienność przestrzenną gęstości . 
mocy strumieni ciepła. 

Znaczenia parametrów formalnych procedur oraz rozmiary 
•tablic omówiono w poprzednich punktach rozdziału. 
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5. PRZYKŁADY N U M E R Y C Z N E 

Dla ilustracji praktycznej przydatności opracowanego pro-
gramu przedstawiono wyniki numerycznej analizy pola tempera-
tury "dla trzech zagadnień' ustalonego trójwymiarowego przewo-
dzenia ciepła w tak złożonych geometrycznie obszarach, iż me-
toda elementów skończonych była jedynym ekonomicznym narzę-
dziem tej analizy pozwalającym na dobre przybliżenie krzywoli· 
niowych powierzchni brzegowych na rzadkich siatkach podziału. 

Rys.4. Geometria ło-
patki i fragment siat- Rys.5. Pola temperatury w przekro-
ki elementów izopara- jach podstawy i wierzchołka łopat-

metrycznych ki 

Na rys.4 przedstawiono geometrię oraz podział obszaru ło-
patki kierowniczej z wewnętrznym kanałem chłodzącym na 65 dwu-
dziestowęzłowych izoparametrycznych elementów skończonych o 
469 węzłach. Ze względu na zmienność temperatury czynnika chło-
dzącego oraz zmienność współczynnika przejmowania ciepła wzdłuż 
osi kanału o przekroju kołowym pole temperatur jest trójwymia-
rowe. Dane fizyczne i geometryczne problemu oraz przebieg 
zmienności współczynnika Cc i temperatury <Pq3r wokół profilu 
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łopatki przyjęto analogicznie jak w [3]. Pozwoliło to na do-
konanie porównań rozwiązania numerycznego MES z wynikami po-
miarów w metodzie analogii elektrolitycznej [3]. Przedstawio-
no je na rys.5 w postaci linii izoterm dla przekrojów granicz-
nych w podstawie i wierzchołku łopatki. 

Prezentowany program wykorzystano także do analizy ustalo-
ne gę pola temperatury w modelu wilgotnego ośrodka ziarnistego 
przewodzącego ciepło. Struktura ośrodka heterogenicznego, ja-
kim jest wilgotny materiał ziarnisty ze względu na skompliko-
wane ukształtowanie powierzchni międzyfazowych rozgraniczają-
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cych składniki uniemożliwia zastosowanie metod analitycznych 
dla określenia :pola temperatury i efektywnej przewodności 
cieplnej. Na ięh wielkości istetnie wpływa obecność cieczy 
skupiającej się wokół pól kontaktowych stykających się zia-
ren w postaci pierścieni o krzywoliniowym profilu menisku [ 4 ] . 
Ścisłe uwzględnienie wpływu kształtu menisku cieczy na pole 
temperatury i efektywną przewodność- cieplną ośrodka wymaga 
użycia takiej metody numerycznej, która pozwala dobrze aprok-
symować krzywoliniowe granice cieczy i ziarna w strefie pierś-
cienia cieczowego.Warunek ten uzasadnia wybór metody elemen-

0.37 

0.31 

Ψ 

0.25 

0.19 

0.13 
"θ 02 0A 0j6 OB г = r/R 

Rys.7. Bezwymiarowe pole temperatury (φ)w modelu EK 
wilgotnego ośrodka ziarnistego z krzywoliniowym (T) 
i prostoliniowym (W) profilem pierścienia cieczowe-
go, dla R = 1.01734 mm, % Q = 1.687 Ή/(ιη·Κ), = 

= 0.5S4 W/(m.K), Л Е = 0.026 W/(m»K) 
tów skończonych. Ze względu na symetrię wydzielonej z ośrodka 
ziarnistego reprezentatywnej dla niego pod względem fizycznym 
i geometrycznym elementarnej komórki (EK) [ 4 ] pokazanej na 
rys.6, jej połowa podzielona została na 420 elementów piętna-
sto- i dwudziesto-węzłowych o 2071 węzłach [ 4 ] . 
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Rys.8. Dyskretyzacja obszaru tłoka 
elementami skończonymi 
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Rys.9· Siatka elementów na po-
wierzchniach brzegowych tłoka 
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Rys.10. Pola izoterm w przekrojach 
• osiowych tłoka 
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Szczegóły moäelu numerycznego przedstawiono w pracy [5]f zaś 
rozwiązanie w postaci porównawczych przebiegów pól temperatu-
ry w EK dla dwóch kształtów profilu menisku cieczy: krzywoli-
niowego i prostoliniowego na rys.7. Pełny opis wszystkich roz-
ważanych przypadków i analizę wyników znaleźć można w pra-
cy [4]. 

W Instytucie Lotnictwa w Warszawie konstruktorzy prowadzą 
badania zmierzające do zwiększenia mocy lotniczego silnika 
spalinowego PZL FRANKLIN poprzez zastosowanie turbodoładowa-
nia bądź przejście na zapłon samoczynny. Dla określenia zwięk-
szonych naprężeń termicznych i obciążeń cieplnych w tłoku sil-
nika konieczne jest wyznaczenie pola temperatury w trójwymia-
rowym geometrycznie złożonym obszarze rozważanego elementu 
silnika. Ze względu na symetrię geometrii tłoka oraz sformu-
łowanych, w oparciu o badania prowadzone w Instytucie Lotnic-
twa warunków brzegowych drugiego i trzeciego rodzaju dokonano 
dyskretyzacji tylko czwartej części objętości tłoka. Siatkę 
dziesięcio-, piętnasto- i dwudziestowęzłowych superparametry-
cznych elementów skończonych (272 elementy i 1658 węzłów) po-
kazano na rys.8, zaś podział na ośmio- i sześciowęzłowe ele-
menty tych powierzchni brzegowych, na których sformułowany 
jest warunek brzegowy trzeciego rodzaju przedstawiono na 
rys.9. Otrzymane pole temperatury zilustrowano przebiegami 
izoterm dla dwóch przekrojów osiowych frys.10): przekroju 
przechodzącego przez osie tłoka i kanału sworznia oraz prze-
kroju prostopadłego do poprzedniego. Szczegółowy opis modelu 
numerycznego dla analizowanego problemu i uzyskanych wyników 
znaleźó można w pracy [б]. 
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6. P R O G R A M 

C P.HO G К A tø OLA Í'KgJw fMl ARliwf.GU i.iSI AL Oi-KtíO PrtOťL·̂ "* 
C PRZEWODZENIA CIEPŁA Z LINJ.OwŶ J йАкШмКАМ! «Κ Z Ε ft (ι;-: γ и I . 
C DIKICHLfc'TAjCAljCHY'F.GiJ,NEUMANA 
ę * * * * * * * * * * 

DIMENSION N*i5n(iOObILE(2Sl),SUOOO),K(i>bO'),R«.(25íi) 
DIMENSION X С 250), Υ (2*50), Ζ C2S0 J » WOP 120,7ο), AM···S(20) 
DIMENSION ί MAT (5) f ΙΛ 11 00 ) »'l ИЧ Ю U), 0 ISC 230) 

с * * * * * * * * * * 
С ОЧНО I·) /EL/ А(210)»F К(3» 2υ),F КС(i,20) 
COMMON /EL«/ F(2O),FC(20)»t4iwB(e)»T(iCe)»ALFA(ö) 
CÜMMJN /GAU/ i«lG(21)»Z7(i»21bIPfi 

С 
C DANE 'PODSTAWOWE 
C ·..'..· 
C LE,LR - LICZBY ELEWRiNiluw I ir.FZL-U 
С · " NUF,LNŠS - CAŁKOWITA LICZBA" STliPM SWObOUY I L i C Z tf й 
С STOPNI NIERUCHOMYCH 
C NDFCM»NDF"M - MAKSYMALNE LICZHY i»-fcZLO;. ImT EKPOLuJ AC YCi.1 
С KSZTAŁTY GEOMETRYCZNE 1 PULE Η г'ΡΕrtAI im Υ 
С Ч ELEHENCIE 
С HL S AS - MAKSYMALNA LICZBA ELEMENTU* ft О к TOKF.J. li ALEZY 
С r ńEZEL TtWPERATUPUwY 
C LMAT - LICZBA MATERIAŁU« O ROŻNYCH PRZEwODfoOSC1 ACH 
С CIEPLNYCH 
C LBCO - LICZBA BRZEGÓW Z WAR4JMKAMI CAiJCHY'EGO 1/L'fB 
С. NEUMANNA 
С * * * * * * * * * * 

READ(5»1 ООО) LE» Lw» NOF »NDFCM,NDFM» LNSS» MLSAS» LMA Τ»LBCO 
1000 FORMAT(lSl5) ; . 

С * * * * * * * * * * 
С ' • v., . •.,••·..-. 
C DAiHE GEOMETRYCZNE, SIATKA ELEMENTÓW» WARUNKI BRZEGOWE 
С DIRICHLETA 
С - · 
С ΙΜΑΤ(LMAT) - TABLICA MAKSYMALNYCH NlFiEPGh ELEMENTÓW 
С ·« RŮZNÝCH MATERIALACH 
С N0P(NDFCM,LE) - TABLICA GLOBALNYCH NUMEKÜW wF.ZLÜw W 
С POSZCZEGÓLNYCH ELEMENTACh 
С NNSCLNSSí - TABLICA GLOBALNYCH NUMERÓW NIERUCHOMYCH 
С STOPNI SWOBODY 
C X(LtO»Y(LW),Z(LW) - wSPOLRZEDNE GLOBALNE WEZLOW 
С FUNCTION B0UN0CX»Y,Z) - PROCEDURA FUNKCYJNA OKRESLA-
C JACA WARTOŚCI TEMPERATUR NA' 
С BRZEGU Z WARUNKIEM DIRICHLETA 
C R(NOF) - TABLICA WARTOŚCI WĘZŁOWYCH TEMPERATURY 
С 

CALL GE0T0P(LE»LW»NDFCM»LN8S»LMAT»ΙΜΑΤ»NOP»NNS»Χ»Υ»Z) 
If(LN'SS) 4»<ł»l 
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1 DO 20 .JslrLE 

00 2.0 Isl,NUFM 
INEL=NOP(I,J) 
00 1β KsbLhSS 
IFCNNSCłO-INEL) Ιβ,2,1β 

18 CONTINUE 
GO TO 3 

2 MOP(I»J)=-IMEL 
3 CONTINUE 

20 CONTINUE 
00 30 IsbLNSS 
ХА=Х(1И) 

YAsV(IVM) 
?A=2(Ii4) 

30 UdwISBOIi^OCXA» ΥΑ,ΖΑ) 
С 
С f«I.Mfi><ACJA wEi-..«tíRZ«A 
С « 1гор=о 

IF(til)F.«.tW.WOFf>'J ÍZ0P= 1 
IF(I/OH) 

S CALI. GH ft tø 1 (LE f ил » i'ijF , MjFtø, hWFCrt, ι·ίΟΡ|τ LivSS» to^S »IZOPfXtYrZr 
* К г. I A f I b » I -it L ) 

С 
С lit- ;,t-̂ ACJA имС 16 FíZ Y Prt ZE MJlłWOSC l ClfPLNłrJ 
С 
C LCM - L.JC2BA Wl£7EkOi»Yth WYKAZO*· MACIEP2Y GLOBALNEJ 
C · i«S(Lf:*blLECNUF-L^SS*l ) - TA4L1CE rSKA/NlKO'.'t 
c s clem) - «aciekz pkzewoomjsci cifplmej 
С кс(г-OF) -.лЕКТОк Pi-'Av.YCh &TMl)>'i 
с 

*> CALI .S Τ f A S СI. к, • г ̂ IF, Ł> F С f Η ι J F Μ , I / О Ρ , м j Ρ , L in S S , Μ fv s ř L S A S» 
* Mi4Ś» ILEfLtf') • 
Г ALi. MA.«iYSCt.k,40F,4liřCM,|/ílP,NUf »LNS8»«Me,Urt#-ltE#«43» 
* L»AT,l4*T,X,Y,Z,S,f<#K«) 

С 
С .'AłłUl.KI riKZtfätiv.E СAUCHΥ·EGU Ι üF-OMMAmA 
С 
с LEU - . . L I C ř l i r cLfc-iE·· IDW tí»ZESO«Y.CH 1ч A .KiILEJkYCm BRZEGACH 
c LP«I - 'JK rtOOZMIl «АН11ЧКМ ÜRZtGSWEGf.) 
С LP!' а u - ·*«κΜΝ£Κ С AuCtiY 1 KG'ú 
С ł.Pii = ί - .·:ΛΚ·|ΐϊΕκ fjtiHAMKA 
С ; .·;:><•»;.) - TALLICA liLOrłAl wYCH N^'ÉKUh MiZLO* KuLEJufCH 
C" i tCE ertZEfiflWYCH 
r- Γ.ι(»ί - ře.'!Phít*Tlii<Y IISKUUKA u V.EZLACM ELMři-;fU i)LA 
c- '•JArti.if-rtU CAdUiY'EGO L-)r PO.«lti<ZCH.'lHi,.'E GrSHlSCJ f- v-OCY ' S Γ·*ΜΗΙΕΜΑ · in .«lEZLACrt ELĚ IK.TU HI. Λ (· ч К ij ι·.'К i j -s Fi««"i А К pí А 
l: ••*LM('.'J: «L<ÍL'-i-'.F' TIiSC I WSH0LKZY'<i4lKA PRZblttlMArtiA u . .· , . 

-ч;ι· ι ·> t, s ι, / 
7 j . l Ь.» ··"·;а 1,1.КС·.' 

* * * * * * * * * * 

''i:(Ъ, 1 или ) LIT i', LP'̂  
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DO 44 N=1,LEB 
С * * * * * * * * * * 

READ (5, 1000) (N*BlI),I = b6) 
С * * * * * * * * * * IF(1 ZOP) 6,8,9 

β j:w=nwb(7) 
, NDFb—4 
IF(IvJ.EQ.O) NDF3=3 
00 48 K = 1,NDFB 
I r t =NknB(K ) 

DO 46 Líbini, 
IG=IBCL) 
IO=IA(L) 
IFUG-IiO 46,47,46 

46 CONTINUE 
«0 TO 4b 

47 Mi«!B(K) = ID 
4B CONTINUE 

NDFBC=e 
1 MD-S 
1й=№чН(7) 
IFCIW) 44,44*45 

44 NI)FHC=6 
I N0=4 

45 DO 43 K = IIMO,NDFHC 
Iil=IHh(K) 
DO 41 L = 1, INFI. 
IG=IA(L) 
ID s J b (I, ) 
IF (1G-IO 41,42,41 

41 CONTINUE 
GO TO 43 

ч г hi W b ( К j = I D 

4 3 CONTINUE 
С * * * * * * * * * * 

4 READ(5,1010) CTO(I),I = b») 
IF(LPD.EO.O) RF.AD(5»lül0) (ALF А (I ) , 1 = 1» 6) 

1010 FORMAT(BF 10.5) 
С * * * * * * * * * * CALL SMPF.H(ILE,riKS,lZOPf LtJSSfNNSfLPf'»*» Y»2»S,kR) 

49 CONTINUE 
50 CLONT ÍNHE 
51 CONTINUE 

L- I TER A t Y J | VF R O Z W I Ą Z A N I E UKLAOU ROtvNAN A LGEBRA ICZNYCH 

С METODA SUR 
t с ncyc - maksymalna liczba iteracji 
с PFLAx - PARACET« ^AORELAKSACJI 
с EPS - DOPUSZCZALNA «ORMA HLEDU KOLEJNYCH ITERACJI 
С "DLrt IG > O mCZYTAC PuCZATKOWt PRZYBLIŻENIE ROZWIĄZANIA 
с * * * * * * * * * * 

iiEAUtS, 1500) NCYC, IG,RELAX,EPS 
1500 FORΜAΤС21Ь,2Е10.3) 

С * * * * * * * * * * 
LRsb'OF-LUSS 
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I F ( I G ) 1 0 , 1 0 , 1 1 
10 DO 60 N=1,LR 
60 O I S ( N ) = 0 . 0 

GO TO 12 , 
c * * * * * * * * * * 

U R E A D ( S , 1 0 1 0 ) ( D I S ( I ) , I = 1 , L R ) 
c * * * * * * * * * * 

12 CALL MESS(R ,NOF,LNSS,NNS) 
CALL MESS(RR,NOF,LNSSV NNS) 
CALL G S I S S ( L R , N W S , I L E , N C Y C , R E L A X , E P S , D I S , S , R R , R , I W ) 
CALL EXPAND(R,N0F,LNSS,NNS) 

С 
С WYDRUK WYNIKÓW . 
С 

IFCXZOP) 1 3 , 1 3 , ί α 
13 CALL' C H A N 2 ( I N E L , I А , I B , R , Χ , Υ , Z ) 
11 w R I T E ( 6 , 2 0 0 0 ) 

WRI Т Е ( 6 , 2 0 1 0 ) LÉ,LW,NDFM,NDFCM,LNSS,LMAT,LBCO,LEM 
W R I T E ( 6 , 2 0 2 0 ) IW 
KRI Т Е ( 6 , 2 0 3 0 ) 
W R I T E ( 6 , 2 0 4 0 ) 
W R I T E ( 6 , 2 0 5 0 ) 
W R I Т Е ( 6 , 2 0 6 0 ) ( K , X ( K ) , Y ( K ) , Z ' ( K ) , R ( K ) , K = 1 , N 0 F ) 

2000 F O R M A T U H l , 1 5 x , 2 ä H O A N E P O D S Τ А И O W Ε , / / ) 
2 0 1 0 FORMAT(1HO,22HLICZBA ELEMENTÓW LE = , I 5 , / , 

*1X,19HLICZBA WEZLÜW IW = , I 5 , / , 1 X , 
M9HLICZBA WEZLOW LW = , 1 5 , / , 
*60HMAKSYMALNA LICZBA WEZLOW TEMPERATUROWYCH W ELEMENCIE NDFM s , 
*I5 ; / ,1X,45HMÁKSYMALNA LICZBA WEZLOW W ELEMENCIE NOFCM = , I 3 , / , 1 X , 
*42HLICZBA NIERUCHOMYCH STOPNI SWOBODY LNSS = , 1 5 , / , • 
*1X,25HLICZBA MATERIAŁÓW LMAT = , I 3 , / , 1 X , 
*56HLICZBA BRZEGÓW Z WARUNKAMI CAUCHY,EGO I NEUMANNA LBCO = , I 3 , / ł 
*1X,42HL1CZBA NIEZEROWYCH WYRAZÓW MACIERZY LEM = , 1 5 ) 

2 0 2 0 FORMAT(1HO,22HLICZBA ITERACJI ITER = , 1 5 , / ) 
2 0 3 0 F 0 R M A T ( 1 H 1 , S 0 X , 3 0 H P O L E T E M P E R A T U R Υ , / / ) 
2 0 4 0 FORMAT(1НО,30 Χ,4Η N R . , 1 Ο Χ , 1 Η Χ , 1 З Х , 1 Η Υ , 1 З Х , 1 H Z , 2 0 Χ , 1 H T ) 
20S0 F 0 R M A T ( l H 0 , 3 0 X , b H f t E Z L A , 8 x , 3 H ( M ) , U X , 3 H ( M ) , l l X , 3 H ( M ) , 1 8 X , 3 H ( K ) , / / ) 
2060 FORMAT (1HO,30X , I 4 , 5X ,E10 .4 ,4X ,E10 .4 ,4X ,E10 .4 , Í 1X ,E10 .4 ) 

STOP 
EMI) 

SlIBROUTINK GEOTOP(LE,LW,NDFM,Lr jSS ,LMAT, IMAT,NOP,NNS,X,Y,Z) 
DIMENSION N 0 P ( í M U F M , 1 ) , N N S C 1 ) , I M A T ( 1 ) , X ( 1 ) , Y ( 1 ) , Z ( 1 ) 

С OPROWADZIĆ DANE DOTYCZĄCE SIATKÍ,RUDZAJOW MATERIAŁÓW, 
С -WARUNKÓW BRZEGOWYCH OIRICHLETA NP: 
с * * * * * * * * * * 

R E A D ( 5 , Ι Ό 0 0 ) ( I M A T ( I ) , I = 1 , L M A T ) 
C * * * * * * * * * * 

DO 50 N=l ,L fc 
50 R E A D ( S , 1 0 0 0 ) ( N O P C I , N ) , I = 1 , N D F M ) 

IFCLMSS.GT.O) R E A D ( 5 , 1 0 0 0 ) ( N N S ( I ) , 1 = 1 , L N S S ) 
R E A D ( 5 , 2 0 O 0 ) ( X ( I ) , Y U ) , Z ( I ) , I = 1,LW) -

1 0 0 0 FORMAT(1015) 
2 0 0 0 FORMAT ( 3 F 1 0 . 5 ) 
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С KONTROLNY WYDRUK.DANYCH MPS 
W«ITE(6,3000) TULE 
WRITE(6,4000) ((NOP(I,JblsbNDFM),J=l,LE) 
WRITE(6,5UO0) (bX<I),Y(IbZ(I)»I«l»Lw) 

3000 FORMAT(20A5) 
4000 FORMAT(IX»2015) 
5000 F0RMAT(1X,I5,20X»SE15.7) 

RETURN 
END 

FUNCTION TNSCL»NMAT) 
С POOAC SKŁADOWE SYMETRYCZNEGO TENSORA PRZEWODNOŚCI 
С CIEPLNEJ DLA MATERIAŁU 0 NUMERZE NMAΤ 
C L ·· KOLEJNE NUMERY WYRAZÓW GÓRNEJ TRÓJKĄTNEJ CZESC1 
С MACIERZY TENSORA ZBIERANE KOLUMNAMI, L OD 1 DO 5 
С * * * * * * * * * * 
С DLA ZAGADNIENIA IZOTROPOWEGO NP: 

T4S31.64 
IF(L.EQ.2.0R.L.EQ.4.0R.L.Ee.5) TNS=0.0 

С * * * * * * * * * * 
С W ZAGADNIENIACH ANIZOTROPOWYCH NALEŻY UWZGLĘDNIĆ 
С TRANSFORMACJE SKŁADOWYCH TENSORA DO UKŁADU LOKALNEGO 

RETURN 
END 
FUNCTION ΒΟυΝΟίΧ,Υ,Ζ) 

С PODAĆ WARTOŚCI TEMPERATURY W *EZLACH BRZEGOWYCH O WSPOL-
C RZĘDNYCH Χ,Υ,Ζ NA POWIERZCHNI BRZEGOWEJ Z wAROtoKIEM 
С DIR1CHLETA 4P: 
С * * * * * * * * * * 

BOUNOslOO. 
с * * * * * * * * * * 

RETURN 
END 

FUNCTION VULF(Χ,Υ,Z) 
С POOAC ZALEZnOSC GESTUSCI MOCY ZRODEL OD wSPOLRZEONYCH NP: 
с * * * * * * * * * * 

V 0 L F S 0 . 0 
С * * * * * * * * * * 

RETURN 
EMO 

SUBROUTINE SlPMAS(LE,MtiF,ftiOFCH,NOFH,120P,tcOfcG,LMSS,i^>S,^LSAS,N«s, 
*ILE,LEM) 
DIMENSION NDEGCNDFCM»»)rbftS(ł)»NNS(l)»ILE(l) 
LRsNOF-LMSS 
11 = 1 
JASI 
NN=0 
DO 100 MS1,N0F 
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IF(LNSS.Eö.O) GO то 6 
DO 10 J=1,LNSS 
IN=NNS(J)-N 
JB=J 
IF(IN)10,99,6 

10 CONTINUE 
.6 CONTINUE 

JAsJti 
IMN=NN+J 
NWS(I1)=NN 
ILE (NfJ) = I I 
LC=0 
00 90 IL=1»LE 
UO 65 L=1»N0FM 
I«=i\iDEG(L,IL) 
IF(IW-N) 65,66,65 

65 CONTINUE 
КО TO 9u 

66 LC=LC+1 
IF С1 ZOP.EN.1) GO TO 7b 
IF(J5-NOFCO 72,74,76 

72 I*=M>EG(ló,IL) 
IF ( I E Q . 0) GO TO" 74 
LSE=8 
Gi) TU 09 

7a IW=NOEG(lblL) 
IF(Iiv.EQ.O) GO TO lb 
LSE=fe 
GO TO 89 

76 L3E=4 
GO TO 69 

7« IF(15-NDFCM) 00,82,04 
»0 IW=NI)EG(16,IL) 

IF(Irt.EO.O) GO TU 82 
LSE=20 
GO TO 89 

B2 Irt=NDEG(ll,lL) 
iF(i«.ea;u)' gu ro &ч 
LSE=15 
GO TO 89 

64 I*I=M>EG(9,IL) 
IF(IW.Ε β.О) GO TU as 
LS£=10 
GO TO »9 

85 I ri=Nl)EG (7,IL) 
IFCIW.E.Ö.O) GO TU 80 
LSE = 8 
GO TO 89 

86 Ii4=Ni>EGlb, IL) 
IFCI^.E.J.O) GO Tü an 
LSE=6 
GO TO 89 

88 LSE=4 
89 00 70 1=1,LSt 

I«=NOEG(I,IL) 
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IF(Itf.LErO) GO TO 70 
IftsO 
IF(LNSS.Etí.O) GO TO β 
00 50 JslrLNSS 
IQSNN8CJ) 
JF(IW-Iu) β,7,7 

7 IR=IR+1 
50 CONTINUE 
8 IW=1W-IK 

IF(IW-WN) 7o» 13» 1 i 
13 00 Ь0 1 м = 1 Ы 1 

IH=b4S.CI'j) 
IF(IW-Irt) 60,70,<>ϋ 

60 СОМПлШЕ 
IisII+1 
Mi*S<II) = I* 

70 COfeTIwUE* 
IFÍLC-PLSAS) 90,9h,9ö 

90 COi'i Τ1 ι40Ε 
9Я Ilsll+l 
99 JA=JH 
100 COwriMUř 

ILE(LK+1)=I1 
LE*=1I-) 
OLI <J00 ił=l,LK· 
IL=ILE(i4) + 1 
ILl-ILF (ii+1 )-l 
IL2=1L1-1 
bF ( IL .G ł . ILti) Г · .г».! 
DU lbu K=1L,IL? 
t-4sM<i$(0 
K1SK+1 
I Ps 1 μ 
jjau 
!)0 100 ,f = ivlfILl 
1 ><=> -''«S C J ) 

IF H · t . I ) G U ł11 1 Ί O 
I '1 = J 

.1 J = J 

m'o Lti >rι··Η»; If (JJ.tW.O) GU TO IbO 
Mi łS i J.l ) = Í P 

ISO f. H'fl И* 
«?υι> СП" 1 I "''iL 

RET···»;: 
ť 'Jíi 

8 Ί « « ΐ η ΐ Π Μ · ••'AS/řifLE,:.'-»!· ,* l>Ft> , OP r I. íbS, is 'S , L t ! 1, I L K , 

txri K'lSl K.Ml»PLf-*2»n„FK3 
ΟΙ:···.ΕΛ0ΐ«ί = ι \0P(..4líFi:-i# l ) , . ü v S ( l ) , I L t ( ) X, •-'S ( 1.) , 1 ' Λ Η 1 ) 

U L!«FC :MSI"IŁ
;

··! X( I ) , V( 1 ) 1 J ) , W ( L ) ) 

LIT«. II. I /Г1 / A ( ^ I U ) 
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! : tiüil -=l,Lt'v 
bibA^l, ) = 'ł.<' 
'; .., м - SI * • 
.M« '<"<·. .•) = <».<' 

ι ·=ι 
м; η ii·/ ''n r = 1 ,L-A' i 

I '.,·• ι (;- -л ι ) 
7оч f-šsL^, tf i 

I ť (I/UP.Lu.J) «ί'ι ly hbo 
С hi.··'·»· "Τ ЗМРЕЙЙАкАг·t'.lИVC/r.V 

ι f ( ι . o t с:') ьгм, t>«v, 

η 2 Ii !-.=, fi»>( Ih, hj) 
I ř ( I . .»-'».0) Ul i H i , t i t 

Lse>ń 
C Al.L' Fl-ii.í ( '»ΚΑΤ» liti #-<(>»V>l>FC»<,X,Y,2,PU-IU ,«,26,I,RK) 
ι;:» ru л 

Λ22 I .si iił'( j 1 »i J 
IF (I .ťJ.O) GU II ьгч 
L3t=6 
С ALi f-'ΕΛυΙ ΆI ,*IEL# ΙΟΡ,.-.ΡΕ^,Χ, Y»2»<4»-Kr:,6, 15,2,KR) 
lili ТО'*. 

624 LSt=4 л 
LALL tt3IUť , <ОР, wUFCf ,X,Y,7,MLti\3,4, JO,i,Hb) 
ii:ł in «ι 

t ELE'ЕчТ I/UPAiłn^EI« Y C 2 Υ 
650 IF (15-rvDFCO 660,662,Ь»>4 
660 Ι.·.= ΟΡ(16,\) 

IF f I -ч . fc U . О ) Gu то ььг 
LSF=24 
CALL řEÍl»ICři,MxAl,«IEL,NOP;4DFC»i,X»»,2,PLFKl,20,?O>l,«R) 
GO ΙΟ о . 

66? Ι·-;=ί:ΟΡ(1 1#Ν) 
IF (b^t.W.O) GO Id 664 
LSt=l5 
C«LL tt 301 (Ν',ΜΑΤ,iIEL,N0P,M0FCl*,*,Y,2,PLFK2,15, 15,2,RR) 
GO 10 6 

664 ]*SMJP(4,f-i) 
IF til«.EU.0) GU To 666 
I St = 10 
CALL Ft301 ('·»tit-ΆΤ,MEL, w0P,l40FCK,X,Y,Z,PLFK3,10, 10,3,Rk) 

GU TO 6 
66© ΙΛ=«0Ρ(7,!|) 

IF (ΪΜ.ΕΟ.0) GO TO 660 
LSE=fl 
CALL FE30I(N,N1AT,MIEL#U0P,M0FCM,X,Y,Z,PLFKl,e,e,i,RR) 
Gü TO 6" 

66β Ι*»Μ1Ρ(5,Μ) 
IF (IW.EU.O) GO TO 670 
LSE=6 
CALL FE30I(N,4MAT,NIEL#N0P,NDFCM,X,Y,Z,PLFK2,6,6,2,RR) 
GO ТП 6 
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CftLl. FtM)IC-4,iJHAr,''tieL,'iOP,i!ÜFC^,X /y,Z,PLi-K3f4-,4,3>t<tO 
Ь 1)0 'J S i> L = 1, l- SF 
j n = i-.,np (L » ̂ ) 
IF ( J « ) 4ij(),«Sft»7 

7 IR = 0 
IF Cl.*SS) 10, i«t,e 

ił DO ч ? 0 n = l , L « S S 
I4 = M 4 3 C ł O 
IF (J . I-II!) 1 0 , 4 , 9 

9 I R = 1 K + 1 
4 2 0 С О М I I HUE 
I 0 ii.J=J.'i-Ti\· 

I L = I L E ( N Ö ) 
1 Ц = Í LF. (MfJ + 1 ) - 1 
DO 4 0 0 J = 1 , L S F 
I.it=MOPCJ,'O 
IF C I H - J w ) 40 0 , 1 1 , 1 1 

II lft=0 
IF (LrtSS) 1 4 , 1 4 , 1 2 

12 p o '380. K = 1,'L'NSS 
IH=M\I3CK) > 
IF ( Г ч - I H ) 1 4 , 1 3 , 1 3 

13 II< = IP + J 1 * 
3 Ö 0 CONTINUfc 
14 I«I = I'4-IR 

DO 3 9 0 I Q = I L , Í1.1 
IF ( I 4*)SII0)-IWJ 3 9 0 , 1 5 , 3 9 0 

3 9 0 C O N T I N U E 
GO 1 0 4 0 0 

15 IF ( L - J ) 1 6 , l b , 1 1 
16 L L = L + J * ( J - 1 

G O то ie , . 
17 L L = J + L * ( L - 1 ) / ? 
1« S ( I U ) = S ( I U ) + A ( L L ) 

4 0 0 C O N T I N U E ' 
4 5 0 C O N T I N U E 

IF ( L N S S . E Q . O ) GO TO 5 0 0 
0 0 4 Ö 0 K = 1 , L 3 E 
I-id—NOP Ск, IM) 
IF ( I w ) 2 1 , 4 8 0 , 4 6 0 

21 I W=-I ιΜ 
0 0 4 7 0 L = l,l.SE 
J W = f M O P ( L , N ) 
IF C J w ) 4 7 0 , 4 7 0 , 2 2 

2 2 IF ( K - L ) 2 3 , 2 3 , 2 4 
2 3 L L = K + L * ( L - l ) / 2 

'GO TO 2 5 
24 LL=L+K*(K-l)/2 
25. PC"ACLL) • 

R R C J W ) = R R C J w ) - P O R C I W ) 
470 CONTINUE 
480 CONTINUE 
500 CONTINUE 
700 CONTINUE 

IM=IN+1 
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800 CONTINUE 

RETURN 

END 

SUBROUTINE F E 3 D H N , N M A Τ , N I E L , N O P , N D F C M , Χ , Υ , Ζ , P L F K , N D F » NDFC , I ELEM, 
*' RR) 

DIMENS ION N O P ( N D F C M , 1 ) , X ( 1 ) , Y ( 1 J , Z ( 1 ) » R R ( 1 ) 

D IMENS ION T E N 3 0 R ( 6 ) . , F A ( 3 , 2 0 ) 

COMMON V E L / A ( 2 1 0 ) » F K ( 3 , 2 0 ) , F K C Í 3 , 2 0 ) 

COMMON / E L B / F ( 2 0 ) , F C ( 2 0 ) 

COMMON /GAU/ w G ( 2 1 ) » Z Z ( 3 , 2 1 ) , I P G 

COMMON /TRANS/ X Y Z ( 3 , 3 ) 

I A = N D F * ( N D F - l ) / 2 + N D F 

DO 520 J = 1 , I A 

520 A ( J ) = 0 . 0 

CALL N I M T ( I E L E M ) 

DO 400 I M = 1 , I P G 

PP=ZZ(1»IM) 
P R = Z Z ( 2 f I M ) 

S S = Z Z ( 3 , I M ) 

WG1=WG(IM) 
CALL P L F K ( P P , P R » S S , N D F , N D F C ) 
CALL J A C 3 D Í N , N D F C M , N O P , N D F C , Χ , Υ , Ζ , D E ) 
I F ( A B S ( D E ) . L E . l . E - 3 0 ) GO.TO 15 
XA=0 . 0 
YA = 0 . 0 
ZA=0 . 0 
DO 120 K=1,NDFC 
I r f s I A B S U « ) 
PC=FC(K ) 
X A = X A + X ( I w ) * P C 
YA=YA+Y ( IW ) *PC 

120 ZA=ZA+Z ( IW ) *PC 
Q F = V O L F ( X A , Y A , Z A ) 

P l = X Y Z ( b l ) 
P2=XYZ(1»2) 
P 3 = X Y Z ( 1 , 3 ) 
P 4 = X Y Z ( 2 , 1 ) 

P 5 = X Y Z ( 2 , 2 ) . 

P b = X Y Z ( 2 , 3 ) 
P 7 = X Y Z ( 3 , 1 ) 

Ρ β = Χ Υ Ζ ( 3 , 2 ) 

P 9 = X Y Z ( 3 , 3 ) 

DO 130 1=1,NDF 
P C = ( P 5 * P 9 - P 8 * P 6 ) * F K ( 1 , I ) + ( P 7 * P 6 - P 4 * P 9 ) * F K ( 2 , I ) + ( P 4 * P 8 - P 7 * P 5 ) * F K ( 

* 3 , I ) 
P W = ( P 8 * P 3 - P 2 * P 9 ) * F K ( 1 , I ) + ( P 1 * P 9 - P 3 * P 7 ) * F K ( 2 , I ) + ( P 7 « P 2 - P 8 * P 1 ) * 

* F K ( 3 , 1 ) -

P Z = ( P 2 * P 6 - P 3 * P 5 ) * F K ( 1 , I ) + ( P 4 * P 3 - P 6 * P 1 ) * F K ( 2 , I ) + ( P 1 * P 5 - P 4 * P 2 ) * 

* F K ( 3 , I ) . 

F Α ( 1 » I ) = P C / D E ' 

F A ( 2 , I ) = P W / D E 

130 F A ( 3 , I ) = P Z / D E 



1.6 J.Banaszek 

DO 2»>0 Ma i, i 
i>!> 200 K=1,3 
LaM+K*( K~1)/2 

200 TENSOR ( L ) a Τ 'iS ( L.» А Γ ) 
Ol) <Й»1) JaJ,MtjF 
I.VS»>f]P<J,;<J) 
i/i=iAas(i) 
Rił(it»>)aRlł(l ;<)+*· (J)*AriS(Ofc )*i;F»wGt 
00 250 1 sj»itl>F 
t.L»J + I*(I-l)/2 
i)0 240 ^=1,3 
0.3 г ю K=I , 4 
IF(K-M) 2,2,3 

г LSK+M*(M-1)/2 
G ο Τ» α 

3 tari+K*ÍK-l )/г 
« PC=FA(<i, J)*FA(K, I )*TEř»SO«(l )*A6S(DE ) 

240 A(Lt)sA(l.L)**Gl*HC 
2Ъ0 СОН 11wllK 
<»«o CiiNiiwut 

IFCiilEE.ťO.H) wť ΤΗ»« 
*4iiet6f íoodjij 

1000 HO a,Jb / ) 
'KITE(6,101 U) (A(I),l = l,IA) 

1010 FOPřÁTÍiy, 10Eli».b) 
REΤOHM 

15 fE(6,1200) 
1200 FORMAT ( IH0,2«H2ERUÍIA nAHTUSC JACOHlANIł) 

SI 'Φ 01 
EN» 

SUBROUTINE JAC30(M,NOFCM,NOP#NOF,X,Y,2fPET) 
DIMENSION N0P(,J0FCM,l),x(l),y(l),2(l) 
COMMON /EL/ A(210),FKC(3,20),FK(3,20) 
COMMON /TRANS/ XYZ(3,3) 
00 100 J*l»3 
00 Ю 0 1 = 1,3 

100 XYZIJ»I)=0.0 
00 ISO Jel,NÜF 
I*SNOP(J#N) 
IF(IW)2,4,3 

2 
* РА*Х(1Ю 

PBSY(IW) 
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PC-/« i > 
'K» 14· ' L = l f * 
Ht»=FK(L,J) 

1,Ł ) = λΥΖ( l»i. >+r*"*PP i 
ΧΪ /12,LJ = *Y/(.J»' 

1-40 Χ Y 7 i i , 1. ł = «; Y / ( Л » L · + ft * г Μ 
a r.rt'll -'iłF. 

Ib« C!l 11 1 !»i 
PJ=*YZ(bl) 
P2=XY/U#<?> 
Pi=,XY / (1» i ) 
Р 4 = Х У Д ( 2 , 1 ) 

Pj=XY/.(2,2) 
Ρί»=ΧΥ/(<?,3) 
P/ = XYZ(.i»l) 
PHsxYZfä,*·) 
P9=XY/(3,i) 

«ΕΤίικ.; 
£ч>> 

SüHHouTi'··»·: PLMI CPp#iłw,.'is,Mi)Fc,i' ию 
СПЧМРМ /EL/ A(21i>),frtt(3,20),H<(i,,r>ti) 
COMWfin /ELB/ FC(2ubMi»0) 
P1=«.S*(1.-PP)· 
P2=0.b*(l.-«R) 
P3=0.S*C1.-SS) 
R1=0.S*(1.+PP) 
»2=0.5*(1.•««) 
«S=<». b*U.+3S) 
Q1=1.-PP*PP 
U2=1.-RR*RR 
03=l.rSS*SS 
FK(l,n=-0.5*P2*P5 
FK(2,1)=-0.5*P1*P3 
FK(3,1)=-0.5*P1*P2 
FK(1,2)=0.5*P2*P3 
FK(2,2)=-0.b*Rl*P3 
FKC3,2)=-0.5*R1*P2 
?K(1,3)=0.S*R2*P3 
FK(2,i)=0.5*Rl*P3 
FK(3,3)=-0.S*R1*R2 
FK(1,4)=-0.S*R2*P3 
FK(2,4)=0.5*P1*P3 
FKC3,4)=-0.S*P1*R2 
FK(1#5)=-0.5*P2*K3 
FK(2,5)=-0.5*P1*R3 
FK(3,5)=0.5*P1*P2 
FKÍ1#6)=0.5*P2*R3 
FK(2,6)=-0.5*R1*R3 
FK (2»(>)=-0.5*Rl*R3 
FK(3,6)=0.5*R1*P2 
FK(1,7)=0,5*R2*R3 
FK(2,7)=0.5*R1*R3 
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FK(3,7)=0.5*R1*R2 
FK(1»8)=-0.S*R2*R3 
FKC2,8)=0.5*P1*R3 
FK(3,bJ=0.5*Pl*R2 
FC1)=P1*P2»P3 
F(2)=H1*P2*P3 
F(3)=R1*R2*P3 
F(4)=P1*R2*P3 
FIS)=P1*P2*H3 
F ( * ) = r t l * P 2 * f i 3 

F(7)=Rl*R2*rt3 
F ( « ) = P 1 * R 2 * R 3 

DO Ъ K=l»NOFC 
oa ί J = i » 3 

a F K C I J , K ) = F K I J , K ) 

Ь FC(>4)=F ( К ) 

I F ( i v O F . M J . H ) Rh l u í ť . v 

pft=(>p+Pií + SS 
ι.»О 10 Κ=1,3 
F 4 ( k , l ) = F K f K , l ) * ( - P A - 2 . ) - H l * P 2 * P 3 

10 F n ( K » 7 ) = K K ( K » 7 ) * ( P A - 2 . ) + R 1 * K 2 * R 3 

F4(Í»2)4hR(b2)*PAti<l*P2*P3 
F K . ( 2 , 2 ) ^ K ( 2 , 2 ) * P A ' - F 1 * P 2 * > « 3 

Fs[ (3 ,<0=H" . ( 3 » . 2 ) * F A - R 1 * P 2 * F 3 . 

F * ( Í , 3 ) = F K ( l , 3 ) * F A + í < l * R 2 * P 3 

FKC?»3 ) .= řtv ( 2 , 3 1 * P A + I ' » 1 « P 2 * F 3 

F '-<(-5,3. )=F i*C3' ,3)*PA-»1*R2*P3, 

FKC I , Ό = Γ Λ ( 1 , < 4 ) * ^ Α - Ρ 1 * Κ 2 * Ρ 3 

F »(<•;, 4 ) = Γ · Κ ( « ? » 4 ) * Ρ Α + Ρ 1 * Κ 2 * Ρ 3 

F*(3,OsFiU3,«)*P*-fl*K2*P3 
FKU»5)=Ff.llfSJ*PA^|l*P2*R3 
F K ( < ' , S 1 = F K ( 2 , S ) * P A - Ř 1 * P < Í * R 3 

Prt = ̂ P - K ! < t S S - 2 . 0 i 

F4< l , o J = F K ( 1, 6 ) - * P A * R l * P 2 * R 3 

K K l i > , ^ ) s F K ( 2 # t i ) * P A - R l * Ř 2 * l < 3 

FiCl . ( 3 , h í * P A + R l * P 2 * R 3 

F4(Í»'V1=FK(1,»Í*PA-P1*K2*K3 
Fh ( ? , h ) = F n ( 2 - , r t ) * P A + P l * R 2 * R 3 

FA< l , l l ) = - f ' . * R ' > * P 3 * P P 

Mil , 
FK11» 1 .7 )=-«? .*Р2*нЗ»нР 

= *>*>•·· 

R(>(:i)? и; . F <(r?».l 1 J=-PC 
I- С = « '"> * l'' 1 * 4 3 
F\C2, 1 · 0=Ρ ( : 
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7 FK(3,9)=PC 
FK(3,17)=-PC 
PC=-.S*t?l*R2 
FK(3»11JspC 
FK ("5* 19) s—pc 
PC=-.5*U2*P3 
FK(bl2)=PC 
FK(l,10)s-PC 
РС=.5*<12*ЯЗ 
FK (1 »lb)spC 
FK (1 » 20)s-PC 
FК ( 2 » 12) s-2. *P 1 *P3*ί<N 
F*(2, 10)s-2.*Rl*P3*K« 
FK(2,18)s-2. *Kl*R3*ńK 

FK(<!,2l»)=-2.*Pt*H3*»>tf 
FK СЗ»121spC 
FK (3,20)s—PC 
PCs-,b*R 1*1)2 
FK(3,10)=PC 
FKdr lrt)s-PC 
PC=-.b*'»'3*P2 
FK (1, 13)=PC 
FK ( 1 # ł 'l)s-PC 
PC=.S*M3*«2 
FK(l,lf»)*PC 
FK(1»lb)s-PC 
PC--0.S*t'l*u3 
FK ( 2 , l i ) = l ' C 
ГК(2, 10)S-tPC 
PCs-o.5*Pl* i l3 
F K ( 2 , L ' Ł ) S H C 
ł Kf2,l'S)=-Pt 
FKfi, ł ł)=-2.*P| *P2*SS 
F K ( 3 » 1 « ) = - 2 . * » 1 * H 2 * S 3 

FKÍ3,1S)=-2.*WJ «K2*Sá 
FK 13, i6)s-^.*f.j *w2*sa 
ř(1)SF f1)*(-PP-KK-SS-2.) 
F («?) =F I ̂ ) *CPP-rti<-.SS-2. ) 
F(V)=F(3)*(HP+4K-8S-2.) 
κ ι Ό =ř (4) * (-MKł.Kt<..,s.w # j F lS)s|- C"S)*(-PP-KK + SS-2.) 
ř (ř.) =F ( « ) * . ) 
F (7)=F( + 
F lfí ) =F ( Η ) * ( + + SS-2 . ) 
F(9)siíl 
F ( I 0 )='>2*;<t*P3 
Fill) =!j 1 i 
К l2)=:jí;*iJl*P3 
F413) = t'3*(J l*P2 
F С 1ч)=цЗ*чι*ρ;> 
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F ( l 7 ) = 0 1 * P 2 * R 3 

F ( 1 β ) =(32*R1 *R3 

F ( 1 9 ) = Q 1 * K 2 * R 3 

F ( 2 0 ) = 0 2 * P 1 * R 3 

I F ( N Ó F C - N O F ) 1 7 , 1 3 , 1 7 

13 D(j 15 K = l , N O F 

00 14 J = l , 3 

14 F K C ( J , K ) = F K ( J , K ) 

15 F C ( K ) = F ( K ) 

17 RETURN 

END 

SUBROUT INE P L F K 2 ( P l , P 2 , Z A , N ü f , " J u F C ) 

COMMON / E L / A ( 210 j , F K ( 3 , 2 0 ) , F K C ( 3 , 2 0 ) 
COFWUN / E L B / F ( 2 Ü ) , F C ( 2 Ü ) 

ZP=(1.+2A) 
ZM=(1.-ZA) 
ZO=ZP*ZM 

P S = 1 . - P 1 - P 2 

I F ( N D F . N E . 6 ) GO TO 15 

F ( 1 ) = 0 . 5 * P 1 * Z M 

F ( 2 ) = 0 . 5 * P 2 * Z M 

F ( 3 ) = 0 .5*P3*Z.M 

F ( 4 ) = 0 . . 5 *p l *ZP 

' F ( 5 ) = 0 . 5 * P 2 * Z P 

F ( h ) = 0 . 5 * P 3 * Z P 

F K ( 1 , 1 ) = 0 . 5 * 7 « 

F K ( l , 2 ) = o . 0 

F K ( l » 3 ) = - 0 . 5 * Z i · ' 

F * ( l · , 4 ) = 0 . 5 * Z P 

F K ( 1 , 5 ) = 0 . 0 

FК (1,6)=-0.5*ΖΡ 
F r t ( 2 , l ) = " . 0 

F K ( 2 , 2 ) = 0 . 5 * Z M 

K(r',í)=-').?*?4 
F*(2,4)=U.0 
F « ( 2 , 5 ) = 0 . 5 * Z P 

F K ( 2 , o ) = - 0 . 5 * Z P 

FK(3 . , 1 ) = - 0 . 5 * P 1 

F K ( 3 , 2 ) = - 0 . 5 * P 2 

F K ( 3 , 3 ) = - 0 . S * P 3 

F K ( 3 , 4 ) = 0 . 5 * P 1 
F K ( 3 , 5 ) = 0 . 5 * P 2 

F K : ( 3 , 6 ) = 0 . 5 * P 3 

DO Ю K = l , n o F 

ι.' 0 7 J = 1 . 3 . 

7 F K C ( J , K ) = F K ( J , K ) 

10 F C ( K ) = F ( K ) 

I F (e.'UFC < Eu . im OF ) KhT U к 

15 PA = 4 . * P 1 - 1 . · 

PtJ = 4 . * P 2 - l . 

Ρ χ ε ( 1 , 1 ) = 0 . 5 * ( Ρ Α * Ζ · Ί - Ζ ΰ ί ) 
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F«C(2,1>=<>.° FKCU,2)=0.0 F«C(2,2)=0.5*tPB*Zrt-ZC.) 
Р к с и , з ) = о . ъ * ( 2 о - / м * р с > 
F K C 1 2 « 3 ) = 0 . S * ( Z H - 2 M * P C ) 
F K C l b « ) s « . 5 * ( P A * Z P - Z 0 ) 

FKC(2,«)=0.0 
FKC(.l,b)=0.0 
F K C ( 2 , b ) = 0 . 5 * ( P b * Z P - Z ( O 

F K C C 1 , 6 ) = 0 . S * C Z M - P C * Z P ) 

F K C ( 2 , b ) = 0 . 5 * ( Z i j - P C * Z P ) 

FKC(l,7)=2t*P2*ZM 
F K C ( 2 , 7 J = 2 . * P 1 * Z W 

F K C ( 3 , 7 J = - 2 . * P 1 * P ? 

FKC(l,e)=-2.*P2*ŻM 
F K C C 2 , « ) = 2 . * Z M * C P 3 - P 2 ) 

F К С ( 3 , И ) = - 2 . * Р 2 * P 3 

F K C l 1 , « 0 = 2 . * / И * ( Р З - Р П ' 

F K C ( 3 , V ) = - 2 . * P 1 * P 3 

F K C l l , 1 0 ) = 7 u 

FKC(2,1·.) )'=<).O 

FKC ( 3 , 1-! ! )=-«?.*/A*Pl 

FKC l 1 , 1 t ) = υ.ί» 

FKC (2» 1) )=Zi' j 

F K C ( 3 , 1 l ) = - 2 . * / A * P ? 

г кс (i ,\г)--7_и 
F K i : ( 2 , 1 2 ) ' = - / t í 

FKC (3, l/?)=-2.*ZA*P3 
FKC(1,13)=2.*P-2*ZV-

F K C 1 2 , 1 3 ) = 2 . * I 4 * / 1 > 

F K C ( 4 , 1 3 ) = 2 . * P l * P f ? 

F K C ( l , ł ' ł ) = - 2 . * P 2 * Z f ł 

F K C ( 3 , - i í i ) = ? . * P 2 * P 3 

FKC ( 1 , 1 5 ) = 2 . * 7 . " * ( P 3 - P l ) 

F K . C ( 2 , l i > ) = - 2 . * P r * Z P 

F K C ( 3 , l í > > = < > . * P l * P i 

pA=ž.*pi-i. 
i M = í f . * P ? - l . 

PC=2.*P3-1. 
FKC 1 3 , 1 ) = Р 1 * ( / ч - и . Ъ * Р М 
F K C ( 3 , 2 ) = Р 2 * ( 7 Л - и . 5 * р М ) 

• Fm; ( 3 , ·3)=ι '3* ( 2 * - и . ъ * р о 

FKC ř 3 , ' l ) = P l * l Z A t 0 . 5 * P A ) 

икс ( л , ь з = г > з * ( г л + « . ь * р с í 
r c ( 1 ) = υ . 5 * Ρ 1 * ( Ρ Α * 7 

FC(2)s0.b*P2*(*»i*l:W.hO 
FCř3)=i>.s«P3*íPi:*z -.-/и) 
FC ( ' t ) S H . r ) » P t * ( Ι > Α * / ! ' - / μ ) 
FC ( S j = 0 . ; > * f V * ( P t ; * Z P - / i i ) 

FCtfcJsli.SłPjUtiJCaZH-̂ ) 
F C ( 7 ) = Í , . * P 1 * P < > * / ^ 

F C ( f t ) = ? . * f 2 * P 3 * l r i 
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f ü < I ·Π='· 1*7'i 
К L « i 1 i-t'r>*/ · 
КС Cl <i)e»> i*7-> 
t"Cf ι * Η * / i' 
'Cl 1'· J-A*. *P/'*HJ*/łł 
f t;t = 
IPX • ι-'U". .Μ.1 ι ýfe fu«··. 
Φ'» KSI r -11.!К с i 17 J = J , i 

2» rCMsł-Cih) 
,-11 
r 
λ.ιλ '·ιμΤ 1 -'K PLF* Κιί, .SS» .'iiJł- » 'МОКС. ) 
t: J ·"·· U ' /И / A(«!H»J,F*(i,2i/),F-KC(3,2iJ) ' 
C ) 'M.v F(2ü)fFC(2<>) 
ы.1 .1 = 1,2<i 
iJií ч5 л=1,'4 ' 
H< ι >. ,.()=»>.«» 
F*C(K,.!>«<>.0 
(-(.11 = 11.0 

50 hC(J )=o.U 
F<(1»11=1. 
F « ( 2 , 2 l = l . 
F 4 ( 3 , 5 ) = l . 
Díl 70 K=l,í 

70 F < 0 , , 4 J = - 1 . 
F ( l ) = l ^ 
К(2)=«К 
F O ) = SS 

1F(I 0FC.ne>.4) (ill 10 1 
Ol) öv) J = 1, lM)FC 
iKt 75 K = l,3 

75 FKCÍK,J)=FK(K,J) 
rtO FCIJ)=F(J) 

RtTiiRií 
1 ΡΑ=<ι,*ρμ-ι. 
PC=4.*SS-1. 
Pi)=<l.*(j( j-l. 
FKC(1,1J=PA 
FKC(1,4)s-PO 
FKC(2,?)=PH 
FKC(2,4J=-P0 
FKC(3,3l=PC 
FKC(3,4)=-PD 
PA=«.*PP 
P8=«.*RR 
PCS4.*SS 
P0=4.*0fl 
FKC(1,5)=P8 
FKC(1,6)=PC 
FKC(1,7)=PD-PA 
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F K C U f 9 ) = - P C 

KKrta.bjspA 
fkc(2,7)=-pa 
ř 'RCí2,»)=Pt: 
FKC(2,9)=-PC 
FKC(2, 10)=PI>-PB 
FKC(3,b)=PA 
F K C ( 3 , 7 ) = - P A 

FKC (3 ,>> )=PB 

F K C 1 3 , 9 ) = P D - P C 

F КС(3,10)=-PB 
I F C' iDFC-WDF) 3 , 2 , 3 

2 DJ 90 K=í,3 
DO 90 .1 = 1, NDF 

90 FK(K,J)=FKC(K,J) 
F ( t ) = P P * ( 2 . * P P - l . ) 
F (21=Rf t* (2.*RR- l . ) 
F (3)=SS*(2.*SS-1.1 
F l4 )3ß r j * (2 .*ü r j -1 . ) 
F(5)=PA*RR 
F(6)=PA*SS 
F(7)=PA*UiJ 
F(h)=PB*SS 
F(9)=PC*WQ 
F (10)=PB*HÖ 
DU 95 K=1,N»FC 

95 FC(K)=F(K) 
3 RETURN 

END 

3UBK0UTINE SMPEBСILE,NWS,IZOP,LNSS,NNS,LPO,Χ,Υ,Ζ,S,RR) 
DIMENSION ILE(1),NWS(1),NNS(1),XC1),YC1),Z(1),S(1),RR(1) 
COMMON /EL/ A(210) 
COMMON /ELB/ F(2Ü),FC(20bNWB(8bTO(B),ALFA(e) 
COMMON /GAU/ WG(21),ZZ(3,21),IPG 
NDFB»B 
N0F81=NDFB*(NDFB-1)/2+NDFB 
DO 63 Ksl ,.NDFB1 

63 A(K)=0. 
IF(IZOP) 25,25,30 

25 IAsNwe(S) 
IF(IA.NÉ.O) GO TO 27 
NDFb=3 
NDFBCS6 
IELEM=5 
GO TO 37 

27 NDFB=4 
NDFBC=8 
IELEHS4 
SO TO 37 

30 IA=NWB(7) 
IF(IA.EQ.O) 60 TO 32 
NOFBse 
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uDFßC=ö 
Ш.ЕМ=1 
GO TO 37 

iZ IA=NNB(5) 

I F ( I A . E u . O ) lu i TU .54 
NI)FÜ = 6 
NDFBC=6 
1ELEM=5 
GO TO 37 

34 IA = № in β ( 4 ) 
IFCIA.EQ.O) Gíi TU Sb 
p4|)FU=4 
M0FHC=4 
I ELF "1=4 
GO TO 37 

35 NDFB=3 
N0FBC=3 
IELEM=5 

37 CALL N INT ( I E LEM ) 
DO 50 I G=1 , I PG 
WG2=WG(IU) 
PP=ZZC1, IG) 
SS=ZZ (2> IG ) 

CALL e«ZEG(NOFtíC,NOFa,IELEM,PP,SS) 
C.ALL PPP (NDFBC,nW8, Χ , Υ , Ζ , POLEJ 

T0S=0.0 
alf=o.o 
00 40 K=1,N0FB 

40 TOS=TuS+F(K)*TO(K) 
I F ( LPO .ME . 0 ) GU TO 44 
00 42 K=1,NDFB 
DO 42 K=1,NDFB 

42 ALF=ALF+F(K)*ALFACK) 
44 CONTINUE 

00 47 K=l,NDFß 
IW=NWH(K) 
IFCLPO.NE.O) GO TO 46 
DO 45 J=K,NOFB 
L L = K + J * ( J - l ) / 2 

A ( L L ) = A (LL ) +ALF*F (K ) *F ( J ) *h 'G2*P0LE 
45 CONTINUE 

GO TO 47 
46 ALF=-1 .0 
47 RR( IW) =RR( IW)+ALF*F(K)*WG2*TOS*P0LE 
50 CONTINUE 

I F ( LPO .NE .O ) RETURN 
00 60 J=1,N0FB 
JW=NWB(J) 
IFCJW) 6 0 , 6 0 , 4 

4 IR=0 
I F ( LNSS ) 7 , 7 , 5 

5 00 54 K=1,LNSS 
IHsNNS(K) 
I F ( J W - I H ) 7 , 6 , 6 

6 IRsIR+J 
54 CONTINUE 
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7 Ma= jw- i f < 

I L = 1 L K í u ' ) 

I L 1 = TLÍL ( ř i Q + l l - l 

i f ( I L . G 1 . 1 L 1 ) .Gí.i '•«> 
DO 57 1 = 1, !'-!l'f· ·'• 

I ( I J 
1 F Í 1 W U ' 5 7 , Ü , « 

. β ι-<=ο 
I F ( L N S S ) 1 1 , 1 1 , 4 

<? f ι i) 53 К = 1,1 < >: S S 

TH=.f-:WS í К 1 - ·, 

I F ( I H - I H ) 1 1 , 1 0 , l ü , 

10 IK'=lWfJ 
S3 CüiM Г I 

11 IiV=l»"-lK· 
DO 55 K=IL,IL1 
I F C r i r t S ( M - I W ) 5 5 , 1 2 , 5 5 

55 CONT INUE 

GO TO 57 

12 I F ( J - l ) 1 3 , 1 3 , 1 4 

13 L L = J + I * ( I - 1 J / 2 
GO TO 15 

14 L L = X + J « C J - l } / 2 

15 S.(K 1 = S ( К ) + A ( L L ) 

57 CONTINUE 

60 CONTINUE 
RETURN 
END 
SUBROUT INE PPP (NÜFB , ivwB, Χ , Υ , Ζ , POLE ) 

D I M E N S I O N 1 ) , X ( 1 ) , Y ( 1 ) , Z ( 1 ) 

COMMON V E L / A ( 2 1 0 ) , F K C ( 3 , 2 0 ) , ř K C 3 , 2 0 ) 

X1=0.0 
X 2 = 0 . 0 

Y1=0.0 
Y2 = 0 . 0 

Z 1 = 0 . 0 

Z2=0 . 0 

DO lOW J = 1 , N D F B 

I W = N W 3 ( J ) 

I F ( I 4 . Ě Q . 0 ) GO TO 100 

P A = F K ( 1 , J ) 

P 8 = F K ( 2 , J ) 

P C = X ( I H ) 

X 1 = X 1 t P A * P C 

X2=X2+PU*PC 

PC=YC IW ) 

Y 1 = Y Í + P A * P C 

Y2=Y2+PB*PC 

PC = Z(IW) -' 
Z1=Z1+PA*PC t 
Z2=Z2+PB*PC 

100 CONTINUE 
PA=V1*Z2-V2*Z1 
PB=Z1*X2-X1*Z2 
PC=X1*Y2-X2*Y1 
P0LE=8aRT(PA*PA+PB*Pe+PC*PC) 
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IF(POLE »LE·l·Ε·30) 60 TO 5 
RETURN 

1000 FORMATCIHO?5lH»ilIEJEĎNOZNAC2NO$C TRANSFORMACJI) 
STOP 07 . 
ENO 

SUBROUTINE rtPZE6(N0FB,W0F»C*IELEM,RR,SS) 
COMMON /EL/ A(210)»FKC(3»20)»FK(3»20) 
COMH)N /EL«/ FC(20)#F12U) 
DO 500 I si , I40F6 
HO as» K=l»2 

450 FK(K»I)aO. 
F(1)S0. 

500 FCU)=». _ 
IFUELtil.*E.4) PO Г0 5 
Hial.-PK 
« 2 = 1 . -»fin 
31S1.-SS 
S2S1.+SS 
4K=1.-SS*SS 
F(1)«0.25*«I*S1 
F(2>sů.ií5*R«í«SI 
Fl3)=0.<íŠ*K2*S? 
FC4)so.2S*rfl*S2 

·>3<» n = Ι»·· 
•J3«> FC(N)SFIK) 

PCso.25*Sl 
FKClflJs-PC 
F4(l,2)=l»C 
t'C = '».2S*S2 
FK ( 1 » 3)sfJC 
Frfd,u)=-HC 
PC = 0.r?5»«l 
F4(2#1)=-»'C 
F<(*#'")=PC 
PCso.^»* <í 
Frt(;»,3)=f'C 
I F L ' T O F ^ . F ' J I * · ) REI»·««.·; 

F(5)8w.S*-SI*t*K 

* (M)sU.'>*i< 1*SK 
F(i)=Ff П-0.5*(FI Ib)) 
Fl?)sK/»)-«.S*(F(r»lłF(b)) 
F(SJsF(ł)-O.S*(K/)+FlM> 
FC*)sF(4-l-u.b«(M/»*f Ibłł 
F 4 ( I , ' » ) = — ' 

F * ( c' #'» ) . 
F<.i,'#/)=0. S*KK F\Cl»ó)so.S*SS 
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FK(2,6)s-SS*R2 
FKClra)s-0.5*SK 
FK(2»e)=-$S*Rl 
00 550 INst,2 
FK(IN>1)sFK(IN,1)~0.5*(FK(IN,5)+FK(ΙΝ,β)) 
FK(IN»2)SFK(IN,2)-0.S*(FK(IN,5)+FK(1N,6))' 
FK(IN*3)sFK(Ifł,3)-0.5*(FK(IŃ,7)+FK(IN,6)) 

550 FK(lN,4)=FK(lN,<ł)-0.i>*(FK(lN,7)+FK(lN,e)> 
IFCNOFB.NE.WDFBC) RETURN 
00 560 K=l,NDFb 

5jb0 FC(K)SFCK) 
RETURN 

5 aasi.-RR-ss 
F(1)«RR 
F (2)=SS 
F(3)=<10 
F-K(l,l) = l. 
FK(1,3)=-1. 
F4(2,2)=l. 
F*C2,3)=-1. 
00 570 «=1,3 

570 FC(K)=F(K) 
IF (NOFB.EO.3) RETURN 
F(l)sRk*(2.*RR-l.) 
F(2)=SS*(2i*Ś8-l.) 
F(3l=Öi,l*(2.»Ö«-l.) 
F(4)=4.*RR*SS 
F(5)=4.*SS*')tJ 
F(6)=4.*0g*KK 
FK(l,lJ=«.*»rR-l. 
FKC1,3)=-4.*N(J + 1. 
FK(1,4)=4.*8S 
FK(1,5)=-4.*SS 
F*(l,t>)=4.MNÚ-RR) 
FK(2,2)=4.*SS-1. 
Fft(2,3)=-4.*wí) + l . 

FK(2,5). = 4.*(Q0-SS) 
FKl2,6)=-4.*t>4 
1 F ( MIJFB . NE . i»OF ВС ) RE Г URN 
00 560 K=1,NOFH 

5ttrt FC(n)=KK) RETURN F. 41) 

SilHROllTIMh -.JlUT( ItLEM) 
upIcNSIui* WA(3),£rt(3) 
C>«ri0i4 /С,А(1/ MG(2IJ,77(3,21), IPG 
0 0 10 K=1,21 
/ ;G (M=O.O 
OCI 10 j = l , S 

Ю 77A J r K ) = 0 . 0 
IF (IELEM-3J 11,20,30 

i) IF (ttLFM-2) 12,17,20 
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12 lPG=e 

IPH=2 
WA(1)=1. 
WAC2)=i. 
ZA(1)=-0.5773502692 
ZA(2)=0.5773502692 
IP=1 
00 15 К = Ы Р Н 
rtlsWAXK) 
PA=ZA(K) 
0015 J=1,IPH 
*2=WA(J) 
pa=ZA(J) 
00 15 M=1,IPH 
I«S(IP)=W1«W2*WAIM) 
ZZ(1,IP)=ZA(M) 
ZZ(2,IP)spfł· 
ΖΖ(3,ΙΡ)=ΡΛ 
1P=IP+1 

15 CONTINUE 
RETUR'J 

17 IPGS6 
IPH=3 
PC=0.5773502692 
DO 1« K = 1 ,IPG 

1« :д1в(К) = 1./6. 
00-19 jsi,г 
DO 19 Κ Β ΐ , Ι Ρ Η 
KJsk+(J-1J*IPH 
ZZ(l,KJ)so.S 
ZZ(2,Kj>=0.5 
ZZ(3,KJ)SPC 
IF (KJ.LT.4) ZZ(3,KJ1=-PC 

19 CONT INUE 

ZZ(1,2)so. 
zz(«;,3)so. 
ZZ(1»5)=0. 
ZZ(2,b)so. 
«ETURN 

20 IPG=4 
PCSO.13H19660 
DO 25 Ksl,IPG 
iVG(K)s0.25/t>. 
00 25 J=l,3 

25 ZZ(J,K)=PC 
РС=0.5»541020 
.00 27 K = l,3 

27 ZZ(K,K)=PC 
R E T U R N 

30 IF ClfcLEM-O.)· 32,32,40 
32 IΡGs9 

1PH = 3 
^ ZA(l)s-0.774596e»6924 

2A(2)s0.О 
7А(3)=0.7745966б924 
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WA ( i)=0,55555556 
WA(2)=0.88888889 
WAC3)=0.S55S5S56 
IP=1 
DO ΚΜ,ΙΡΗ 
4l=jłA{K) 
PA=ZA(K) 
DO 35 J=1/IPH 
WG(JP)=Hl*WA(J) 
7Z(1,IP)=ZA(J) 
ZZ(2,IP)=PA 
IPsIP+1 

35 CONTINUE 
return 

40 ipg=7 
«iS(l)=9,/40. 
РС=1./15. 
*G(2)=PC 
rtli(3)=Pt 
WG(4)=PC 
PC=l./40. 
fc(i(b)=PC 
wG(6)=PC 
wG(/)=PC 
ZZ(l#l)=l./3. 
ZZ(2,t)=l./3. 
ZZ(1r 2)=0.5 
ZZ(b3)=0.5 
Z Z C 2 # 3 ) = « . b 
Z Z(2,4)=ii.5 
ZZ(1,6)=1. 
ZZ(2»/> = 1. 
KETUKiJ 
ENI» 

SIIHROUT I WE HESS (t' » MUK , l.NSS , NNS1 
Ol̂ fcWSIótM N tø S i 1) » R { 1 ) 
IFOMSS.Eu.O) ŘETURIj 
fMFlSiJflF-ť 
I Ρ-(ι 
00 10 K = J,L;\!SS 
ŁSNMSTK) 
LAst—IP 
PC=R(LAJ 
IFíLA.tíT.ilOH ) RfcluHi-j 
»0 5 rt=LA,Mi)Fl 

5 f<('i)=R{ .,+ 1 , 
W U O F J s p t 
IPsiP+l 

i-o солЩ'чг: 
>*E ri'Rf» 
Ε SID 
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S'LTIF'MSJT L-Ť. Č X P A . N M · 0>,*nF,.L!4SS/.»<*S) 
LILMI- .-46 I 'J.-4 Μ S ( L J , K ( 1 ) 

IK (I NS3.tr -i.U ) Ktl Urf·« 
>|ńs*OF-l 'iSS 
i>:5 It· . KSlęL-̂ SS 
··; I 
<?=,. 1-1 

I'CSKCI. ) 

r!(i.)«(4 ) 
L 1 = L + 1 

I-F(L1-'<<·) 1 . 1 , г 

Ι Ϋ.Ι -ISLL 

pcsri. 
5 COMltvHt 
? *(>·ι )=ис. 
10 C l 'ri'iUt 

HfcTU' i i 

rFTDK.4 
EM> 

AilhikOtJ Π NF iiSISíH мЕ l Τ Efc , I LE , NC УС, FEL Α χ, 1 OL , ΟIS , Α , Β , R , № ) 
Ol^EwSlJ.ł Α(1),Ι Te>.(l),R(l),ILE(l),öCl),l>IS(l) ·,;.' 
00 32t» 
1L = ILEC"«) 
IF(A(IL)."Έ .0.) A(1L) = I./A(IL) 

520 cam i -JE 
Л COMÍIMfE . 

0 i) ЬОО ι'·: С — 1 , ϊχι С V с 
SíiMS.i) * 
SiJMiís.O 
01 470 M=l,\Eij 

470 R(«!)=!J(V) 

IL=1LE( I V ) 
I L 1 = I L + 1 

1L2=ÍLE(!4+1)-1 
I F ( I L 2 . L T . I L D G O ТО г 
Of) 330 *=JL1,IL2 
1и«1ТЕМ(Ю 

330 R<N)sR(M)«A(M)*UlS(IW> 
г OX=A(IL)*R(N)-ois(i4) 

DIS(N)=OIS(N)+OX*RELAX 
IFtIL2.LT.IL1) GO TO 4 

DO 350 M=1LI,IL2 
I*SITEM(M) 

350 R(lW)sR(Iw)-A(H)*DlS(N) 
«. CONTINUE 

ŚUM*SUM+ABS(DX) 
3UMü"3UM0+ABS(R(N)) 
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aso CONTINUE* 
NDSNC 

5 IF(SUH.LT.8UM0*T0L) GO TO 550 
500 CONTINUE 
550 CUNÍINUE 

00 (>00 N*l,NEö 
600 R(N)sDIS(N) 

RETURN 
END 

-SUBROUTINE CHANÍ (LE,LW,NOF,NDFM,NDřCM,N0P,LNS8,NMS,ISTtH,*,Υ,. 
* R»IA»I8,I) 
DIMENSION NOP(NDFCM,l),NNS(l),Rn),X(l)/X<lbZ(l),IA(l),I6(l) 
IF (ISTER) 15,5,15 

5 Ι·| 
J*i . 
00 50 Ns|,LM 
00 40 Lsi,LE 
LSE*4 
IF (NOFM-6) 9,7,β 

7 LSE«6 * ' • • 
IF (NOP(11,L).EO.O) LSE«4 60 .TO 9 

β LSE»8 
IF (NOP(16,L).Ee.O) LSE»6 
IF (N0P(tl,L).E0,0) LSE>4 

9 00 40 Kst,LSE 
I*»IAeS(NOP(K,U) 
IF (ΙΝ·Ν) 40,10,40 

40 CONTINUE 
IF (N.6T.N0F) 60 TO 50 IA(I)*N 
I«IłI 
60 TO 50 -

10 IF (N.LE.NOF) 60 TO 50 
IB(J)*N-

SO CONTINUE 
I»I-t 
IF(I.EO.O) RETURN 
00 80 N«1,1 
IObIA(N) 
I6*I8(N) 
PCaX(IP) 
X(ID)sX(IG) 
X(I6)sPC 
PC«Y(IO) • . 
Y(IO)»V(IG) 
V(IG)»PC 
PC»Z(ID) 
Z(ID)>Z(IG) 
Z(16)spc 
DO 75 L«I,LE 
00 75 Ksl,NOFCM 
I*»NOP(K,L) 
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IF ( b'.MI,IL>) ;\<OP(K,U=ÍG 
if ( . b . t u . l G ) NUP(K,L).=ID 

75 C l j i i f I i -H l f 

«О С O f r [ Hil-

ls I F CLNSS) l b 

lb I F ( I S T E R ) 1 8 , 1 7 , 1 Ь 

17 Oil 90 14=1,1 

I D = 1Л С Μ) 
I G = I H ( N ) 

1)0 f$5 l _= l , l . ;M8S 

I , ; = K<MSfL> 

I F ( I t ' . i M f c . I b ) GO 10 HS 
NNS ( l . ) = l i> 

P C = R ( I D ) 

W ( ) I > ) = M I G ) 

R ( I G ) = P ť . 

HS C' IMl I í v U t 

90 COWT I(•!Iifc 

1« 00 100 .J = 1 , L E 

DO 100 l_ = l,«DFM 
I r t = l ; O P ( L , d ) 

00 95 K = 1 , L N S S 

1F ( M N S ( K ) - I M ) 9 5 , 1 9 , 9 5 

95 CONT INUE 

au то loo 
19 M O P ( L , J ) = - I k 

100 CONTINUE 
20 RETURN 

END 

.SUBROUTINE CHAN2(L,IA,IB,R,X,Y,Z) 
DIMENSION IA ( 1),IB(1),R(1),X(1),γ(1),Z(1) 
I F U . E U . 0 ) RETURN 
00 10 K=1,L 
ID=IА(К) 
IG=IB(K) 
PC=R(ID) 
R(ID)=R(IG) 
W (IG-) =PC 

: PC*X(ID) 
X(ID)=X(IG) 
X(IG)=PC 
PC=Y(ID) 
Y(ID)=Y(IG) 
Y(IG)=PC 
PC=Z(ID) 
Z CID)=2(IG) 

10 Z(IG)=PC 
RETURN 
END 
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ПРОГРАММА МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ 
СТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ТРЕХМЕРНЫХ 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИ СЛОЖНЫХ ОБЛАСТЯХ 

К р а т к о е с о д е р ж а н и е 

В работе приводится модель, алгоритм и программа метода ко-
нечных элементов для стационарных задач теплопроводности в г е -
терогенных и анизотропных оредах. Уравнения модели, основанные 
на методе Галеркина, записываются в общей"форме в любой ортого-
нальной системе криволинейных координат, в построении алгоритма 
программы используются специальные экономные техники составле-
ния симметричных редких матриц. Дается также подробное описаний 
организации программы и принцип ее применения. Практическая 
пригодность этой программы иллюстрируется тремя примерами р е -
шения задач установленной теплопроводности в геометрически 
сложных областях. 



1.6 J.Banaszek 

A FINITE ELEMENT PROGRAM FOR STEADY-STATE HEAT 
CONDUCTION PROBLEMS IN COMPLEX THREE-DIMENSIONAL 

GEOMETRY 
S u m m a r y 

The paper is concerned with the finite element model and 
computer program for steady - state inhomogeneous and aniso-
tropic heat conduction problems. РЕК equations based on the 
Galerkin orthogonalization technique are established in gene-
ral form referred to any orthogonal curvilinear -system of 
global coordinates. The considerable saving of computer sto-
rage is achieved due to using the effective technique of sto-
ring sparse symmetric matrices. Description of the program 
organization is presented along with conciśe instructions for 
possible users. Eventually three illustrative technical prob-
lems dealt YJith complex geometry are solved to demonstrate 
usefulness of the presented program. 

Rękopis dostarczono w październiku 1983 г. 


