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W pracy dokonano oceny najbardzilej charakterystycznych
modeli algebraicznych tréjwymiarowe] warstwy przysciennej.
7badano ich przydatnosé do opisu zjawisk hydromechanicznych
na wirujacej tarczy. Pordéwnano najczesciej stosowane modele i
Zaproponowano wiasny.
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V¢ - skzadowa obwodowa predkoscl
Vr - skiadowa promieniowa predkosci
VZ — skiadowa osiowa predkosci

Vg - predko$¢ wirowanla scianki

AN? = vW _ v, - skiadowa obwodowa predkosci wzzledne]
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V; - i-ta skladowa predkosci we wspdirzednych karteijaﬁskich
Ve = Vqﬁ7;1— predkosé dynamiczna

V; = V,/V, - bezwymiarowa sktadowa promieniowa predkosci

X, - wspdirzedna ukladu kartezjanskiego w kierunku wektora ¢

X, =~ wspbirze¢dna ukiadu kartezjanskiego w kierunku prostopad-
tym do wektora % rownolegta do scianki

Yy - odlegios¢ od sciankl we wspdirzednych kartezjahskich

z - odleglos¢ od scianki we wspdirzednych walcowych (z = y)

z° - zV,./V - bezwymiarowa odlegtoéé od $cianki

2 ~- staila Karmana

9 - gestosé piynu

v - lepkoéé kinematycéna piynu

Tij = —9vivs naprezenia Reynoldsa

% _ carkowite naprezenia na sciance

T? - i~ta sktadowa naprezen na sciance

rzz - sktadowa obwodowa naprezen na wirujacej tarcazy
r¥z - skl?dowa promieniowa napre¢zen na wirujacej tarczy

rz = %—‘ffrz dz - sktadowa promieniowa naprezen Srednich
[}

1. WSTEP

Zagadnienie modelowania warstwy przysciennej na wirujacej
tarczy pojawia sie przy projektowaniu maszyn wirnikowych, ta-
kich jak np. pompy, sprezarki, turbiny wodne, sprzegla i prze—
kiadnie hydrokinetyczne, turbiny gazowe, miyny do mas celulo-
zowo-papierniczych itp. W wiegkszoscl przypadkdéw pracy tych u-
rzadzen przeplyw ma charakter burzliwy. Jezeli do opisu takie-
g0 przepliywu sbtosuje sie dwuparametrowe modele turbulencji,
jak npe. k-&, bgdz bardziej wyrafinowane oparte na réwnaniach
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bilansu naprezen Reynoldsa, trzeba okreslié sposéb modelowa-
nia warstwy przysciennej. -

W praktyce obliczeniowe] wykorzystywane sg dwie metody.

W obszarze przejéciowym warstwy przyséciennej i jego bliskim
sgsiedztwie zmiany wielkosci hydromechanicznych sg najwigeksze.
Aby osiagnaé pozgdang doktadnosé obliczen, mozna zastosowaé
bardzo gesta siatke. W modelach turbulencji musi byé wtedy
uwzgledniony dodatkowo wpiyw lepkosci molekularnej (laminar-
nej) pordwnywalnej tutaj z turbulentng. Oba te zabiegi znacz-
nie wydtuzajg czas obliczeh 1 stawiaja duze wymagania jesli
chodzi o pamie¢ komputera. .

Alternatywa jest zastosowanie rzadkiej siatki, z weziami
tylko w obszarze w peini rozwinletej turbulencji i niewiel-
kich gradientéw wielkosci hydromechanicznych. Czes$é warstwy
przysciennej lezgca miedzy $clankg a najblizszym weziem Jjest
wtedy oplsywana za pomocg funkcJji przysciennych (wall func-
tions). Sg to zaleznobci algebraiczne wigzace, w przypadku
réwnan pedu, pole predkosci z naprezeniami na sciankach. Dla
dwuwymiarowych warstw przysciennych funkcje przyscienne sg pro-
stymi i dobrze znanymi rozktadami badz potegowymi, bgdz loga~

.rytumicznymi. Jezell stosuje sie rozktad logarytmiczny, to mozna
pokazaé [7, 10], %e skiadowe predkosci dadzg sie opisaé za-.
leznoscig

ha"

in C., L

v E % i=1,2 (1.1)

- — %
17 2oV,
Ta zalezno$¢ oplera sie¢ na zarozeniu, ze kierunek wektora
predkosci w przekroju warstwy jest staiy, tj. r?/fg = V,|/V2 =
= const, Jjednoczesnie skiadowe gradientu predkosci sg w sta-
teJ proporcji, tj. T?/rg = 9V1/a¥/3V2/ay = consb.

W przestrzeniach przywirnikowych pomp wirowych mamy do
czynienia z cisnieniowymi (pressure-driven) tréjwymiarowymi
warstwami przysciennymi. W takich warstwach kierunki wektordow
naprezen stycznych, predkosci (wzglednej) i gradientu predko-
sci [4, 8] nie pokrywaja sig, lecz znacznie roéznig, prazy czyn
nachylepie wekgpra naprezeh stycznych 7, = arctg(frz/fpz) Jjest
wigksze od nacnylenia wektora predkosci y = arctg(Vr/AV¢) i
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mniejsze od nachylenia wektora gradientu predkoscl s =

= arctg(avr/bz 3V¢/az). Na rysunku 1.1 pokazane sa katy na-
chylenia wymienionych wektordéw dla przepiywu na wirujacej w
ostonie tarczy (r/rt = 0,8, s/rt = 0,08). Dane pochodza z pra-

cy [8].
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Rys.1.1. Katy nachylenia wektoréw: predkosci, naprezenia tna-
cego i deformacji prgdcosc1 w warstwie przys$ciennej na wiru-
jacej tarczy

W przypadku btakich przeprywéw rozktady predkosci nie da-—
dza sie opisaé znanymi zaleznoSciaml charakterystycznymi dla
dwuwymiarowych warstw przysciennych, ponlewaz na ksztait pro-
£ili sktadowych réwnolegtych predkosci ma wpiyw ta trzecia
sktadowa normalna do &4cianki, zwlgzana z istnieniem przepty—~
wéw whérnych. Uwzglednienie jej w rdéwnaniach pedu opisujgcych
warstwe przys$cienng uniemozliwia otrzymanie rozwigzah -anality-
cznych bez poczynienia szeregu zatozei upraszczajqcycﬁ

Mimo pesymlzmu niektérych badaczy, co do wozliwosci stwo-
rzenia funkcji przyséciennych dla warstwy troawymlarowea, po-
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dejmowane sz prdéby budowanla zaleznoéci algebraicznych, drogs
bgdz licznych uproszczen, badz korekcji znanych rozktadéw dla
warstwy dwuwymiarowej. W zwigzku z tym dajg si¢ wyrdznié dwie
metody: analityczna i pdtempiryczna.

2. METODA ANALITYCZNA

Metoda analityczna nie byxa wykorzystywana do opisu warst-
wy przyécienne] na wirujgcej barczy. Stosowano ja jednak W za-
gadnieniach zblizonych. Dlatego wymaga ona omdéwlenia. Metoda
ta jest reprezentowana np. przez van den B er g a [2, 3]

i Ryhminga i Fannelopa [13] (przeglad
modeli sprzed 1975 r. zawarty jest w pracy Piercela
[12]). Podejécie to polega na rozwigzaniu rdéwnan pedu, w ktod-
rych skY¥adowa predkosci normalna do écianki okreslana-jest z
réwnania ciagroéci, zaé zwigzek miedzy naprezZeniami a polen
predkosci jest wyprowadzony na podstawle hipotezy drogi‘mie—
szania Prandtla:

2 2
v, oV . av.
2 i J i
Tij =91 \/<8y ) _+<8y 35 (2.1)

Drugoséé drogi mieszania okresla znana funkcja liniowa

1 = ®y. Taka prosta funkcja jést wygodna przy caikowaniu roéw-
nat pedu, jednakze jest maXo doktadna. Dodatkowg staboscia me-
tody analitycznej Jjest koniecznos¢ zaroZenia profili skXado-
wych predkosci réwnolegiych do écianki aby okre$lié naprezenia
na Sciance., Zazwyczaj przyjuuje sie profil logarytmiczny, cho-
ciaz przynajmniej jedna sktadowa zwigzana z recyrkulacjg ma
profil wyraznie sie od niego rdéznigey. Na rysunku 2.1 pokaza-
no rozkrad sktadowe] promieniowej predkosci na wirujgcej btar-
czy i dla pordwnania typowy rozkiad predkoscl powstajgcy pray
~optywie powlerzchni nieruchomej.
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Rys.2.1. Typowy rozkiad Vr na wirujgce] tarczy

Jak wykazuJa poaiary [1, 5, 8,4 11], la przeplywdw, w ktorych
ruch promieniowy jest wymuszony tylko wirowaniem tarcazy, Vr
ma swoje maksimum bardzo blisko Scianki i1 w dalszej czesci
warstwy maleje do zera. Réwniez w ukadzie wspdirzednych lo-
kalnych, jakich czesto uzywa sle w tej metodzie, sk*adowa nor-
malna predxzosci na wirujgcej tarczy ma rozktad znacznie odbie-
gajacy od logarytmicznego.

Kolejne zaXozenia czynione w metodzie analitycznej to nie-
wielkie zmiany naprezen Reynoldsa w przekroju poprzecznym war-
stwy w pordéwnaniu z wartoscia naprezeh na Sclance lub znany,
zazwyczaj linlowy ich rozktad. I te zatozenla sa trudne do u-
trzymania w éwietle eksperymentow [6, 8]. Otrzymane metods
analityczng funkcje przysécienne, jakkolwiek poprawniejsze od
stosowanych do opisu warstwy dwuwymlarowej, sa jeszcze mato
dokxadne [43], przy tym sg bardzo skomplikowane, rdéwnlei ze
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wzgledu na niewygodne wspdirzedne lokalne. PrzykXadem takich
funkcji mogg byé zaleZno$éci otrzymane przez van den Berga

[2]:

2_+
+ A, do o+ o1 (1ny*)
V31 = =2 {lny A+ AT+ 5By "__;Z_;x_
(2.2)
2 +
+ _ 1 + (1ny™) ¥
Vx2 - x'{xXZ(y + D) + ﬂxE z2

Opis uzytych wspélczynnikéw Lyqs Byqs Eyps Pyps OTaz Warto-
scl przyjetych starych a,b zostaly zamieszczone w Dodatku.

3. METODA POLEMPIRYCZNA

Alternatywne podejscie przy formutowaniu funkcji przy-
$ciennych polega na korygowaniu rozkraddw w warstwach dwuwy-
niarowych za pomocg odpowlednio dobranych funkcji. Tak obtrzy-
mane zwigzkl sg zazwycza] bardzo proste i zapewniajg stabil-
noé¢ algorytmu numerycznego. W niniejszej pracy skoncentrowa-
no sie na metodzie pétempirycznej, Pordwnano trzy najbardzie]
reprezentatywne dla tej klasy funkcje przyscienne i zapropo-
nowano bardzo prostg, nowg, Plerwszg zbadang zaleiznoécia byla
uzyta przez Kurokawe i innych [11]. Autorzy ci
przyjeli rozktady:

AV,
R A L
\/rw /9
Pz
(3.1)
\/ W
Vr _ f(z) 1n C % Trz/?
x B v
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Funkcja korekcyjna f(z) =zostala przyjeta tak, jak u Karmana
jako zaleznoéé liniowa typu f(z) = ¢ (1 --%), z ustalong em-

w \1/2
T
pirycznie statg ¢ =<'TEZ> " = 0,612. Grubo&é warstwy przy-

Pz
Sciennej autorzy okres$lill na podstawie propozycji D alil-

ly?’?ego i innych

- 2 -
5 = ”(f(—;/scﬁ%s— (3.2)

r

éazie x = 0,4,

-Rozktad Vr(z) okreslony zaleznoscig (3.1) zostatr obli-
czony w niniejszej pracy na podstawle danych empiryczaych za-
mieszczonych w [11]. Ustalono, na podstawie znajomosci rozkla-—
du zmierzonego V. 1 obliczonej wartosci &, wielkosé sktado-
wej ng naprezen na Sclance. Do tego celu Wybrano arbitral-
nie punkt pomiarowy z/s = 0,042 mozliwie blisko Scianki. Na
rysunku 3.1 pokazany Jest rozkiad Vr zmierzony [10] i obli-
czony na podstawie funkcji przysciennej (3.1). Widaé duzg rédz-
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Rys.3.1. Rozktad V_, na podstawie zaleznosci (3.1)



Algebraiczne modele warstwy przysciennejee. 29

nice w nachyleniu obu krzywych. Trzeba zaznaczyé, ze otrzyma-
na ze wzoru (3.2) wartosé & Jest mniejsza od zmierzonej. Dwu-
krotne powlekszenie & do wartodci & = 0,15 s prowadzi do

znacznle bardzie] poprawnego rogktadu (rys.3.2). Ta nowa war~
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— funkgja przyscienna (3.1) A z pomiaru [11]

Rys.3.2. Rozkiad V. po korekcji wartosei §

todé & Jest tez blizsza wartosci wynikajgcej z pomiaréw i wy-
noszgcej O % 0,2 s, Wydaje sie, ze stabg strong zaproponowa-
nej przez autordw [ﬂﬂ] funkeji przysciennej jest matra doktad—
noéé, z jakg mozna okreslié §. Na podstawie danych pomiarowych
mozna oczekiwaé, %e bedzie ona dodatkowo funkcja odlegXosei s
migdzy powlerzchniami: wirujgcej tarczy i nleruchomej obudowy.

Drugg funkeja przyscienns, jaks zbadano, byta wprowadzong
przez Karmana zalezno$é oparta na rozkradzie potegowym, z pew-
nymi modyfikacjami stosowana przez wielu autordw. Testowana
byta funkcja przyscienna proponowana przez Dally, Nece'a [5]
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1/
v, = f(r,z) (%) 7.

(3.3)
2 1/7
s
AV‘P = ch<r, i)(—g)
gdzie funkcja korekeyjna f(r,z) wynosita
z 4
f(r,z) = A, (1 - 3) (3.4)

W metodzie stosowanej w pracy [5] A4,(r) byko niewiadoma
funkcja tylko promienia r wyznaczang z uproszczonych réwnan
pedu. Podobnie wyznaczano § (r) - grubosé warstwy przyécien—
nej. W przeprowadzonym teécle, ze wzgledu na znaiomoéé rozkta~
déw zmierzonych Vr’mp’ mozna byto ratwo okreslié-dla ustalo-
nego w pomiarach [5] promienia r wartosci funkcjl Ar,V¢(s/2),
z/8 1 tym samym obliczyé rozklad skiadowej promieniowe] Vr
predkosci (przyjeto za punkt odniesienia z/8 ten,. na podsta-

wie ktorego okreslono Ar)' Jak wynika 2z Tys.3.3, o#rzymany
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Rys.3.3. Rozktad V. na podstawie zaleznodel (3.4)
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rozklad pokrywa sie dosé stabo ze zmierzonym, Istotnym manka-
meatem funkeji przysciennych wymagajacych znajomoscl grubosci
warstwy przyscieannej & Jjest, jesli korzysta sie z metody
k-€ lub pordwnywalnej, brak mozliwosci doktadnego okreélenia
wartoscli 8. W trakcie kolejnych iteracji granica miedzy rdze-
nien turbulentnym a warstwg przyscilenng weiaz ulega zmianie,
nie mozna wiec wyznaczyé 599.'Pozostaje tylko korzystahie

z formu empirycznych, ktére sg mako dokxadne.

dako trzecig sprawdzono metode zastosowang przez S p a 1-
dinga W pracy [15] i wykorzystang pdzniej przez innych
autordw [9, 14] do obliczen przeptywéw z duzym dodatnim gra-
dientem cisnienia:

xr 1 Tz’ 5’ . -
-Eé.ln CE—v (9-5)

w

a9

Otrzymane w wyniku testu rozklady byty mniej doktadne od po-
przednich. HMoze to wynikaé z faktu, Ze zaleznoéé (3.5) byla
witagciwie przystosowana do obliczen przeplywu piaskiego.

4. PROPOZYCJA WLASNA FUNKCJI PRZYSCIENNEJ

W przypadku tarcz wirujacych w osXonach, oprécz wprywu

-

sk¥adowej predkosci VZ normalne] do powlerzchni, na rozkxad
ckradowe]j promieniowe] Vr ma wptyw rodwnleZ proporcja miedazy

2
v
sity odsrodkowg Q ﬁ a stabilizujacym dziataniem si} ciénie-
nia QE_. Na rysunku 4.1 przedstawliono schematycznie podzia%

dr
obszaru przepiywowego na strefy. W warstwle przyscilennej przy

wirujacej tarczy dominuje sita odérodkowa 1 ona wymusza ruch
czastek plynu na zewngtrz. W miare przesuwanla sie w kierunku
rdzenia turbulentnego sita ta maleje, poniewaz maleje skrado-
wa obwodowa V? predkosci i w samym rdzeniu pojawia sie réw-
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nowaga miedzy sita odsrodkows i ciénienia. Wreszcie przy nie-
ruchome] tarczy dominuje a%- i ruch czgstek ptynu zaczyna
odbywaé sie w kierunku dosrodkowyd.

V(P/c-)r
2 :
QV.P /r>dp/dr )
‘p V‘P /r=dp/dr ‘dp /dr >
: o2
_ el
o
N.
o
8
o
i
=3
g
Y
V. /twr)

Rys.%4.1. Schemab przeptywu mliedzy
wirujaca tarczg 1 nieruchomg o-
budowg

Uzaleznienie funkcji przysciennych od wartosci Srednie]
napre zenia ?;;; pozwala wykorzystaé mechanizm dziatania tych
dwbeh sit, co zostanie pokazane W dalsze] czescli. Ponadto war-
tosé T, wmozna stosunkowo Zatwo i doktadnie wyznaczyé ko-
rzystajac z uproszczonego réwnania sktadowej promieniowej pe-—
du., Ograniczajac sig do obszaru pomijalnie makych wartosci
vz(vf, <<v$)
w postaci:

otrzymamy réwnanie sktadowe] promieniowe]j pgdu

z V2 4P
_ LW _sv____)
Trz - Trz j‘<9 T dr dz (&)
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Catka Jest funkcjg roancq; a zatem naprezenia catkowite Trg
bedg malaty w miare oddalanla sig od wirujacej tarczy. Pomia-
Y T, na wirujgcej tarczy [6] potw1erdzaaq takie wtasnie
zachowanie.

W celu skonstruowania funkcji przyéciennej dla kierunku
promieniowego zostata wykorzystana idea z pracy [15]: Jesli
naprezenia Reynoldsa nie sg state w poprzek warstwy przyscien-
nej, nalezy postuzyé sie naprezeniami Srednimi. Pomysi ten
zosta? jednak catkowicie odmiennie wykorzystany. Na poczatku
zostaty sprawdzone funkcje przyécienne w postacis

£(z)t? zV,
Vr = — T2 15 ¢ .
x9V, E v
(4.2)
zV,
.JE_ __£
AV(P ng 1n C

z najprostsza funkcjs korekcyjng typu £(z) = ¢ Trz/%gz' 7.8~
_YoZono na poczgtku, Ze staxa ¢ = 1. Naprezenia érednle wyno-
sity

’ ___ zz 2 ap 5
Tra = %!!( ﬁ_gf)dz (4.3)

W celu obliczenia catki przyjmowano logarytmiczny rozktad V?
i statsg wartoéé cisnienia w kierunku normalnym do wirujacej

tarczy. Mozna pokazaé, ze przy wirujgcej tarczy

z 2

[ - E)es -

(4.4)
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i przy Sciance nieruchonmej
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Otrzymane rozkady V znieniaty sie Jjednak. zbyt gwattownie.
W pierwszym kroku postanow1ono skorygowaé funkcje £(z) zumle-
niajge wartosé wspdtczynnika c¢. Na rysunku 4,2 przedstawio-
ne sg rozktady Vr dla kilku danych eksperymentalnych. Odpo-
wiednio dobierajac wartosé ¢ mozna uzyskaé dobra doktadnosé
funkcji przysécienne].

Na rysunku 4.3 pokazano wyniki uzyskane przy uzyciu kla-
syczaych rozktadéw logarytmicznych i zaproponowane] funkeji
przysclennej. Obliczenia wykonano z wykorzystanlem metody
k~¢. Na podstawle eksperymentéw numerycznych przyjeto wartosé
érednig wspdiczynnika ¢ = 0,55.

Uzyskano zmniejszenie bgdu o potowe przy wyznaczaniu roz-—
ktadu P(r) cisénienia.

Otrzymano réwniez znacznie korzystniejsze rozkady energli
turbulentnej, ktdéra, jak sugeruja badania [1], zachowuije w
funkejil promienia staly poziom wzgledem sktadowej obwodowe]

predizosci.

5. WNIOSKI

Zaproponowana funkcja przyécienna zapewnla wigkszg zgod-
nosé obliczed z danymi eksperymentalnymi niz stosowane funkcje
czysto logarytaiczne, oraz inne omdédwione w niniejszej pracy.
Jest ona prostsza niz funkcje przysScienne typu analitycznego.
Wykorzystana w niej metoda korekcji nie ma wymiaru czysto ma-
tematycznego, lecz oparta jest réwniez na analizie fizyczne]

zjawiska.
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DODATEK

Wartosci parametrdéw przyjetych we wzorze (2.2) sg naste-

pujgace:
P apP o v 9P
x1 - 3 4 x2 ~ 5
QV% 6}{,l ¢Q ax2
5 v B v 9%
x1 = 2 ’ x1 = V. 3x
V} 2)}':,l T 1

Wielkosé ¢, jest katen nachylenia wektora napreZei na &ciance.

Wartosci statych przyjetych przez van den Berga wynositys

a = 2,

(1]
[2]
[3]
[4]
[5]

(6]

b = 13
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ATLGEBRAIC MODELS OF A BOUNDARY LAYER ON A ROTATING DISK

Sumwmazry

The most characteristic trends in algebraic modelling of

three dimensional turbulent boundary layer were analysed 1n
the paper. Their capability of modelling Hydrodynamic pheno~
mena on a robtating disk was examined. The most typlcal models
were compared and a new proposal was presented.
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AJTEBPARUECKAE MOZIEIN TOTPAHMYHOI'O CI0f HA BPAMAONIEMCH ICKE

KparTHKOeE C O gLepPpxX aHHuE

B pabore chexan 0630p anxre6panuecKOro MONENMPOBAHMA Tpex-
MEepHOFO TYpOYJEHTHOIO NOIPAaHUYHOTO clOsS. CIexaaHa KasccuduKa-
Mg STHX MeTOZLOBe. CpPaBHEHH CaMHe THIMUHHE METONH U OLleHeHa HX
MpPHETOIZHOCTh IJA ONUCAHMUA THIPaBIANUYECKUX ABReHu# Ha BpamaomeMca
IHMCKe. NIPeLNOREeH albTEepHATUBHEIA METOX.



