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ALGEBRAICZNE MODELE WARSTWY PRZYŚCIENNEJ 
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W pracy dokonano oceny na j ba rdz i e j charakterystycznych 
modeli a lgebraicznych trójwymiarowej warstwy przyśc ienne j . 
Zbadano i ch przydatność do op isu zjawisk hydromechanicznych 
na w i ru j ące j t a rczy . Porównano na j c zęśc i e j stosowane modele i 
zaproponowano własny. 

7/ΪΚΑΖ OZNACZA 

C.. - s t a ł a rozkładu logarytmicznego 

к = V<p(r,s/2)/V^(r) - współczynnik k rążen ia 

1 - długość drogi mieszania 

p - c i ś n i en i e uśrednione w czasie 

τ , φ , ζ - współrzędne w układz ie walcowym 

г - promień zewnętrzny uarczy 

s - odległość między wiru jącą tarczą i nieruchomą osłoną 

ν - wypadkowa prędkość chwilowa w przepływie burzliwym 

V - Л. í vat - wypadkowa prędkość uśredniona po czas ie 

t-Ł 
τ 2 . . 
- składowa obwodowa prędkości 

V - składowa promieniowa prędkości 
г 

V - składowa osiowa prędkości 
z 

- prędkość wirowania śc i ank i 

ду - vw - 4ω - składowa obwodowa prędkości względnej 
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- i - t a składowa prędkości we współrzędnych kar tez jańsk ich 

Vr /g - prędkość dynamiczna 

= Vr/V,j< - bezwymiarowa składowa promieniowa prędkości 

- współrzędna układu kartezjańskiego w kierunku wektora rw 

x 2 - współrzędna układu kartezjańskiego w kierunku prostopad-

łym do wektora r w równoległa do śc iank i 

у - odległość od śc iank i we współrzędnych kar tez jańsk ich 

z - odległość od śc i ank i we współrzędnych walcowych (z = y) 

z+ - zV r /v - bezwymiarowa odległość od śc i ank i 

a? - s t a ł a Karmana 

ę - gęstość płynu 

v> - lepkość kinematyczna płynu 

= ~9v'iv|j naprężenia Reynoldsa 

w 7 - całkowite naprężenia na ściance 

- i - t a składowa naprężeń na ściance 

- składowa obwodowa naprężeń na wi ru jące j tarczy 

V™z - składowa promieniowa naprężeń na w i ru j ące j tarczy 

r r z = ζΓ / T r z d z ~ s k ł a d o w a promieniowa naprężeń średnich 

1. WSTĘP 

Zagadnienie modelowania warstwy przyściennej na w i ru j ące j 

tarczy pojawia s ię przy projektowaniu maszyn wirnikowych, ta-

kich jak np. pompy, sprężark i , tu rb iny wodne, sprzęgła i prze-

kładnie hydrokinetyczne, turb iny gazowe, młyny do mas celu lo-

zowo-papierniczych i t p . W większości przypadków pracy tych u-

rządzeń przepływ ma charakter burz l iwy· J e ż e l i do opisu takie-

go przepływu stosuje s ię dwuparametrowe modele t u r bu l enc j i , 

jak np. k-e, bądź bardz ie j wyrafinowane oparte na równaniach 
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b i l ansu naprężeń Reynoldsa, trzeba okreś l i ć sposób modelowa-

n i a warstwy przyściennej . 

W praktyce obl iczeniowej wykorzystywane są dwie metody. 

W obszarze przejściowym warstwy przyściennej i jego b l i sk im 

sąsiedztwie zmiany wie lkości hydromechanicznych są największe. 

Aby osiągnąć pożądaną dokładność ob l i czeń , można zastosować 

bardzo gęstą s i a t kę . W modelach, t u rbu l enc j i musi być wtedy 

uwzględniony dodatkowo wpływ lepkości molekularnej ( laminar-

ne j ) porównywalnej t u t a j z turbu len tną . Oba te zab ieg i znacz-

nie wydłużają czas ob l iczeń i s tawia ją duże wymagania j e ś l i 

chodzi o pamięć komputera. 

Alternatywą j es t zastosowanie rzadk ie j s i a t k i , z węzłami 

tylko w obszarze w pe łn i rozw in i ę te j t u rbu lenc j i i n iewiel-

k ich gradientów wie lkośc i hydromechanicznych. Część warstwy 

przyściennej leżąca między ścianką a na jb l i ższym węzłem jes t 

wtedy opisywana za pomocą f u nkc j i przyściennych (wa l l func-

t i o n s ) . Są to za leżnośc i algebraiczne wiążące, w przypadku 

równań pędu, pole prędkości z naprężeniami na ściankach. Dla 

dwuwymiarowych warstw przyściennych funkcje przyścienne są pro-

stymi i dobrze znanymi rozkładami bądź potęgowymi, bądź loga-

rytmicznymi. J e ż e l i s tosu je s ię rozkład logarytmiczny, to można 

pokazać 10], że składowe prędkości dadzą s ię opisać za-. 

leżno:ścią 

Τ • yV 
V i = i ^ " l n C E - f . i = ' 1 · 2 И . 1 ) 

Ta zależność op iera s ię na za łożen iu , że kierunek wektora 

prędkości w przekroju warstwy jes t s t a ł y , t j . τ^/Τ™ = = 

= const , jednocześnie składowe gradientu prędkości są w sta-

ł e j p roporc j i , t j . rüf/Tg = 9v 1 /a^ /av 2 /3y = const . 

W przestrzeniach przywirnikowych pomp wirowych mamy do 

czyn ien ia z ciśnieniowymi (pressure-driven) trójwymiarowymi 

warstwami przyściennymi. W tak ich warstwach k ie runk i wektorów 

naprężeń stycznych, prędkości (względnej) i gradientu prędko-

śc i [4, 8] nie pokrywają s i ę , lecz znacznie r ó ż n i ą , przy czym 

nachylenie wektora naprężeń stycznych v r = arctg(r /Т ) j es t 
» rz φζ 

większe od nacnyienia wektora prędkości γ ν = arctg(V r/ÁV^) i 
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mniejsze od nachylenia wektora gradientu prędkości -

= arc tg0v r /9z / / śv ( p / az ) . Na rysunku 1.1 pokazane są kąty na-

chylenia wymienionych wektorów d l a przepływu na w i ru j ące j w 

osłonie tarczy ( r / r t = 0 ,8 , s / r^ = 0 ,08 ) . Dane pochodzą z pra-

cy [8]. 
Kąt [°] 

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 
z/s 

• V χ dv/dy 

Rys .1 .1 . Kąty nachylenia wektorów: prędkości , naprężenia tną-
cego i deformacj i prędkości w warstwie przyściennej na wiru-

j ą ce j tarczy 

W przypadku tak ich przepływów rozkłady prędkości nie da-

dzą s ię opisać znanymi zależnościami charakterystycznymi d l a 

dwuwymiarowych warstw przyściennych, ponieważ na k s z t a ł t pro-

f i l i składowych równoległych prędkości ma wpływ t a t r zec i a 

składowa normalna do śc i ank i , związana z is tn ien iem przepły-

wów wtórnych. Uwzględnienie j e j w równaniach pędu opisujących 

warstwę przyścienną uniemożl iwia otrzymanie rozwiązań-anal i ty-

cznych bez poczynienia szeregu za łożeń upraszczających. 

Mimo pesymizmu niektórych badaczy, co do możliwości stwo-

rzen ia f u n k c j i przyściennych d l a warstwy trójwymiarowej, po-
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dejmowane są próby budowania za leżnośc i a lgebraicznych, drogą 

bądź l icznych uproszczeń, bądź korekc j i znanych rozkładów d l a 

warstwy dwuwymiarowej. Vi związku z tym da ją s ię wyróżnić dwie 

metody: ana l i tyczna i półempiryczna. 

2. METODA ANALITYCZNA 

Metoda ana l i tyczna nie by ła wykorzystywana do opisu warst-

wy przyściennej na w i ru j ące j tarczy. Stosowano j ą jednak w za-

gadnieniach zb l i żonych. Dlatego wymaga ona omówienia. Metoda 

ta j e s t reprezentowana np. przez van den B e r g a [2, 3] 

i R y h m i n g a i F a n n e l o p a [13] (przegląd 

modeli sprzed 1975 r . zawarty j es t w pracy Ρ i e г с e ' a 

[12]). Podejście to polega na rozwiązaniu równań pędu, w któ-

rych składowa prędkości normalna do śc i ank i określana-jest z 

równania c i ą g ł o ś c i , zaś związek między naprężeniami a polem 

prędkości j e s t wyprowadzony na podstawie hipotezy drogi mie-

szan ia Prandt la : 

Długość drogi mieszania określa znana funkc ja l i n iowa 

1 = a?y. Taka prosta funkcja j e s t wygodna przy całkowaniu rów-

nań pędu, jednakże j es t mało dokładna. Dodatkową s łabośc ią me-

tody ana l i tyczne j j es t konieczność za łożen ia p r o f i l i składo-

wych prędkości równoległych do śc iank i aby okreś l i ć naprężenia 

na ściance. Zazwyczaj przyjmuje s ię p r o f i l logarytmiczny, cho-

c i a ż przynajmniej jedna składowa związana z recyrku lac ją ma 

p r o f i l wyraźnie s ię od niego różn i ący . Na rysunku 2.1 pokaza-

no rozkład składowej promieniowej prędkości na wiru jące j tar-

czy i d l a porównania typowy rozkład prędkości powstający przy 

opływie powierzchni nieruchomej. 
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rozkład na tarczy wirującej rozkład logarytmiczny 

Rys.2.1 . Typowy rozkład V r na wi ru jące j tarczy 

Jak wykazują pomiary [1, 5» 8, 11], d la przepływów, w których 

ruch promieniowy jes t wymuszony ty lko wirowaniem tarczy , Y r 

ma swoje maksimum bardzo b l i s ko śc iank i i w da lsze j części 

warstwy maleje do zera. Również w układzie współrzędnych lo-

kalnych, j ak ich często używa s ię w t e j metodzie, składowa nor-

malna prędkości na w i ru j ące j tarczy ma rozkład znacznie odbie-

gający od logarytmicznego. 

Kolejne za łożen ia czynione w metodzie ana l i tyczne j to nie-

wie lk ie zmiany naprężeń Reynoldsa w przekroju poprzecznym war-

stwy w porównaniu z wartością naprężeń na ściance lub znany, 

zazwyczaj l iniowy ich rozk ład . I te za łożen ia są trudne do u-

trzymania w świet le eksperymentów [б, 8]. Otrzymane metodą 

ana l i tyczną funkcje przyścienne, jakkolwiek poprawniejsze od 

stosowanych do opisu warstwy dwuwymiarowej, są jeszcze mało 

dokładne [13], przy tym są bardzo skomplikowane, również ze 
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względu na niewygodne współrzędne loka lne . Przykładem tak ich 

f u n k c j i mogą być za leżnośc i otrzymane przez van den Berga 

[2]: 

x1 se 

x2 - a? 

l ny+
 + a + + I ł B Z ^ L · 

æ 
(2.2) 

ccYP(y+
 + b) + β χ 2 

æ 

Opis użytych współczynników οοχ1 , β χ 1 , α χ 2 , βχ 2» oraz warto-

ś c i przyjętych s ta łych a ,b zostały zamieszczone w Dodatku. 

3. METODA POŁEMPIRYCZNA 

Alternatywne podejście przy formułowaniu f u nkc j i przy-

ściennych polega na korygowaniu rozkładów w warstwach dwuwy-

miarowych za pomocą odpowiednio dobranych f u n k c j i . Tak otrzy-

mane związki są zazwyczaj bardzo proste i zapewniają s t a b i l -

ność algorytmu numerycznego. W n i n i e j s ze j pracy skoncentrowa-

no s ię na metodzie półempirycznej . Porównano trzy na jbardz ie j 

reprezentatywne d l a t e j klasy funkcje przyścienne i zapropo-

nowano bardzo prostą , nową. Pierwszą zbadaną za leżnośc ią by ła 

użyta przez К u г о к a w ę i innych [ l i ] . Autorzy c i 

p r z y j ę l i rozkłady: 

- ^ - — l a a? 

(3.1) 

æ L· ν 
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Funkcja korekcyjna f ( z ) zos ta ła przy ję ta tak , jak u Karmana 

jako zależność l i n iowa typu f (z) = с И - -5-), z usta loną em-

K z V / 2 
p i ryczn ie s t a ł ą с =I φ I = 0,612. Grubość warstwy przy-

ψζ 
ściennej autorzy o k r e ś l i l i na podstawie propozycj i Ц a i -

1 у ' e g o i innych 

δ _ « ( 1 - k ) 2 r 
(3.2) 

gdzie æ = 0 ,4 . 

•Rozkład V r ( z ) określony za leżnośc ią (3.1) zos ta ł ob l i-

czony w n i n i e j s z e j pracy na podstawie danych empirycznych za-

mieszczonych w [11]. Ustalono, na podstawie znajomości rozkła-

du zmierzonego V i ob l iczone j wartości δ , wielkość składo-

w / 

wej T r z napręzen na ściance. Do tego celu wybrano a r b i t r a l -

n ie punkt pomiarowy z/s = 0,042 możliwie b l i s ko śc i ank i . Na 

rysunku 3.1 pokazany jes t rozkład V r zmierzony [ΐθ] i ob l i-

czony na podstawie f u n k c j i przyściennej (3 .1 ) . Widać dużą róż-

0,14 

0,12 
0,10 

0,08 

0,06 

o,o4 

l °·02 

ь!- 0,00 

-0,02 

-0,04 

-0,06. 

-0,08 

-0,10 

I N ^ , 
> 

^ ^ 

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 0,11 0,12 
y/s 

— funkcja przyścienna (3.1i Δ z pomiaru [111 

Rys .3 .1 . Rozkład V r na podstawie za leżnośc i (3 .1 ) 
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nicę w nachyleniu obu krzywych. Trzeba zaznaczyć, że otrzyma-

na ze wzoru (3.2) wartość δ j e s t mniejsza od zmierzonej . Dwu-

krotne powiększenie δ do wartości δ = 0,15 s prowadzi do 

znacznie bardz ie j poprawnego rozkładu ( r y s . 3 . 2 ) . Ta nowa war-

y/s 

— funkcja przyścienna (3.1) Δ z pomiaru [11] 

Rys.3 .2 . Rozkład V r po korekc j i wartości δ 

tość <5 j e s t też b l i ż s z a wartości wynikającej z pomiarów i wy-

noszącej δ £ 0,2 s. Wydaje s i ę , że s łabą stroną zaproponowa-

nej przez autorów [ l i ] f u n k c j i przyściennej j e s t mała dokład-

ność, z jaką można okreś l i ć δ . Na podstawie danych pomiarowych 

można oczekiwać, że będzie ona dodatkowo funkc ją od leg łośc i s 

między powierzchniami: w i ru j ące j tarczy i nieruchomej obudowy. 

Drugą funkc ją przyścienną, jaką zbadano, by ła wprowadzona 

przez Karmana zależność oparta na rozk ładz ie potęgowym, z pew-

nymi modyfikacjami stosowana przez wie lu autorów. Testowana 

by ł a funkc ja przyścienna proponowana przez Da i l y , Nece*a [ 5 ] 
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V r = f ( r , 8 ) ( i ) · 

(3.3) 
1/7 

Δ ν φ = D ( | ) 
gdzie funkc ja korekcyjna f ( r , z ) wynosiła 

f ( r , z ) = A r (1 - (3.4) 

W metodzie stosowanej w pracy [5] A r ( r ) by ło niewiadomą 

funkc ją ty lko promienia r wyznaczaną z uproszczonych równań 

pędu. Podobnie wyznaczano <S (r ) - grubość warstw^ przyścien-

ne j . W przeprowadzonym teśc i e , ze względu na znajomość rozkła-

dów zmierzonych można by ło łatwo okreś l i ć-d la usta lo-

nego w pomiarach [5] promienia r wartości f u n k c j i A^fV ( s /2 ) , 

z /S i tym samym obl iczyć rozkład składowej promieniowej V r 

prędkości (przy ję to za punkt odn ies ien ia ζ/δ ten,·, na podsta-

y/s 

funkcja przyścienna (3Λ) • z pomiaru [ 5] 

Rys .3 .3 . Rozkład V na podstawie za leżnośc i (3 .4) 
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rozkład pokrywa s ię dość słabo ze zmierzonym. Istotnym manka-

mentem f u nkc j i przyściennych wymagających znajomości grubości 

warstwy przyściennej δ j e s t , j e ś l i korzysta s ię z metody 

k-e lub porównywalnej, brak możliwości dokładnego określenia 

wartości ó . W trakc ie kolejnych i t e r a c j i granica między rdze-

niem turbulentnym a warstwą przyścienną wciąż ulega zmianie, 

n ie można więc wyznaczyć <599· Pozostaje ty lko korzystanie 

z formuł empirycznych, które są mało dokładne. 

Jako t r zec i ą sprawdzono metodę zastosowaną przez S ρ a 1-

d i n g a w pracy [15] i wykorzystaną późn ie j przez innych 

autorów [ 9 , 14] do obl iczeń przepływów z dużym dodatnim gra-

dientem c i śn i en i a : 

v r 1 ζ ( Γ Γ / 9 ) 1 / 2 

- CE ™ (3.5) 

r w /<? 
r z 3 

Otrzymane w wyniku testu rozkłady były mniej dokładne od po-

przednich. Może to wynikać z f ak tu , że zależność (3.5) by ła 

właściwie przystosowana do ob l iczeń przepływu płaskiego. 

4. PROPOZYCJA WŁASNA FUNKCJI PRZYŚCIENNEJ 

W przypadku tarcz wirujących w osłonach, oprócz wpływu 

składowej prędkości V normalnej do powierzchni, na rozkład 

składowej promieniowej V ma wpływ również proporcja między 
2 Γ 

V s i ł ą odśrodkową o — — a s tab i l i zu j ącym działaniem s i ł c iśn ie-
dP r 

n ia -ĝ r . Na rysunku 4.1 przedstawiono schematycznie podzia ł 

obszaru przepływowego na s t re fy . W warstwie przyściennej przy 

w i ru j ące j tarczy dominuje s i ł a odśrodkowa i ona wymusza ruch 

cząstek płynu na zewnątrz. W miarę przesuwania s ię w kierunku 

rdzen ia turbulentnego s i ł a ta maleje, ponieważ maleje składo-

wa obwodowa Υφ prędkości i w samym rdzeniu pojawia się rów-



42 Krzysztof Karaśkiewicz 

nowaga między s i ł ą odśrodkową i c i ś n i en i a . Wreszcie przy nie-

ruchomej tarczy dominuje - g i ruch cząstek płynu zaczyna 

odbywać s i ę w kierunku dośrodkowym. 

Uzależnienie f u nkc j i przyściennych od wartości średnie j 

naprężenia T ^ pozwala wykorzystać mechanizm d z i a ł a n i a tych 

dwóch s i ł , co zostanie pokazane w da l sze j częśc i . Ponadto war-

tość ř można stosunkowo łatwo i dokładnie wyznaczyć ko-

rzys ta j ąc z uproszczonego równania składowej promieniowej pę-

du. Ograniczając s ię do obszaru pomi ja ln ie małych wartości 

V i v 2 « v 2 ) otrzymamy równanie składowej promieniowej pędu 
Z Г φ ' 

w pos tac i : 

<4·1> 
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Całka j e s t funkc ją rosnącą, a zatem naprężenia całkowite r r z 

będą malały w miarę oddalania s ię od w i ru j ące j tarczy . Pomia-

ry τ na w i ru j ące j tarczy [б] potwierdzają t ak ie właśnie 
PZ 

zachowanie. 

W celu skonstruowania f u n k c j i przyściennej d la kierunku 

promieniowego zosta ła wykorzystana idea z pracy [15]: j e ś l i 

naprężenia Reynoldsa nie są s t a ł e w poprzek warstwy przyścien-

ne j , należy posłużyć s ię naprężeniami średnimi . Pomysł ten 

zosta ł jednak całkowicie odmiennie wykorzystany. Na początku 

zostały sprawdzone funkcje przyścienne w pos tac i : 

V r = l E ę ^ l n — 

Δ ν = - l £ Ł ί α C , ^ 
φ 2E$>Vr Ε V 

( 4 . 2 ) 

z na jprostszą funkc ją korekcyjną typu f (z) = c t r z / r l z . Za-

łożono na początku, że s t a ł a с = 1. Naprężenia średnie wyno-

s i ł y 

z z , v 2 

τ 
r z 

o o 

W celu ob l i czen ia c a ł k i przyjmowano logarytmiczny rozkład V^ 

i s t a ł ą wartość c i ś n i en i a w kierunku normalnym do w i ru j ące j 

tarczy . Można pokazać, że przy w i ru j ące j tarczy 

z z , , r2 

J 
o o 

-Ш 
z dP 
2 dr 
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Rys .4 .4 . Rozkład promieniowy energ i i turbu lentne j między wiru-
jącą tarczą i nieruchomą obudową 
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i przy ściance nieruchomej 

i t ó - l i b 
o o 

2r V«, - 1 . 5 

r w 1 (pz 
+ 1,251 

„w V 
•ψζ 

* 9 V ť / 

_z dP 
2 dr 

Otrzymane rozkłady Vp zmieniały s ię jednak.zbyt gwałtownie. 

W pierwszym kroku postanowiono skorygować funkcję f ( z ) zmie-

n ia j ąc wartość współczynnika c. Na rysunku 4.2 przedstawio-

ne są rozkłady Vp d la k i l k u danych eksperymentalnych. Odpo-

wiednio dobiera jąc wartość с można uzyskać dobrą dokładność 

f u n k c j i przyśc iennej . 

Na rysunku 4.3 pokazano wyniki uzyskane przy użyciu kla-

sycznych rozkładów logarytmicznych i zaproponowanej f u nkc j i 

przyśc iennej . Ob l iczen ia wykonano z wykorzystaniem metody 

k-£. Na podstawie eksperymentów numerycznych przy ję to wartość 

średnią współczynnika с = 0 ,55· 

Uzyskano zmniejszenie b łędu o połowę przy wyznaczaniu roz-

kładu P(r ) c i ś n i en i a . 

Otrzymano również znacznie korzystn ie jsze rozkłady energ i i 

t u rbu len tne j , k tó ra , jak sugerują badania [ i ] , zachowuje w 

f u nk c j i promienia sta ły poziom względem składowej obwodowej 

prędkości . 

5. WNIOSKI 

Zaproponowana funkcja przyścienna zapewnia większą zgod-

ność ob l iczeń z danymi eksperymentalnymi n i ż stosowane funkcje 

czysto logarytmiczne, oraz inne omówione w n i n i e j s z e j pracy. 

Jest ona prostsza n i ż funkcje przyścienne typu anal i tycznego. 

Wykorzystana w n i e j metoda korekc j i nie ma wymiaru czysto ma-

tematycznego, lecz oparta j e s t również na a n a l i z i e f i zyczne j 

z jawiska. 
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DODATEK 

Wartości parametrów przyjętych we wzorze (2.2) są nastę-

pujące: 

_ ЭР ЭР_ 

α χ 1 " 9 x1 ' * Χ 2 " 9Vr3 Э х 2 

^ L v ЭФ7 

^ = ^ Э Г ' X 1 = VT a x 1 

Wielkość Фг j es t kątem nachylenia wektora naprężeń na ściance. 

Wartości s ta łych przyjętych przez van den Berga wynosi ły: 

a = 2, b = 13 
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ALGEBRAIC MODELS OF A BOUNDARY LAYER ON A ROTATING DISK 

S u m m a r y 

The most cha rac te r i s t i c trends i n a lgebra ic model l ing_of 
three dimensional turbu lent boundary layer were analysed i n 
the paper. Their c apab i l i t y of modell ing Hydrodynamic pheno-
mena on a r o t a t i n g d isk was examined. The most t yp i c a l models 
were compared and a new proposal was presented. 
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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ НА ВРАЩАЮЩЕМСЯ ДИСКЕ 

К р а т к о е с о д е р ж а н и е 

В работе сделан обзор алгебраического моделирования трех-
мерного турбулентного пограничного слоя. Сделана классифика-
ция этих методов. Сравнены самые типичные методы и оценена их 
пригодность для описания гидравлических явлений на вращающемся 
диске. Предложен альтернативный метод. 


