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Przeprowadzono analize réwnania operatorowego o postaci
x =2+ F(x),

gdzie z - element przestrzeni Banacha X, natomiast Px) e X
dla xeDcX. W przypadku, gdy operator F jest m-krotnie
rézniczkowalny (m 2'3§, sformutowano warunki istnienia i jed-
nozhaczhodcl rozwiazanis rozwazanego rdéwnania a takze podano
oszacowanle normy tego rozwigzania w zaleznosci od normy ele-
mentu zZ.

Wyniki analizy teoretycznej zastosowano do badania punkto=-
wego modelu kinetyki reaktora z nieliniowym sprzezeniem Zwrot=
nym typu temperaturowego., Otrzymano kryteria stabilnodci asym-
ptotyczne] rozwigzania stacjonarnego (tak dla ukadu autono-
micznego, jak i z uwzglednieniem reaktywnosciowego wymuszenia
zewnetrznego).

1. WSTEP

Wykorzystujac do badania uk*adéw dynamicznych pojecia
analizy funkcjonalnej, mozna szeroka klasg tych uktadéw opi-
saé nastepujgcym réwnaniem operatorowym

Az - Mx) = z, (1.1)_



gdzie: x,z - elementy przestrzeni Banacha,
’ X,F - operator okreslony na przestrzeni X i o wartos-
ciach z tej samej przestrzeni,
A - parametr liczbowy.

- Analizujgc wktasnoéci rozwigzan rdéwnania (1 1) wykorzystuje
sie. naaczgsciej przypadek, gdy operator F przeksztatca kule
K(o, r) = {x: uxu<:r}<:x w siebie oraz spetnia w tej kunli
warunek Lipschitza

||F(x2) - Pzl €L [ xp-x,]|. (1.2)

Jezeli F(0) = 0, to dla kazdego A takiego, ze |A|>1L
1 dla kazdego 2z spetniajgcego nierdwnosé

Izl € (JA] - L)x

réwnanie (1.1) posiada w kuli K(0,r) dokiadnie jedno rozwig-
zapie x*. Dowdd wynika bezpoérednio z twierdzenia Banacha

o punkcie niezmienniczym operatora. Wprowadzajac bowiem opera=
tor G zdefiniowany nastepujgco

6(x) = L (F(x) + z), - (1.3)

otrzymuje sie¢ na podstawie przyjetych zatoged nastépujqcé nie=-
réwqoéci:

le(z)|l < TLI r+ (1 - l;\l Jr = r  dla rxeK(O,f),
etz - o=l =y IP0xy) - P(xp| < 3 557,

dla x.!,xge.ﬁ(o,r),

ktére dowodzg, e operator G przeksztalca kule K(O r)
w sieble oraz spetnia w niej warunek Lipschitza ze stalq
L
Ly =7 < 1
Opisana powyzej metoda, Jakkolwiek pozwala sformu&owaé wa-
runki istnienia i jednoznacznosct rozwiqzan réwnania (1 1),
to jednak nie daje mozliwosdci (z wyjatkiem przypadku, gdy
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x* w galeénoéci od normy =z. Oszacowanise takie moZzna otrzy-
maé naktadajgc na operator F nieco mocniéjsze warupnki, a
mianowicie zaktadajgc, %e jest on m-krotnie (m:> 3) rézniczko~-
walny w zbiorze DcX. ' '
o Czeéé pierwsza niniejszej pracy poswiecona jest wktasnie.
analizie rdéwnania (1.1). z operatorem rézniczkowalnym, Otrzy-
mane wyhiki zostaty nastepnie wykorzystane do badania. stabil-
noéci nieliniowego modelu dynamiki reaktora jadrowego,.

bezpodéredniego oszacowania normy rozwigzania

2. ZASADY ROZNICZKOWANIA W PRZESTRZENI BANACHA

Przed przystgpieniem do wtasciwej analizy zostang przyto-
czone podstawowe definicje i twierdzenia dotyczace rachunku
rézniczkowego w przestrzeni Banacha (dowody twierdzen mozna
znalezé np. w [1]). '

Definicja 2.1 .

Niech P oznacza operator okreslony na zbiorze D(F)c;x,
o wartosciach z przestrzehi Y (X,Y - przestrzenie Banacha)b
Jezeli istnieje taki operator liniowy i ograniczony 4 e (X—~Y),
ze

F(x,+h) - F(x,) - a(h)

im — ThT = 0y (2.1)

gdzie X, Jest wewnetrznym punktem zbioru D(F), wdwczas
operator F Jest rézniczkowalny w punkcie X,y @ operator A
nosi nazwe rézniczki operatora F {w dalszym cliagu rézniczka’

bedzie oznaczana symbolem (QF). )
0

Twierdzenie 2.1 _

‘ Jezell operatory F1 i F2 majg wspélng dziedzing DcX
(a wartodcl ich nalezg do przestrzeni Y) oraz sg rézniczko-
walne w punkcie X,y "wéwczas operator F = o« Py +ayFy
(o 1% = dowolne liczby) jest rdéwniez rdésniczkowalny w punk-
ciq X, oOraz



r(dF)xo = a1(dF1)x° +<12(dF2)xo. (2.2)
Twierdzendie 2.2
Jezeli operator F o dziedzinie D(F)cX ma wartosci
zawarte w przestrzeni Y, natomiast operator G posiada
dziedzine D(G)cY a wartosci zawarte w przestrzeni 2 (X,Y,2
- przestrzenie Banacha), przy czym F(x) eD(G) dla kazdego
x e D(PF), oraz operator F Jjest rézniczkowalny w punkcie X,
a operator G - w punkcie Vo = F(xo), wéwezas operator
H = GeF jest rdéwniez rdzniczkowalny-w punkcie x, i

(aH), = (4ag6), (dF) (2.3)
X Yo %y’
co oznacza, ze rézniczka (dH)X jest superpozycja rézniczki

(dE)X oraz (d_G_)F(x ).'
i %o )

Twierdzenie 2.3

Jezeli operator F jest okreslony i rdézniczkowalny na
zbiorze D(F)e X oraz wszystkie punkty o postaci x = x0+6h
(gdzie 8 € <0,1>) nalezg do zbioru D(F), wéweczas spetniona
jest nierdwnosé

[#(x +h) - F(x)| < o n], (2.4)

gdzie

c =Bei$£ ”(dF)x°+eh”' (2.5)

Definicja 2.2

Niech bedzie dany operator F taki, ze F(x)eY dla
xeD(F) cX. Operator ten jest z zakozenia rézniczkowalny w
pewnym otoczeniu P punkta xoe.D(F), a wiec dla kazdego
XebP istnieje operator (dF)x’ Jak tatwo zauwazyé, dla kas-
dego ustalonego h1 _wyrazenie

F1(x,h1) = (dF)x(h1) , (2.6)

definiuje operator okreslony na zbiorze P, o wartodciach
z przestrzeni Y. Jezeli z kolei operator F1 jest rézniczkowal-

ny (przy ustalonym h1) w punkcie x wéwczas wyrazenie

o?



(6%P)y (hyohy) = (AR, (x,h)) (hy) (2.7)
: o] . o

nosi hazwe rdézniczki rzedu druglego operatora F w punkcie Xye

Uogblniajgc ostatnig definicje, mozna w sposéb indukeyjny
wprowadzié pojecie rdzniczki dowolnego rzedu: jezeli w otocze-
niu punktu x, istnieje rézniczka (de)x’ wéwezas rdésnicz-
ke m+1-rzedu mozna okreslié wzorem

m+1 :
(d F)xo(h1,...,nm,nm+1

)= (dFm(x’h1,oo.,hm))x (hm+1), (2.8)
o]
gdzie _
m
Fm(x,h1,on',hm) = (d F)x(b--‘,oo.,hm)o

Witasnoscl rdzniczki m-tego rzedu mozna ujgé w postaci na-
stepujacych twierdzen:

Twierdzenie 2.4
Rézniczka (de)x jest operatorem m-liniowym ograniczo-
o]

nym zmiennych h1,...,hﬁ.

Twierdzenie 245
Jezelli rézniczka (de)x istnieje w pewnym otoczeniu
punktu X, i jest ciggla wzgledem x w tym punkcie, wdwczas

(de)x jest operatorem symetrycznym zmiennych h1,...,hm
o}

(de)xo(hi1,...,him) = (de)xo(h1,...,hm) (2.9)
dla dowolnych permutacji (11,...,im) ciggu (Tyeeeym).

Dla operatoréw m-krotnie rdésniczkowalnych (tzn. takich,
dla ktdérych w kazdym punkcie =x €D(PF)  istnieje rézniczka
(de)x) mozna, podobnie jak w przypadku funkcji, wprowadzié
wzdér Taylora:

Twierdzenie 2,6

Niech bedZie dany m-krotnie rézniczkowalny operator F
(F(x)eY dla xeD(F)cX)., Jezeli rézniczka (de)_X jest
ciagla w punkcie x e D(F) a kula K(xo,r)qg{x:: ”x—xoﬂ?cr}
zawarta jest w zbiorze D(F), wdwezas dla kazdego elementu
heX takiego, ze lhll < r, 'zachodzigﬁzér



m
] 1 n n - )
F(xo+h) = F(x,) + ;4 'ET(d F)xoh + E (h), (2.10)}

m
przy czym
c 1
= 0 .
%ing NE E (h) , (2.11)
gdzie
(a"r), b®F (6"F)_ (h,...,h). (2.12)
° % neragy

Jezell ponadto istnieje rézniczka (m+1)-rzedu, wéwozas
reszte Em(h) mozpa przedstawié w pewnej okredlonej formie,
zgodnie z nastepujacym twierdzeniem:

Twierdzenlie 2.7

Jezeli okreslony poprzednio operator posiada rézniczke

(dijF)x lciagza w kazdym punkcie zbioru D(F) oraz K(xo,r)cD(FL
to dla kazdego heX takiego, ze |h|l <r, zachodzi wazdr

m
_ Z A cgh n .
F(xo+h) = F(xo) + i (d F)xoh +

n=1

1
(1-8) , m+1 m+1
+u[T!_ (d F)(xo+6h)h da. (2.13)

Dla operatordéw posiadajgcych rézniczki dowolnego rzedu
mozna wprowadzié poje¢cie szeregu Taylora oraz sformurowad
pewne praktyczne kryteria rozwijalnosci.

Twierdzenie 2.8

- Jezeli operator F posiada rézniczki dowolnego rzedu w
zbiorze D(F) oraz K(xo,r)e.D(F),. wéwezas dla kazdego
heK(0,r), jesli tylko spekniony jest warunek

Ain [ (0] = o, (2.14)

prawdziwa jest réwnosé

1
?(xo+h) = P(x,) + 'Ei(an)xohn‘ (2.15)

n={



Dow 6 d 
Jezeli Sm(h) .ozhacza m~t) sum¢ czgstkowg szeregu po pra-
wej stronie réwnodci (2.15), tzn.

s,(h) = F(x,) +Z:T_x(an)xohn

n=1

wéwezas
F(xy+h) - 5 (h) = E_(h).
- Ponlewaz z zatozenia wynika, ze
lin [|[F(xg+h) - 8 (h)] =
wiec ostatecznie
#&Ebsm(h) = F(xo+h),

czego wtasnie nalesato dowiesé,

Twierdzenie 2.9
Jezeli roznlczkl (a™F) sg wspblnie ograniczone w kuli

K(xo,r), tzn. ﬂfipr H(de) " M dla m=1,2,..., wéwczas
operator F Jjest rozwijalny w szeregu Taylora wokol punktu
b I

0

Dowéd wynika bezposrednio z nieréwnoéci

|5, ()] =] Z 1(aPp), A <u Z Lilel® = w8

n=m+q n=m+1

gdzie sm - m~ta reszta rozw1niecia e"h“.

Z oszacowania

[pxgeml] < Jrzpll+ 2 3 | (e, || n[?

wynika ponadto, ze szereg Taylora jest zbiezny bezwzglednie,



Twierdzenie 2,10

Jezell dziedzina D(F)c X operatora F zawiera kule
K(xo,r), natomiast operator F posiada w tej kuli réZniczki
dowolnego rzedu oraz

1
NN (TN P

wéwczas dla kazdego heX takiego, ze | h| < min(r,R), gdzie

ma miejsce rozwinigcie (2.15), przy czym szereg jest zbiesny
bezwzglednie.

Dowdd Jest analogiczny do dowodu kryterlum Cauchy dla
szeregéw potegowych,
. Na zakodczenie ogdlnych rozwazah dotyczacych rachunku réz-
" niczkowego w przestrzeni Banacha mozna podaé dwa wybrane przy-
ktady rézniczkowania:

a) operator liniowy:

F(x) = Ax, | N

(dF)x(h1) = Ah,,

(a%F)_(hq,hy) = 05
' b) operator quliniowy:

2
F(x) = 2\x x) = G2

(aP) (hy) = Gy(hy,x) + Gy(x,hy),
(a%F) 4 (hy,hp) = Gylhyahy) + Gylho,hy),
(d3F)x(n1,n2,h3) = 0,

W przypadku dowolnego operatora m-liniowego F(x) = G =

postepowanie jest analogiczne, przy czym dla kazdego m=1 2,...
prawdziwe jest rdwnosé

(a™17)_(hy,e00,h

m+1) = 0.



3. ANALIZA WELASNOSCI ROZWIAZAN
ROWNANIA OPERATOROWEGO

Niech bedzie dane réwnanie (1.1), gdzie 2z jest elementem
przestrzeni Banacha X, natomiast F - operastorem okreflonym
na tej przestrzeni o wartosciach rdéwniez do niej nalezacych,
przy czym F(0) = O, .
Niech ponadto operator F bedzie m-razy (m > 3) rdéinicz-
kowalny w zbiorze D zawierajgcym kule K(O,r). Uwzgledniajac
rozwiniecie

m-1

1 .
m=1
R(x) = (aF)gx + D> 1(aPp)oxP +f(1;1§1 —(a™F),_(x)d6, (3.1)
p= 0

prawdziwe dla dowolnego xe:ﬁ(o,r) i zak*adajac, ze A jest
wartodcia regularng operatora liniowego (dF)0 (;1¢spL(dF)0]),
mozna réwnanie (1.1) przepisaé w postaci

1
m-1
-1
- A (4Pp) xP (1-0)7" " m ’
X =2, 4 A;E;'p!(dF)ox + A | oy (97F) g (x)a8, (3.2)

0
gdzie: .
A= [u - (dF)O]'1, (3.3)
29 = Az, o (3.4)

Analiza wiasnosci rozwigzan réwnania (3.2) zostanie prze-
prowadzoha na podstawie wymienionego poprzednio twierdzenia
Banacha o punkcie niezmienniczym operatora. Niech mianowicie
dany bedzie operator: @Z(x), okredlony wzorem

_ m-{ g m-1 '
0,(x) =z, + A.Z-g—!(dpF)oxp + Af 1=8)— (a™F) o (x)46. (3.5)
R 0

Jak tatwo zauwazyé, operator ten Spelnié w-kuli K(O,r)
nastepujgce oszacowanie

||gz(x)||§||z.1|| +Z;ﬁuzxu IaPE)gle NP +Lllall smp J(a®®) b =1, (3.6)

ixy



Wprbwadzaj ac oznaczenie

T lal-l@mgl  a1a p=2,3,...,n-2,

1 .
o1 hall sup [[(aPr) | dla  p=m-1,m,

mozna nierdwnosé (2.21) przepisaé w postaci

m

)< ol + 3 o

(3.8)

Jezeli funkcja f£(y) jest, dla ye<0,r>, okredlona
wzorem )

m

£(y) = pZE a3 =3 + |2y, (3.9)

wéweczas (jak wykazano w [2]) istnieja takie liczby dodatnie
o1 p, Ze dld kezdego z,e K(0,0)cX réwnanie

f(y) =0 ’ ‘ (3.10)

posiada w przedziale <0,A3> dok}adnie Jedno rozwigzanie y*
spetniajgce nierdéwnosé

T=e(flzg) £ 8 =pla), (3.11)

gdzie ¢ jest funkcjg ciggts i niemalejacg w przedziale <0,a> .
oraz s,pelniajaca warunek ¢(0) = O.
- Jedli teraz r>p, wéuczas y* < r dla kazdego
z, eK(O,a). Gdy natomlast r<f, wéwezas jesli |z,|< -

Z’a rPir = o, kot1 > 0), to rdwniez y*(z,l) < r., Jezeli
p= i

wiec "z1"| min(cz1,oz), to dls kazdego xeK(O,y*) speiniona
jest nierdwnosé

m

2,00 < 2]l + 2 apllxlP< 2] Zg‘ a (3% = 3%, (3.12)
& S |



ktéra z kolei dowodzi, ze operator @z ‘przeksztatca kule
K(0,y*) w siebie.

Aby dowiesé, ze operator $, . jest zwezajacy w kulil
‘K(0,y*), wystarczy przeanslizowaé nsstegpujace oszacowanie

m-2 ) .
“@z(xz) - @z,(x'l )" = " A Zz'%‘!‘.[(dpF)oxzp - (dpF)Ox,]P] +
p= .

¥ A.\a/J “Zfzm:z [(dl?_qF)axz(xz) - (dm-ﬂ.F)e.xq(ﬁ )] a8 <
<IIA|| 3—. | (@R)gx,? - (@PF)x Pl +
+ 14l f CDiaay| (1P (x,) = (@™ P)gy ()] 20
el 11 o o] 09
. al [1%;—_@%';12— [ (@™ F g, xp) - (dm—1F)9x1(x1)I| as, (3.13)

przy czym dla m=3 pierwszy skiadnik (suma)vostatniego wyra-
senia jest tozsamodéciowo réwny zero. Drugi skiadnik mozna
oszacowaé wykorzystujgec nierdwnosdé

| <d“"F>ex;<xg> - (@ e = [0, () - (@0 (5 +

* g (3p) - (@ E0g ()] & [ - ()]

+ (m-’l

(x ) - (cat"""F)e (x )|| ‘ - (3.14%)

. Z faktu, e rézniczka p-tego rzedu jest w kazdym ustalo-

nym punkcie operatorem.p—llniowym, wynika bezposrednlo nle-
réwnosé ‘

03y, (50 = (4" O <l ) | | =P G5)



Uwzglgdpiéjac natomiast rdéwnosé
— . -1 g amel -
(a® 1F)ex2(x2) = (a® F)exz (%y0000%,) = (a® F)exq(xz,...,xa) +
(1~1)-razy

’ '[1(&% )8x1+&‘(ex2-6x1 y O0p=x0)s%5,000,%5)d0, (3.16)
otrzymuje sie oszacowanie nastepujace

” (dm-1F)ex2("2 )-(dm-qF)ex,,(xZ)”<[" (émp )éx1-+;-(ex2;ex1 )(a(szx1 da%psans
R [ d [T T e

Podstaﬁiajac (3. 15) 1 (3.17) do (3.14), a nastepnie do
(3.13), oraz uwzgledniajgc podstawienie (3. 7) otrzymuje sie
(w oparciu o lemat 2.1 z [2]) nieréwnosé

uéz(xz).-dsz(xausuxa-x1||7 PP <, (5.8)

2z ktorej wynika, ze operator Q Jest zwezajacy w kuli
K(0,3*). o '

Jezeli operator F jest rozwijalny w sZereg Taylord wokét
punktu x = 0, +tzn., gdy mozna go przedstawié w posfaci

(-]

P(x) = (dF)ox + Z' % (dp'F)oxp (3.19)
= .

- dla xeK(0,r), wdwczas zagadnienie sprowadza sie do rozwaza-
nego w [2]. Ostatecznie wiec wyniki dotychczasowych rozwazani
mozna ujaé w forme nastepujgcego twierdzenia:

Twierd zenie 3.1

Dape jest réwnanie o postaci (1.1), gdzie z - element
przestrzeni Banacha X, F - operator okreslony na przestrze-
ni X o wartosciach z tej 'Bame przesirzeni, przy czym F\O)so
A = parametr liczbowy. Jezeli Spelnione ag’ nastepu;qce warun-
kis



1) operator F jest m-krotnie (3 < m <o ) rézniczkowalny
w zbiorze DcX, przy czym rézniczka (de)x jest ciggta w
zbiorze D

2) kula domknieta K(O,r) nalezy do zbioru D (r > 0);

3) a¢sp(dF)y;
wéwezas istnieje taka liczba A>0 oraz taka funkcja ¢ , ciag-
*a i niemalejgca w przedziale <0, A> oraz speiniajgca waru-
nek ¢(0) = 0, 2e dla kazdego zeK(0,4) réwnanie (1.1) po-
siada w kuli K(0,¢(A)) doktadnie jedno rozwigzanie x*,
ktérego norma spetnia oszacowahnie

I=*| < o=z, (3.20)

przy czym zardwno statg A, jak i wartosdci funkcji ¢ mozna
kazdorazowo obliczyé numerycznie. Rozwiqzanie x* jest gra-
nica ciggun kolejnych przyblizen

1 .
m-1 m=1
1 ] 1-6) m
= 45+ A T @R+ a [ (@ (e Ge20)
p=2 0

gdzie:
operator A okredlony jest wzorem (3.3),
x, jest dowolnym elementem kuli K(0, ¢ (|z[})).
W przypadku, gdy operator F jest rozwijalny w szereg
Taylora w kuli K(0,r), wéwczas wzdér (3.21) przybiera postaé

[e2d
Xp,q = A2 + A Z y(@Pmgxl. (3.22)

P:
Wartodci funkeji y = ¢(§), o ktérej mowa w twierdzeniu

3.1, mozha wyznaczyé znajdujac dla kazdego ustalonego & naj-
mniejsze nieujemne rozwigzanie rdwnania

m
Z P - aje, (3.23)
Ly P
a

gdzie wspStczynniki okreslone sg wzorem (3.7).
W przypadku, gdy » > ¢(A) =, wéwczas wspéiczynniki a

P
dla p=m ~ 1,m mozna nieco zmodyfikowaé



a, ='%T HA""xﬁg% "(dpF)x” (p=m~1,m). (3f24)
Jednym z zatozerr twierdzenia 3.1 jest co najmniej 3-krot-
na rézniczkowalnosé operatora F w kuli K(0O,r). W przypad-
ku, gdy stopied réizniczkowalnosci wynosi jeden lub dwa, osza-
cowania o postaci (3.20) otrzymaé nie mozna, ale mozliwe. jest
podanie warunkéw istnienia i-jednoznacznoéci rozwigzania,
Niech w szczegélnosci m = 1, Poniewas dla dowolnych
1,x €K(0,r) spektniona jest réwnosé

F(xz) = F(x,) +/(dF)x +8(xymx,) (KpRy) 49, (3.25).
-z ktérej wynika z kolei nierdwnoéé
I#(x,) - F(x1)|| < sup [l Car) | (EXREN (3.26)

ozhaczajgca, 2e operator F speknia w kuli K(O,r) warunek
Lipschitza ze staig

L= sup- [(am) |, (3.27)
wiec operator ten Jest szczegdlnym przypadklem rozpatrzonego
na wstepie, :

Jezeli m = 2, wéwezas oczywiscie rozwazania powyzsze
pozostajg w mocy, ale mozliwe jest ponaﬂto podanie innych wa-
runkdéw istnienia i'jednoznacznoéci ktére z reguly nie pokry-

wajg sie z otrzymanyml poprzednio. Uwzgledniajac bowiem row—_
nogé

F(x,) = F(x,) + (dF)x1(x2-x1) * { (1-9)('(12F)x1+6(x2_x1)(xz—x1 )as, (3.28)

stuszng dla dowolnych x1,xze:ﬁ(0,r), jak rdéwniez warunek
F(0) = 0, mozna réwnanie {1.1) zapisaé w postaci

[AT - (@F)g]x = 2 + P, (x), - (3.29)



gdzie operator F1 okreéldny jest wzorem
. [ ) :
. -_ 20y (o : :
F,(x) —L/1(1-6)(d F)gg(x)d . (3.30)
0

‘Operator ten spetnia w kuli K(O,r) warunek Lipschitza
ze statg

L,=r sup "(sz)x” . (3.31) -

Jezeli wigc . A¢ sp[(dF)o], wéwczas réwnanie (3.29) pray-
biera ostateczhie postaé

x = A F(x) + 2z, (3.32)
gdzie 4 i 2, okre$lone sg wzorami (3.3) i (3.4), a operator
Fo= AP (3.33)
speknis w kuli K(O,r) warunek Lipschitza ze staia

L, = |lall 4. ' (3.34)

4. ANALIZA STABILNOSCI |
PUNKTOWEGO MODELU REAKTORA
Z NIELINIOWYM SPRZEZENIEM TEMPERATUROWYM'

Réwnania kinetyki punktowego mo&elﬁ reaktora z uwzglednie-
niem wielostrefowego sprzgzenia temperaturowego mozna zapisaé
w postaci: .

‘ N

A = eA"ﬁn"+ Z A4Cys , ‘ (4.1).

=1

. By s »
Ci = 7\— n - /'lici - (1=1""’N)9 (4.2)



K .
B = ;i; agly + Deh (k=T,e0,K), (4.3)

0 = 0o + 0,(t) + pp(n,Tyyeee, ), - (4.4)

gdzie

gz(t)- reaktywnosé zewnetrzmme.

Model opisany réwnaniami (4.1) + (4.4) jest uogélnieniem
postaci rozpatrywane} wv[3], ktéra dotyczyia przypadku 1i=~
niowego sprzezenia zwrotnego. '

Jezell ng,, cio’ Tko oznaczajg wartoscl zmiennych stanu
w potozenin réwnowagi (punkt pracy reaktora), to oczywisdcie

fo = - Pf(noFT1o"‘°’TKo)° (4.5)

Stosujac podstawienia:

X(t) = n(t) - nop - (4.6)
x(t) = ¢c;(¢) - Cyos (4.7)
(8 = B () -1, (4.8)

orsz uwzgledniajgc zwigzki:

By o |
T nO - aicio = 0, ) (4.9)
. K . .
Z{qijjo + bknO = Og‘ (4010)
J=

mozna réwnahnia (4.1) : (4.4) sprowadzié do postaci:

X --j—\-—(x+n°) - X +'Z AiXq (_4.-11)

ii =—./\.—x --aixi'-, . (4-12)



K .
y.k = qu,jyj + bkx" (4.13)
. j=t

0= gz(t) + §f(x_,y1,...,yk), (4.14)

gdzie .
vvéf(x,y1,-oo,yK) = Qf(n°+i,T1o+y1,..¢,TKO"{'yk) -

- Qf(no,T1°,-'o0’TKo)h (4.15)

Rozwigzujgc réwnania (4.12) ze wzgledu na x; = warunka-
mi xi(o) = x;, 1 podstawiajgc do (4.11), otrzymuje sig

N N

. t
s . -a; B A -As(t-
* =ﬁ£(x+no) *2 2o x - +Z—:_LA_—ife MED e (516
L=

=1 0

Traktujge z kolei (4.13) jako ukkéd réwnati ze wzgledu na
yk(t), mozna jego rozwigzanie z warunkami yk(O) = Ypo 28Pi-
saé¢ w postaci wektorowe}

¢
y(t) = thyo +feQ(t"t)b z(z) dz, (4.17)
: 0

gdzie:
¥ = {¥}
Q= {qkj}’ dla k,J=1,e.0,4K,
b =

{bk}, :

Pray czym ¥, ={¥,,}s
lub tez rozpisaé na sktadowe

. 4 . . .
Y (t) = £,.() +.£ h,(t-t) %(z) dr  dla k=1,...,K.  (4,18)



Wprowadzajac teraz funkcje

t t
Bp(tax(t), [ b, (t-7)x(z) ar,..., ‘[hK(t-t')x(t) ar) =
| 7
¢ , ¢
= p(x(t),2, (t) +J’ hy (b= 2)x(T) dT,...,2,(t) +f h (t-2)x(z) aT) -
0 » °
- Fp(0,2,(£),eeny 2 (4)), | (4.19)

mozna reaktywnosé @ wyrazié wzorem

4 .
0= 0,(8) + §(8) + fpl,xta), [ hy(t-0) x(e) or,...,
t [

coes fhK('t-t( x(t) dat), (4.20)
0
gdzie -
0(5) = 3p(0,2,(1),0uu, B (1)), (4.21)
przy czym .
0p(t,05004,0) = 0 o (4.22)

dla kazdego t > O, ) .

Dalsze rozwazania zostang przeprowadzone prz.y zaloﬁeniu,
Ze czesSci rzeczywiste wartosdcl wiasnych macierzy Q(t) sa
ujemne. Oznscza to, ze Lim £,.(t) = 0 oraz f lhk(t)ldt<°°
dla k = 1,...,K. °

Niech funkc;]_a Ef(t,uo,u1,...,ux) bedzie m-krotnie rdés-
niczkowalna (m > 3) ze wzgledu na -uov,u‘l,'...,uK W catej
(K+1)-wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Z poprzednich za-
tozel wynika, %Ze jej pochodne czastkowe sa funkejami ograni-
czonymi ze wzgledu na t dla t e (0,0). Niech ponadto

25.(t,u)
a, (t) = ak(f(t))%f%

1= dla  k=0,1,...,K, (4.23)
gdzie

w = {ugsugseen,uef, £08) = {£(6), 000, 2 (0)]
Kazdg z funkecji a, mozna oczywiscie zapisaé w postaci



8, (t) = - +a.(t), - | (4.24)

gdzie

§k(0) = 0,

Uwzgledniajge wprowadzone definicje i podstawiajgc (4.20)
do rdwnqnia.(4;16), mozna je przeksztalcié do postaci

p,(t) + ¢'(¢) .

:':'_——-—-—-——-—— Z_ﬂ. ghit X34 -%x(t) ¥
Ko o a ¢ 0 i, s "
3 Ay [ -a T
+;7—[e x(t) dt’—ro [a°.+[ h(t-7) x(7) dt’} +
¢ (t)"'e!(t) n _ K ¢ -
e S (%) + [ao(f(t)) x(t)+;5k(f(t))f n(t-7) x(z) dt+
‘ | ¢ L
+ s(t.x(t).fh,,(t-z‘) x(T) dt.‘..;,fhK(t -2) x(¢) dr ), (4.25)
Yo ’ (]
gdzies K . »
B(t) = ) e (4), | (4.26)
k=1 n K )
g, ,uq5000,0p) =7\<—’ Beltst slyseenstiy) - 2 a, (t)u, +
-ri%—uogf(t,uo,u1,...,uk), (4.27)
przy czym
g(t,0,0,e04,0) = 0, ’ (4.28)
oraz
0g(t,u) '
—%ﬁi—u— u=0 =0 (4.29)

dla dowolnego +t 2 0 i k = Oy1yeee,&e )
Dalsza anasliza réwnania (4.24) zostanie przeprowadzona w
oparciu o definicje nastepujgcych przestrzeni Banacha [?]:
1) przestrzend C, ztoiona z funkcji ciagiych i ograniczo-
nych da t2 0 2z normg '

I xlq = Sup Ix(t)l,:



2) przestrzed ilorazowa K, ktdérej elementami sg klasy
elementdéw przestrzeni C 1réznigce sie o funkcje zbieznag od
zera, Norma w przestrzenl K jest okredlona wzorem

Ixllg = 1im sup Ix(t)|. |

Poniewas funkcja g(t,uo,u1,...uK) jest z zatozenia réz-
niczkowalna m~razy ze wzgledu na Uyslqseeeyly, 8 wszystkie
jeJ pothodne sg funkcjami clggitymi i ograniczonymi ze wzgledu
na t, wiec mozna bez trudu wykazaé, ze operator F zdefi-
niowany wzorem

¢ ¢ ’
[F(x)] (¢) = g(t,x(t),Jf b (6-1) x(t) dt,...,J{’hK(t_z) x(T) 4T) (4.30)

0 _ 0

przeksztatca przestrzend C w sieble oraz jest w niej m-krotnie
‘rézniczkowalny. Zachodzi przy tym rdwnosé

(@@= 37 _Een ), g
a;# 3;'“..'3;(? au0r° aua‘i cen By]g"‘ uk =\[ hk(t-t) E(t) atT
° (k=1,0.4,K) (4.31)

K t

- x(t) T—! '[hk(_t-‘(:) x(t) 4T

k

dla p = 1,...,m. Z réwpodel (4.28) i (4.29) wynika ponadto,
ze P(0) =0 i (dF), = O.
Wprowadzajac oznaczenla

(t)+ 0'(%) N :
z = z(t) =-EE——7tji—f— n, + zg;v11611t = I (4.32)

K

0,(+)+ g8 )n 3 (1) x(tv)+ n & (t) j"hk(t_@) x(t) 4T, (4.33)
] ’ '

A =T

Bx (t)=

Yatwo mozna zauwazyé, ze jesli pz(t) jest  funkcjg cigglg i
ograniczong dla t €(0,»), wéwczas ze€C a B jest opera-
torem liniowym L ograniczonym, przeksztazcajgcym przestrzeh C
w siebie (Be(C—=C)). Norma operatora B spetnia oszacowanie



AMALLIG LUWMAMLA UNSLAVVIUSVEY v

||B|| <1 AR [l?z(t )+ é"(t)|+ nOEO(t)l + no|§k(t)|f]hk(t)|dt] . (4.34)
: )

przy czym z ciagkej zaleznodci funkeji & (k=0,1,...,K)
od Yok (k=1,e40,K) wynika, ze jedli tylko wartosci [y°k|
oraz sup Ipz(t) sa dostateqznie mate, wéwczas norme IIBIIc
mozna uczynié dowclnie matg.

Poniewaz, jak wykazano w (4], jedli tylko

N
-"‘7’5—22’2,"’12 +—= Zo [a + Re H(j w)]' > o, (4.35)

gdzie H(s) ~ transformata Laplace 'a funkcji h(t), wdéwczas roz-
wigzanie rdéwnania

i
W e(-&,%»)

N : t
A -a:(t-
x+7tix— ﬂkifen‘_(”') x(t) dT +
L= 1 0 :
n, .
+T f h(t=-7) x(t) dt] = w(t) (4.36)
. 0
z warunkiem x(O) = X, mozna przedstawié w postaci
t ,
x(t) = k(t)x, +fk(t-t) w(z) at, (4.37)
gdzie 1:|.m k(t) = oraz flk(t)ldt<oo , wigc réwnanie (4.25)

mozna przekszta&cié w nastepuje,ce réwnanie operatorowe (okre-
$lone w przestrzeni C)

X = z4 + ABx + A F(x), _ (4.38)

gdzie:
| [a,w] (8) -fk(t -t) w(t) dr, (4.39)
2,(t) = [4, z‘|(t) + k(t)x, (4.40)

przy czym [l4,|| (C=C) oraz

241l =f|k(t)|dt. (4.41)
0



Jezeli ponadto ”A1BHC < 1 oraz
-1 ,

wéwezas A2€(C——C) i

00"

laglle < 2 lagel® (4.43)

n=0

’

a réwnanie (4.38) mozna przepisaé w postacl

X = z, + AF(x), - (4.44)

gdzie:
zZ, = Azzi, (4.45)
A=Ay, : o (4.46)

Poniewaz norma k"z2"C zalezy w gposéb ciagy od wartosel
[Zols 1Zgqls (Vg 1 sup lo,(t)], & jezeli x, = o1 * Yok =
= sup fgz(t)l =0 dla 1= 1,.0e,0, k=1,...,K, 10 ”22"0'= 0,
wiec uwzgledniajgc twierdzenie 3.1, otrzymuje si¢ dowdd twier-
dzenia nastepujacego:

Twierdzenie 4.1

Jezell:

1) czeéci rzeczywiste wartosci wlasnych macierzy Q(t)
= {qk (t)} sa ujemne,

2 Jing, e + Re B(Jw)] > 0,

3) funkcja g(t, BgsUqsees,ly) Jest co najmniej trzykrot-
nie rézniczkowalna ze wzgledu na ub,u1,...,uK, a jej pochod-
ne sg funkcjami ciggiymi i ograniczonymi ze wzgledu na +
dla -te<0,»),

4) ?z(t) jest funkecjag ciggig ‘i ograniczopa dla fe‘io,w),
wéwezas istnieje taka.liczba u >0 i taka funkeja ¢ (&), cigg-
ta 1 niemalejgca dla &e <0,u> oraz speiniajgca warunek
p(0)= 0, ze jesli



Jre
n -

ap k(6] | x| +J|k(t)|dt{ 2 [aup|g,(8)] + sup (0] +
N
+ Z Mlxgol} < u | (4.47)
i=1
wéwezas

Sup ]x(t)l p(&). (4.48)
7 réwnad (4.12) i (4.17) wynika ponadto, ze wéwczas:

B S
sup ]xi(‘t)l ,xlo| —';—i ts;lg ]x(t)| . (4.49)

t . %
sup [0, sup [o%¥], I3ls + Iell; f €%, at sup 1x(0)],
(4.50)

gdzie v

symbol " || ”2 oznacza norm¢ euklidesowg.

Poniewaz jezell speknione sa zatozenia twierdzenia 4.]
wéwezas P mozna traktowadé jako Operator m-krotnie réznicz-
kowalny w przestrzeni K, natomiast B i A1 - jako operatory
linjowe i ogranigane przeksztatcajgce przestrzen K w sie-
bie, przy czym ‘jeieli ponadto lim Qz(t) = 0, wéwczas réwaies
lim z(%) = 0 (Jzlg = 0) oraz |[Bly = 0 (poniewaz }Eﬂgék(t)=o
dla k = 0,1,...4K)," wigc wynika stad bezposrednio dowdd
twierdzenia nastepujgcego:

Twierdzenie 4,2

Jezeli speinione s3 zatozenia 4.1 oraz %jﬂi pz(t) = 0,
wéwezas dla dowolnych wartosci poczgtkowych Xy xio"yko
spetniajacych (4.47) rdéwniez =x(t), xi(t) oraz yk(t) 53
zbiezne w nieskodczonodci do zera. - :

Otrzymane'dotychczas wyniki‘moéna wykorzystaé do sformuzo-
wania dla rozwazanego modelu reaktora warunkéw stabilnosci w
sensie Lapunowa. Uwzgledniajgc bowiem fékt, ze jesli pz‘(t)EO,
wdwczas réwnania (4.11) + (4.14) tworza uktad autonomiczny,
otrzymuje sies '



Twierdzenie 4.3

Jezeli speinione sg zatozenia 1) - 3) twierdzenia 4.1,
wéwczas rozwigzanie stacjonarne uktadu (4.1) = (4.4) (punkt
pracy reaktora) jest stabilne asymptotycznie. ' _

Jezell natomiast Qz(t) # 0, wéwczas uwzgledniajgc defi-
nicje stabilnodci przy wymuszeniu [3],7 otrzymuje sie

Twierdzenie 4.4

Jezeli speinione sg zaktozenia twierdzenia 4.3, wéwezas
rozwigzanie stacjonarne ukadu (4.1) + (4.4) jest stabilne
asymptotycznie przy wymuszeniu gz(t).

BIBLIOGRAFIA

[MKotodzie J We.: Wybrane rozdzialy analizy mate-
matycznej. PWN. Warszawa 1970,

[2] Podowsk i Me: A new method of studying a certain
class of systems of inftegral equations describing the dy-
namics of physical processes., Arch. Mech. 5,-1974.

LBJ Podowskdi M.: Analiza pewnego réwnania operatoro-
wego 1 jej zastosowanie do badania stabilnogci reakitordw
Jjadrowych. Biuletyn ITC nr 37, 1972,

[4A] Podowski M.: An analysis of a certain type of

‘ integro-differential equation describing the dynamics of
nonlinear systems. Bull.Acad.Polon.Sci., Ser.Sci.Techn.,
21, nr 7"8, 1973.

AHAJIN3 OIIEPATOPHOI'O YPABHEHHMSA C OIIEPATOPOM
AUPOEPEHIIM PYEMbBIM B ITPOCTPAHCTBE BAHAXA
H EIr'O0 IIPUMEHEHME '
K UCCJIE JOBAHMSAM MOJEJIM JUHAMUKU PEAKTOPA

KparTxoe COxXepxXxaunmue

HPOBOJIKTCH a”HaJun3a onepaToOpHOIo YPaBHEeHHA BHIA
A =12+ F(x),

rle 2z - SJEMEHT HpoCTpaHCTBa Banaxa X, a F[x]eX ana

x e DCX. Jug cayvas, xormas P MMEEeT NPOM3BOTHYH NOPAIKS -
m (m > 3), ¢OPMYyAUPYOTCA YCIOBUA CyIeCTBOBAHHA U €IUHCTBEH-—
HOCTH PemeHUA DPacCMATpPHBAEMOI0 yPaBHEHWA, 2 TaKXe IAeTCA



ONeHKZ HOPMH JTOr0 pPeNEeHHMA B 3ABECHMOCTHE OT HODMH DIEMEHTa Z.
Pe3yabTaTH TEOPEeTHUYECKOrO aHAJM3a OHJIM HCHOXb3OBAHH IpE HC-
CleNOBSHHE TOYeUHOH MOZeNM KMHETHKM peakTopa ¢ HeauxeduoR
oGparHOft TemMmeparypHO#t CBA3BO. BHIE npH 9TOM YCTAaHOBJE HH
KDUTePHM 2CHMITOTHUECKOH ycroHuMBoCTE CTAOMOHADHOTO pemeHmA
(xax mIa aBTOHOMHOX cHCTEMH, Tak u c YyUYETOM PeaKTHMBHOI'O BHem-
HEero BHHYENEHHA). ‘

ANALYSIS OF AN OPERATOR EQUATION WITH
THE DIFFERENTIABLE IN BANACH SPACE OPERATOR
AND ITS APPLICATION TO THE INVESTIGATION
OF REACTOR MODEL DYNAMICS

Summary

An operator equation of the .following form

Ax = z + F(x),

where 2z - an element of Banhach space X and F(x)e X for
xeDcX, 1is investigated. In the case of m-order differentia-
ble operator F (m > 3), conditions of existence and unique~
ness of a solution of considered equation are formulated and an
estimation of the norm of this solution as a function of the
norm 2z is obtained,

The results of theoretical analysis are applied to the
point reactor model with nonlinear, temperature-type reactivi-
ty feedback. The conditions of the asymptotic stability for
the autonomous system as well as for the system ineluding the
external reactivity oscilations, are formulated,



